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Данный текст является перепечаткой. Все изменения перечислены ниже:

1. В оригинале было 126 стр. набранных на ChiWriter’е. При переводе
на TEX слегка изменились формат страницы и начертание отдель-
ных формул. Это касается, почти исключительно, лишь шрифтов и
размеров. Примеры наиболее существенных отклонений: дроби типа
3
2

zxz2
xx

z2
x + 1

теперь пишутся, как в (3.18),
3zxz2

xx

2(z2
x + 1)

; в двух-трех случаях

однострочная формула разбита на две или наоборот; в системе (1.5),
(1.6) удалена общая фигурная скобка (в TEX’е нумерованные формулы
трудно скобковать).

2. В оригинале нумерация описывалась фразой:

Нумерация утверждений, формул и рисунков своя в каж-
дом разделе; при ссылках на другие разделы используется
запись типа “Теорема 1.1”, “формула (3.14)”.

В данной версии всегда используется нумерация через точку, и пото-
му вторая часть фразы удалена (стр. 5). Кроме того, ликвидированы
сокращения вида [33–36]. Все это сделано для того, чтобы можно было
использовать hyperTEX. Заодно добавлены обратные ссылки на лите-
ратуру.

3. Как водится, исправлено несколько коварно вкравшихся опечаток. Не
считая орфографических погрешностей, это:

с. 14: [45,64] → [39,45]

с. 16: α̃k±1 = αk±1 ± αk → α̃k±1 = αk±1 + αk

с. 19, (4.5): Ψ → ψ

с. 20: Леммой 8 → Леммой 4.2

с. 28: потенциала (13) состоит → потенциала (5.14) состоит

с. 30: и действуя на них операторами (1) → и действуя на них опе-
раторами A

с. 30: перейти от fj к переменным (3.7) → перейти от fj к перемен-
ным

с. 58: теорем 3 и 4 → теорем 15.1 и 15.2

с. 59: qxy = sh q → qxy = sh 2q

с. 80 (формула, следующая за (23.5): (2α2 + s) → (2α2 − s)

4. Рисунки 11.1, 13.1, 15.1, иллюстрирующие итерации отображений (чис-
ленный счет) временно отсутствуют.

5. Добавлено данное пояснение.

c© В.Э. Адлер, 1994, 2001
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Введение
В диссертации изучаются дискретные автопреобразования нелинейных ин-
тегрируемых цепочек. Простейшим примером служат преобразования

Bk :





f̃k = fk +
βk − βk−1

fk + fk−1
, β̃k = βk−1,

f̃k−1 = fk−1 − βk − βk−1

fk + fk−1
, β̃k−1 = βk,

f̃j = fj , β̃j = βj , j 6= k, k − 1,

(0.1)

действующие на бесконечном наборе переменных fj и параметров βj цепоч-
ки

f ′j+1 + f ′j = f2
j+1 − f2

j + βj+1 − βj , j ∈ Z. (0.2)

Эта цепочка задает последовательность преобразований Дарбу ([13], см.
также [12, 22, 25, 38, 45]) для операторов Шредингера −D2 + uj , где uj =
f2

j − f ′j + βj , а формула (0.1) задает принцип нелинейной суперпозиции для
этих преобразований. Известно, что преобразование Дарбу (0.2) является x-
частью преобразования Бэклунда для модифицированного уравнения Кор-
тевега – де Вриза

ft = fxxx − 6(f2 + β)fx (0.3)

интегрируемого методом обратной задачи. Преобразования (0.1) позволя-
ют размножать точные решения цепочки (0.2) и одновременно уравнения
(0.3). Это применение принципа нелинейной суперпозиции давно известно
[24, 28, 33, 38]. В диссертации развиваются две новых точки зрения на этот
объект.

Во-первых, преобразования типа (0.1) приводят к дискретным отобра-
жениям, которые представляют самостоятельный интерес и активно изу-
чаются в последнее время [7, 29, 31, 32, 43, 44]. Можно проверить, что в
группе B, порожденной Bj , выполняются тождества

B2
j = (BjBj+1)3 = (BiBj)2 = 1, i 6= j ± 1, (0.4)

то есть B изоморфна группе финитных перестановок бесконечного числа
элементов. Преобразования (0.1) задают нелинейное действие этой группы
в пространстве переменных fj , βj , то есть своего рода дискретную динами-
ческую систему. В [41] показано, что при наложении условия периодичности

fj+N = fj , βj+N = βj (0.5)

эта система является интегрируемой в смысле дискретной версии теоре-
мы Лиувилля, принадлежащей Веселову [43]. Известно [39, 64], что система
(0.2), (0.5) определяет конечнозонные решения уравнения mKdV. В [45] по-
казано, что она эквивалентна уравнению Лакса-Новикова или системе Дуб-
ровина, которые впервые были использованы для описания конечнозонных
потенциалов [53, 58]. Таким образом, в периодическом случае преобразова-
ния (0.1), цепочка (0.2) и уравнение (0.3) представляют три разных уровня
дискретизации одного и того же объекта — прямолинейной динамики на
якобиане гиперэллиптической кривой.
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Итак, с одной стороны, наличие у уравнения (0.3) нетривиальной дис-
кретной симметрии позволяет строить его точные решения, а с другой сто-
роны, наличие у преобразований (0.1) непрерывных симметрий приводит к
интегрируемости соответствующего дискретного отображения.

Вторая точка зрения на преобразования (0.1) основана на связи между
нелинейными цепочками и уравнениями Пенлеве, обнаруженной недавно в
работах Шабата, Веселова и автора [3, 41, 45]. Эта связь доставляет це-
лое новое семейство точнорешаемых спектральных задач, с потенциалами
и волновыми функциями, выражающимися через трансценденты Пенлеве.
Например, накладывая на цепочку (0.2) ослабленное условие периодично-
сти

fj+3 = fj , βj+3 = βj + 2, (0.6)

получаем, что y = f1−x удовлетворяет четвертому уравнению Пенлеве (P4)

y′′ =
(y′)2

2y
+

3
2
y3 + 4xy2 + 2(x2 − a)y +

b

y

где 2a = β2 − 2β1 + β0, 2b = −(β3 − β2)2. Если соответствующий опе-
ратор Шредингера −D2 + u1 регулярен, то его спектр состоит из трех
арифметических прогрессий βj + 2n, j = 1, 2, 3, n ≥ 0. При этом пре-
образования (0.1) приводят к дифференциальной подстановке, переводя-
щей P4 с одним набором параметров в P4 с новыми параметрами. Такие
автоподстановки уравнений Пенлеве известны под названием преобразо-
ваний Бэклунда или Шлезингера (чтобы избежать путаницы, в диссерта-
ции используется второй термин) и изучались многими авторами, см. напр.
[1, 5, 17, 18, 30, 47, 48, 49, 50, 51, 54, 55]. Они сводят интегрирование урав-
нения к случаю, когда параметры лежат в некоторой фундаментальной об-
ласти, а также позволяют размножать точные решения.

Остальные уравнения Пенлеве (кроме первого) также имеют представле-
ния в виде периодически замкнутой цепочки преобразований Дарбу для
подходящего дифференциального оператора, причем принцип нелинейной
суперпозиции порождает преобразования Шлезингера и для этих уравне-
ний. Преимущество такого представления состоит в более простой и симмет-
ричной записи как самих уравнений Пенлеве, так и их автопреобразований,
что облегчает получение некоторых важных результатов. Кроме того, этот
подход непосредственно обобщается на системы более высоких порядков,
приводящие к высшим аналогам уравнений Пенлеве, и облегчает изучение
групповых свойств преобразований Шлезингера. Например, из тождеств
(0.4) сразу видим, что дискретная группа P4 содержит аффинную группу
Вейля Ã2 — результат, полученный ранее в работе [30].

Следует отметить, что, в отличие от рассмотренного выше случая пери-
одического замыкания (0.5), дискретное отображение, возникающее после
наложения условия (0.6), по-видимому неинтегрируемо. Его можно считать
разностным аналогом 4-го уравнения Пенлеве (о различных способах дис-
кретизации уравнений Пенлеве см. напр. [20, 21]).

Диссертация состоит из 23 разделов, объединенных в 5 глав. Нумерация
утверждений, формул и рисунков своя в каждом разделе. В первой главе
рассматривается преобразование Дарбу для оператора Шредингера, при-
водящее к цепочке (0.2). На этом наиболее простом примере подробно раз-
бирается общая схема, применяемая далее к другим операторам. Разделы
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1, 2, 4 включают в себя разложение преобразования Дарбу на элементар-
ные, вывод принципа нелинейной суперпозиции, вронскианную технику. В
3-м разделе рассматриваются эволюционные уравнения, связанные с опера-
торомШредингера. Они связаны последовательностью дифференциальных
подстановок типа преобразования Миуры, которые легко получить из замен
переменных в цепочке (0.2). О возможности строить преобразования Ми-
уры при помощи цепочечных замен см. напр. [65]. Раздел 5 содержит один
новый способ построения точнорешаемых операторов Шредингера, обобща-
ющий классический метод Крама [12] (Теорема 5.1).

Вторая глава посвящена разработке теории 4-го и 5-го уравнений Пен-
леве на основе цепочки (0.2). Хотя большая часть результатов, касающихся
этих уравнений, известна (в основном из работ Громака и Лукашевича, см.
для ссылок [51]), мы воспроизводим их с целью продемонстрировать удоб-
ство цепочечного аппарата. Раздел 6 содержит краткое изложение подхода
к P4, P5 и их высшим аналогам из работы [45]. В разделах 7, 10 показа-
но, как преобразования (0.1) приводят к преобразованиям Шлезингера для
этих уравнений. В разделах 8, 9 изучаются рациональные решения P4. Для
одного из двух классов рациональных решений с помощью результатов раз-
делов 4, 5 удается выяснить, при каких значениях параметров эти решения
регулярны на вещественной оси (Теорема 9.2).

В третьей главе рассматривается дискретное отображение B, возникаю-
щее из преобразований (0.1) после наложения условия периодичности (0.5).
Цель первого раздела этой главы — показать, что оно интегрируемо в смыс-
ле работ [7, 43] (Теорема 11.1). В разделе 12 динамика исследуется более де-
тально. Показано, что преобразование Абеля, линеаризующее систему Дуб-
ровина, линеаризует также и соответствие B, которое оказывается эквива-
лентным N -значному сдвигу на многообразии Якоби. В разделе 13 уста-
навливается связь рассматриваемого соответствия с задачей о перекройках
многоугольника, которая впервые вызвала интерес автора к данной теме
[41].

В четвертую главу включены по возможности разнообразные примеры
интегрируемых цепочек, порожденных преобразованиями Дарбу для раз-
личных дифференциальных операторов, как скалярных, так и матричных.
Как и для оператора Шредингера, для них выводятся принципы нелиней-
ной суперпозиции, позволяющие строить точные решения ассоциированных
уравнений в частных производных и, с другой стороны, дающие новые при-
меры интегрируемых отображений. Общая схема изложена в разделе 14. В
разделе 15 более подробно разобран важный случай оператора Дирака, с
которым связана нелинейная система Шредингера. В работах [19, 36, 56]
изучались многополевые обобщения этой системы, а в работе [37] соответ-
ствующие им цепочки преобразований Бэклунда. В разделе 17 показано, что
принцип нелинейной суперпозиции также допускает многополевое обобще-
ние. Раздел 18 содержит примеры цепочек, отвечающих операторам второго
порядка типа оператора Дирака. Среди ассоциированных систем — модели
магнетика Гейзенберга и Ландау-Лифшица. Результаты этого раздела были
получены совместно с Р.И. Ямиловым в [4].

В пятой главе приводятся цепочечные представления для уравнений P2,
P3, P6 и вырожденного случая P5, пропущенного ранее. В разделе 19 опи-
сана модификация общей схемы, необходимость которой вызвана тем, что в
случае матричных операторов приходится более явно учитывать калибро-
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вочные преобразования. Уравнение P2 представлено при помощи преобра-
зования Дарбу для скалярного дифференциального оператора 3-го порядка
(раздел 20), а остальные — при помощи преобразований Дарбу для опера-
тора Дирака (разделы 21, 22, 23). Использование принципа нелинейной су-
перпозиции позволяет вывести преобразования Шлезингера и исследовать
их групповые свойства и для этих уравнений Пенлеве.
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1 Одевающая цепочка
В первой главе рассматриваются преобразование Дарбу и одевающая це-
почка для оператора Шредингера. На этом наиболее простом примере по-
дробно разбирается общая схема, применяемая далее к другим операторам.
Разделы 1, 2 включают в себя разложение преобразования Дарбу на эле-
ментарные и вывод принципа нелинейной суперпозиции. В 3-м разделе рас-
сматриваются эволюционные уравнения, связанные с одевающей цепочкой
и показывается, как ее автопреобразования позволяют строить многосоли-
тонные решения mKdV. Раздел 4 содержит стандартную вронскианную тех-
нику, необходимую для дальнейшего. В 5-м разделе приводится один новый
способ построения точнорешаемых операторов Шредингера, обобщающий
классический метод Крама.

1 Преобразование Дарбу
Рассмотрим уравнение Шредингера с аналитическим потенциалом u(x)

ψ′′ + (λ− u)ψ = 0 (1.1)

или, в матричном виде,
Ψ′ = UΨ (1.2)

где

Ψ =
(

ψ
ψ′

)
, U =

(
0 1

u− λ 0

)
.

Потенциалы ū, u называются связанными преобразованием Дарбу, если су-
ществует аналитическая по x и полиномиальная по λ матрица

W =
(

a b
c d

)
,

удовлетворяющая уравнению

W ′ = UW −WU, (1.3)

где U = U(ū). Расписывая это уравнение поэлементно, получаем систему

a′ = c− (u− λ)b, b′ = d− a,
c′ = (ū− λ)a− (u− λ)d, d′ = (ū− λ)b− c.

(1.4)

При b = 0 легко получаем, что W = const I, где I единичная матрица.
В этом случае преобразование Дарбу тривиально: U = U.

Считая b 6= 0 и введя обозначения

τ = tr W = a + d, δ = det W = ad− bc,

находим, что система (1.4) эквивалентна системе

2bb′′ − b′2 + 2(2λ− u− ū)b2 = 4δ − τ2, (1.5)
τ ′ = (ū− u)b, (1.6)
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причем δ есть константа, а элементы a, d, c выражаются через b, τ, δ по фор-
мулам

2a = τ − b′, 2d = τ + b′, c2 = (τ2 − 4δ − b′2)/(4b). (1.7)

Легко показать, что при любых аналитических потенциалах ū, u система
(1.5), (1.6) имеет формальное решение в виде рядов Лорана по λ. Таким
образом, если не накладывать условия полиномиальности, то любые 2 по-
тенциала окажутся связанными некоторым преобразованием Дарбу и это
понятие потеряет смысл.

Простейший нетривиальный случай преобразования Дарбу соответствует
b = 1. Система (1.5), (1.6) принимает вид

4λ− 2(ū + u) = 4δ − τ2, τ ′ = ū− u.

Положив τ = 2f, δ = λ− β получаем отсюда

ū = u + 2f ′, (1.8)

u = f2 − f ′ + β. (1.9)

Последняя формула определяет так называемое преобразование Миуры.
Чтобы применить преобразование Дарбу к заданному потенциалу u, сле-
дует найти f из уравнения (1.9), после чего потенциал ū строится по фор-
муле (1.8). Легко убедиться, что интегрирование уравнения (1.9) эквива-
лентно решению уравнения (1.1) при λ = β. Поэтому на первый взгляд
преобразование Дарбу не может быть особенно полезным при изучении
уравнения (1.1). Существуют, тем не менее, достаточно широкие и весьма
важные классы потенциалов, к построению и исследованию которых преоб-
разование Дарбу применяется с большим успехом. Некоторые из них будут
рассматриваться в последующих разделах.

Очевидно, композиция двух преобразований Дарбу (1.3) и W ′ = UW −
WU есть преобразование Дарбу между потенциалами ¯̄u, u. Таким образом,
можно строить сложные преобразования Дарбу, как композицию элемен-
тарных преобразований (1.8), (1.9). Это приводит к так называемой одева-
ющей цепочке, то есть бесконечной системе ОДУ

f ′j+1 + f ′j = f2
j+1 − f2

j + βj+1 − βj , j ∈ Z. (1.10)

Изучению ее свойств посвящена большая часть настоящей главы. Из фор-
мул (1.7) находим, что представление нулевой кривизны

W ′
j = Uj+1Wj −WjUj (1.11)

для этой цепочки задается матрицами

Wj =
(

fj 1
f2

j + βj − λ fj

)
. (1.12)

По каждому решению цепочки (1.10) строится последовательность потен-
циалов

uj = f2
j − f ′j + βj , j ∈ Z (1.13)

9



в которой каждые два соседних члена связаны элементарным преобразова-
нием Дарбу (1.8), (1.9). Потенциалы uj+N и uj связаны преобразованием
Дарбу с матрицей W = Wj+N−1 . . .Wj .

Имеет место обратное утверждение: оказывается, что любое преобразо-
вание Дарбу представимо в виде композиции элементарных. Прежде, чем
доказывать это, сделаем следующее замечание. Пусть матрица W зада-
ет преобразование Дарбу (1.3). Тогда ее определитель не зависит от x,
detW = (λ − βN ) . . . (λ − β0), где нули βj могут быть и кратными. Если
при некотором j имеем W (βj , x) ≡ 0, то, в силу полиномиальности, W де-
лится на λ−βj и ее можно сократить на этот скалярный множитель. Итак,
не теряя общности можно считать, что

rankW (βj) = 1. (1.14)

(Разумеется при некоторых x = x0 не исключается и возможность полного
вырождения W (βj , x0) = 0, но в силу аналитичности W такие точки образу-
ют дискретное множество.) В дальнейшем мы всегда предполагаем условие
(1.14) выполненным. Это избавляет нас от тривиальных последовательно-
стей преобразований Дарбу типа W (β,−f)W (β, f). Докажем следующую
лемму.

Лемма 1.1. Пусть W задает нетривиальное преобразование Дарбу (1.3)
и detW (β0) = 0. Тогда
1) существует единственное разложение

W = W̃W0, (1.15)

где матрица W̃ полиномиальна по λ, а W0 — матрица вида (1.12).
2) При этом f0 и u0 = u связаны формулой вида (1.13).

Доказательство. Покажем, что

b(β0, x) 6≡ 0. (1.16)

Действительно, в противном случае из равенства det W (β0) = 0 следует
a(β0, x) ≡ 0 или d(β0, x) ≡ 0, откуда при помощи формул (1.4) легко по-
лучаем, что все элементы W равны 0, что противоречит предположению
(1.14). Рассмотрим одномерное пространство K(x) = kerW (β0, x). В силу
(1.16) оно не может быть натянуто на вектор (0, 1)> и, следовательно, со-
держит вектор вида (1,−f0)>. Определив отсюда f0 и вместе с тем матрицу
W0, рассмотрим матрицу W̃ = WW−1

0 . Имеем

W̃ =

(
ã b̃

c̃ d̃

)
=

1
β0 − λ

(
a b
c d

)( −f0 1
f2
0 + β0 − λ −f0

)
=

=
1

β0 − λ

(
(β0 − λ)b− f0(a− bf0) a− bf0

(β0 − λ)d− f0(c− df0) c− df0

)

В силу определения f0 полиномы a − bf0, c − df0 делятся на λ − β0, сле-
довательно матрица W̃ полиномиальна. Однозначность разложения (1.15)
очевидна из построения.
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Перейдем к доказательству второй части утверждения. Из формулы
(1.15) имеем

b = ã + b̃f0, d = c̃ + d̃f0,

a = bf0 + b̃(β0 − λ), c̃ = df0 + d(β0 − λ).

Подставляя эти выражения в равенство a′ = c − (u − λ)b из системы (1.4),
находим

(f ′0 − f2
0 + u− λ)b = (λ− β0)(̃b′ − d̃− b̃f0).

Полагая λ = β0 и учитывая (1.16), получаем требуемую формулу.

Теперь мы можем доказать сформулированное выше утверждение.

Теорема 1.2. Любое нетривиальное преобразование Дарбу (1.3) есть ком-
позиция элементарных преобразований (1.8), (1.9).

Доказательство. Рассмотрим разложение (1.15) и определим потенциал u1

по формуле u1 = u0 + 2f ′0. Тогда потенциалы u0 и u1 связаны преобразо-
ванием Дарбу (1.8), (1.9), что равносильно матричному равенству W ′

0 =
U1W0−W0U0. Отсюда и из равенства (1.3) следует, что W̃ также задает пре-
образование Дарбу: W̃ ′ = UW̃ − W̃U1. При этом deg det W̃ = deg detW − 1.
Таким образом, через несколько шагов мы придем к матрице Ŵ с определи-
телем, не зависящим от λ. Исходя из формул (1.5), (1.6), легко показать, что
при δ = const преобразование Дарбу тривиально, откуда получаем утвер-
ждение теоремы.

Замечание. Разложение W = WN . . .W0, получаемое по приведенной схе-
ме, не единственно, так как зависит от способа нумерации нулей det W. Ха-
рактер этой неоднозначности будет выяснен в следующем разделе.

2 Автопреобразования одевающей цепочки
Введем в рассмотрение преобразования Bk, k ∈ Z, определяемые по фор-
мулам

Bk :





f̃k = fk +
βk − βk−1

fk + fk−1
, β̃k = βk−1,

f̃k−1 = fk−1 − βk − βk−1

fk + fk−1
, β̃k−1 = βk,

f̃j = fj , β̃j = βj , j 6= k, k − 1,

(2.1)

и действующие на бесконечном наборе переменных fj и параметров βj , j ∈
Z. Эти преобразования обладают рядом замечательных свойств, в основе
которых лежит следующее легко проверяемое утверждение.

Лемма 2.1. Формула (2.1) задает единственное отличное от тожде-
ственного решение системы уравнений

W̃kW̃k−1 = WkWk−1, W̃j = Wj , j 6= k, k − 1, (2.2)

где Wj матрицы вида (1.12), W̃j = Wj(f̃j , β̃j).
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Наиболее важным для теории уравнения Шредингера является следующее
свойство преобразований Bk.

Теорема 2.2. Преобразования (2.1) действуют на множестве одевающих
цепочек (1.10).

Доказательство. Утверждение можно легко проверить и непосредственно,
но более содержательным является следующее рассуждение. Пусть пере-
менные fj удовлетворяют цепочке (1.10), тогда матрицы . . . , Wk+1, W =
WkWk−1, Wk−2, . . . задают некоторую последовательность преобразований
Дарбу. Повторяя доказательство Теоремы 1.2, получаем, что матрицы W̃k,
W̃k−1 нового разложения W = W̃kW̃k−1 также задают преобразования Дар-
бу и, следовательно, приводят к цепочке вида (1.10).

Формулы (2.2) отражают коммутативность двух преобразований Дарбу
(1.8), (1.9), что может быть выражено диаграммой

Ũk

. . .

Uk+2 Uk+1

. . .

Uk−1 Uk−2

Uk

W̃k W̃k−1

Wk+1 Wk−2

Wk Wk−1

на которой нижнему обходу вершин отвечает исходная цепочка, а верхнему
— преобразованная. По существу преобразования (2.1) эквивалентны так
называемому принципу нелинейной суперпозиции преобразований Бэклун-
да для mKdV, который в более привычной форме будет выписан в следую-
щем разделе.

Перейдем к изучению групповых свойств преобразований (2.1). Поль-
зуясь единственностью разложения (1.15), легко доказать следующее утвер-
ждение.

Утверждение 2.3. Пусть матрица W задает преобразование Дарбу (1.3)
и det W = (λ−βN ) . . . (λ−β1). Каждой перестановке σ ∈ SN соответству-
ет единственное разложение матрицы W на матрицы вида (1.12), такое,
что

W = WN . . .W1, detWj = λ− βσ(j).

Отсюда сразу получаем

Следствие 2.4. Код группы B, порожденной преобразованиями Bj , j ∈ Z,
задается тождествами

B2
j = (BjBj+1)3 = (BiBj)2 = 1, i 6= j ± 1. (2.3)

Иными словами, B есть группа Кокстера с графом

. . . . . .
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Доказательство. Так как преобразования Bj действуют на параметрах βj

как перестановки, то очевидно, что преобразования, действующие на βj

тождественно, порождены B2
j , (BjBj+1)3, (BiBj)2, i 6= j ± 1. Из Утвержде-

ния 2.3 следует, что эти преобразования тождественны и на переменных
f.

Кроме того, из Утверждения 2.3 следует, что рассмотрение преобразований
типа

T : W̃k . . . W̃k−p = Wk . . .Wk−p, W̃j = Wj , j 6= k, . . . , k − p,

обобщающих (2.2), не дает ничего нового: все такие преобразования есть
композиция преобразований (2.2). Действительно, сравнивая определите-
ли, видим, что T действует на βj как некоторая перестановка. Рассмат-
ривая композицию T с преобразованием из группы B, соответствующим
обратной перестановке, получаем в силу Утверждения 2.3 тождественное
преобразование.

Замечание. При точном определении группы B могут встретиться неко-
торые затруднения, связанные с бесконечным числом образующих. Огра-
ничиться только финитными преобразованиями нельзя, так как, например,
преобразования вида

. . . Bk−2NBk−NBkBk+NBk+2N . . . , N > 1 (2.4)

вполне корректно определены и будут нами в дальнейшем использоваться.
Другой пример: преобразование

. . . Bk−2Bk−1Bk

определено корректно, но не имеет обратного.
На множестве цепочек (1.10) действует также ряд других преобразова-

ний, порождающих, вместе с Bj , некоторую группу G. Прежде всего, это
масштабные преобразования

Tq : f̃j(x) = qfj(qx), β̃j = q2βj , (2.5)

образующие однопараметрическую группу. Далее, это сдвиг

S : f̃j = fj+1, β̃j = βj+1, (2.6)

и отражения
Rk : f̃j = −fk−j , β̃j = βk−j , k ∈ Z. (2.7)

Наконец, сюда надо добавить калибровочное преобразование, отвечающее
за выбор начала координат на оси λ:

Kα : f̃j = fj , β̃j = βj − α (2.8)

(ср. со случаем оператора Дирака, гл. 5).
Легко проверяются следующие тождества:

R2
j = 1, RiRj = Si−j , Bj+1 = S−1BjS,

BiRj = RjBj−i+1, TqKα = Kq2αTq.
(2.9)
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Очевидно также, что преобразования Tq и Kα коммутируют с остальны-
ми. Подгруппа чисто дискретных преобразований, порожденная Bj , S, Rj ,
является группой Кокстера с тремя образующими B1, R0, R1 и графом

B1 R0 R1

6 ∞

Следует отметить, что многие важные примеры операторов Шрединге-
ра связаны с решениями одевающей цепочки, инвариантными относительно
какого-либо элемента из группы G. Так, требование инвариантности отно-
сительно отражения R0 приводит к граничному условию f0 = 0 и многосо-
литонным потенциалам. Решения, инвариантные относительно сдвига SN ,
характеризуют конечнозонные потенциалы [39, 45]. Комбинация сдвига SN

и калибровочного преобразования приводит к трансцендентам Пенлеве и их
обобщениям [3, 41, 45], а комбинация S и растяжения (2.5) — к знаменитой
функции Шабата [34].

При наложении на цепочку (1.10) какого-либо граничного условия груп-
па преобразований, естественно, сужается. Очевидно, требование инвариант-
ности цепочки относительно некоторого элемента g ∈ G оставляет в каче-
стве допустимых преобразования, коммутирующие с данным. Например,
в важном случае g = SN группа B сужается до подгруппы, порожден-
ной преобразованиями (2.4) и изоморфной группе Кокстера ÃN−1. Чтобы
не усложнять обозначений, группы преобразований рассматриваемых далее
редуцированных цепочек также обозначаются через G.

3 Преобразования Бэклунда для уравнений
типа KdV. I

Другая форма записи преобразования Дарбу получается, если из соотно-
шений (1.8), (1.9) исключить не u, а f. Введя новые переменные vj по фор-
мулам

2v′j = uj , vj+1 − vj = fj , j ∈ Z, (3.1)

получим цепочку
v′j+1 + v′j = (vj+1 − vj)2 + βj . (3.2)

Она задает преобразования Бэклунда для потенциированного уравнения
KdV

vt = vxxx − 6v2
x (3.3)

найденные впервые Уолквистом и Эстабруком [38]. Преобразования (2.1)
легко переписываются в новых переменных и принимают вид

Bk :





ṽk = vk − βk − βk−1

vk+1 − vk−1
, ṽj = vj , j 6= k,

β̃k = βk−1, β̃k−1 = βk, β̃j = βj , j 6= k, k − 1.

(3.4)

Переписав формулу для ṽk в виде

vk+1 = vk−1 − βk − βk−1

ṽk − vk
(3.5)

узнаем в ней хорошо известную формулу нелинейной суперпозиции преоб-
разований Бэклунда (см. [25, 38], а также [9, 15, 28, 33]). Она позволяет
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Рис. 3.1: Уравнения, связанные с KdV

по потенциалу vk−1 и двум потенциалам vk, ṽk, связанным с ним преобра-
зованием Бэклунда, чисто алгебраически строить результат двукратного
применения преобразования Бэклунда — потенциал vk+1.

Сама цепочка (1.10) задает преобразования Бэклунда между уравнени-
ями mKdV

ft = fxxx − 6(f2 + β)fx, (3.6)

различающимися параметрами β = βj и связанными с уравнением (3.3) при
помощи преобразования Миуры (1.9) и потенциирования:

2v′ = f2 − f ′ + β.

Простая цепочечная замена (3.1), эквивалентная этому преобразованию, ил-
люстрирует общую схему из работ Ямилова [40, 65]. Легко выписать еще
несколько цепочек, связанных с (1.10) и (3.2) аналогичным образом. Эти
связи схематически изображены на рис. 3.1, где двойные стрелки соответ-
ствуют потенциированиям, пунктирные — цепочечным заменам, а простые
— получающимся в результате их обращения дифференциальным подста-
новкам типа Миуры. Например, преобразования v → u, v → f задаются
формулой (3.1), а преобразование f → u формулой (1.9). Его обращение
приводит к формуле

2(f2
j + βj) = uj+1 + uj .

В результате этих замен переписываются не только сами цепочки, но
также соответствующие им эволюционные уравнения и формулы нелиней-
ной суперпозиции. Они приведены ниже, причем для краткости в записи
преобразований Bk выписаны только фактически преобразуемые перемен-
ные. Действие Bk на параметры βj во всех случаях состоит в перестановке
βk−1 и βk, поэтому мы его также опускаем. Удобно ввести параметры

αj = βj − βj−1, (3.7)

для которых, очевидно, имеем

α̃k±1 = αk±1 + αk, α̃k = −αk.
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На переменную u получаем уравнение KdV

ut = uxxx − 6uux, (3.8)

цепочка принимает вид

u′j+1 + u′j = (uj+1 − uj)
√

2(uj+1 + uj)− 4βj , (3.9)

а преобразование Bk определяется формулой

ũk = uk +
2αk(uk+1 − uk−1)(√

uk+1 + uk − 2βk +
√

uk + uk−1 − 2βk−1

)2 . (3.10)

Замены v → w, w → v, w → f задаются соответственно формулами

wj = vj+1 + vj , 2v = w −
√

w′ − β, f2 + β = w′,

причем для переменных wj имеем

wt = wxxx − 3w2
xx

4(wx − β)
− 3w2

x,

√
w′j+1 − βj+1 +

√
w′j − βj = wj+1 − wj ,

w̃k = wk − αk

wk − wk−1
, w̃k−1 = wk−1 − αk

wk − wk−1

Замены w → g, f → g, g → f задаются соответственно формулами

gj+1 = wj+1 − wj , gj+1 = fj+1 + fj , 2f = g + (g′ − α)/g.

На переменные gj получаем

gt = gxxx − 3
gxgxx

g
+

3g3
x

2g2
− 3

2

(
g2 +

α2

g2
+ 2β + 2β−1

)
gx, (3.11)

(gj+1gj)′ = gj+1gj(gj+1 − gj) + αj+1gj + αjgj+1, (3.12)

g̃k±1 = gk±1 ± αk

gk
. (3.13)

Наконец, замены g → h, h → g задаются формулами

hj = gj+1gj , 2gj = (Rj − h′j)/(hj − αj+1)

и на переменные hj получаем

ht = hxxx − 3hx(hxx + 2Ṗ )2

2(h2
x + 4P )

+ 6(2h− β1 + β − β−1)hx, (3.14)

(Rj+1 + h′j+1)(Rj + h′j) = 4hj+1(hj+1 + αj+1)(hj + αj), (3.15)

h̃k+1 = hk+1

(
1 +

αk

hk

)
, h̃k = hk + αk,

h̃k−1 = hk−1 − αk, h̃k−2 = hk−2

(
1− αk

hk−1

)
,

(3.16)
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где
R2

j = h′2j + 4Pj(hj), Pj(hj) = hj(hj + αj)(hj − αj+1).

Уравнение (3.11) после замены g = exp(ϕ) переходит в так называемое
экспоненциальное уравнение Калоджеро–Дегаспериса

ϕt = ϕxxx − 1
2
ϕ3

x −
3
2
(e2ϕ + α2e−2ϕ + 2β + 2β−1)ϕx, (3.17)

а уравнение (3.14) в результате замены

h = H(z), Ḣ2 = 4P (H)

и переобозначения

℘ = F + (α1 + α)2/F + 2(α1 − α)/3, F = H − α1α/H − α1 + α

переходит в эллиптическое уравнение Калоджеро-Дегаспериса

zt = zxxx − 3zxz2
xx

2(z2
x + 1)

− 3
2
℘(z)zx(z2

x + 1)− 2(β1 + β + β−1)zx, (3.18)

℘̇2 = 4(℘ + 4
3 (α1 − α))(℘ + 4

3 (α1 + 2α))(℘− 4
3 (2α1 + α)).

Эти уравнения рассматривались в [8], см. также [9], стр. 58 русского пере-
вода. Последовательность дифференциальных подстановок, связывающих
уравнения (3.8), (3.6), (3.17), (3.18) приводилась в [60].

В заключение этого раздела покажем, как преобразование (2.1) позво-
ляет строить точные решения уравнения mKdV. Полагая f0 = β0 = 0, легко
находим решение-кинк

f1 = −γ1 th(γ1x + γ3
1t + c1), γ2

1 = −β1.

Предположим, что результат k-кратного преобразования Бэклунда уже най-
ден в виде

fk = Fk(x, t;β1, c1, . . . , βk−1, ck−1, βk, ck).

Разрешив формулу для преобразования Bk+1 относительно переменных fk+1, f̃k+1:

fk+1 = −fk +
βk+1 − βk

fk − f̃k

, f̃k+1 = −f̃k +
βk+1 − βk

fk − f̃k

находим, что

Fk+1(x, t;β1, c1, . . . , βk, ck, βk+1, ck+1) = −Fk +
βk+1 − βk

Fk − F̃k

где F̃k = Fk(x, t;β1, c1, . . . , βk−1, ck−1, βk+1, ck+1). Используя вронскианную
технику, развитую в следующем разделе, можно показать, что при выборе

0 > β1 > β2 > · · · > βk > . . . , Im c2j+1 = 0, Im c2j = πi/2

все построенные таким образом решения будут гладкими на вещественной
оси (ср. [63]).
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4 Спектральные свойства одевающей цепочки
Значение преобразований Дарбу для спектральной теории операторовШре-
дингера очевидно из следующих его свойств.

Теорема 4.1. Пусть матрица W задает преобразование Дарбу (1.3) меж-
ду потенциалами ū и u. Тогда
1) Если Ψ есть решение уравнения (1.2), то Ψ = WΨ удовлетворяет урав-
нению (1.2) с потенциалом ū, то есть Ψ′ = UΨ.
2) Если Ψ = (ψ,ψ′)> ∈ kerW |λ=β0 , то Ψ есть решение уравнения (1.2) при
λ = β0.

Доказательство. 1) Первое утверждение очевидно. 2) Из (1.3) при λ = β0

получаем W ′Ψ+WUΨ = 0, откуда W (Ψ′−UΨ) = 0. В силу предположения
(1.14) отсюда следует Ψ′−UΨ = µΨ. Однако из структуры матрицы U вид-
но, что левая часть последнего равенства имеет вид (0, ∗)>, следовательно
µ = 0.

На приведенной теореме основано множество методов построения точно
решаемых операторов Шредингера. Чтобы как-то описать это множество,
воспользуемся тем, что, согласно Теореме 1.2, любое преобразование Дарбу
эквивалентно отрезку одевающей цепочки. В этом разделе мы ограничимся
рассмотрением половины цепочки, считая, что индекс j в формулах (1.10),
(1.13) принимает только неотрицательные значения. Удобно выделить 3 ос-
новных метода, применяемых, как правило, в сочетании друг с другом.

1) Диагональный метод позволяет по известному решению fj одева-
ющей цепочки (1.10) для каждого потенциала uj из последовательности
(1.13) и каждого собственного числа λ = βi, i ≥ j, построить волновую
функцию ψj,i, то есть решение уравнения

ψ′′j,i + (βi − uj)ψj,i = 0.

В начале процесса нам известны функции, соответствующие диагонали i =
j (см. рис. 4.1), так как, согласно свойству 2) Теоремы 4.1, достаточно по-
ложить

ψj,j = exp
(
−

x∫

x0

fj dx
)
. (4.1)

Свойство 1) позволяет найти остальные ψ-функции по формуле

Ψj,i = W−1
j (βi)Ψj+1,i, i > j. (4.2)

Часто вместо матричных операторов W−1
j и Wj удобно рассматривать

соответственно операторы рождения и уничтожения

A+
j = −D + fj , Aj = D + fj . (4.3)

В терминах этих операторов преобразование Дарбу определяется, как пере-
ход от одного оператора Шредингера L = −D2 +u к другому по формулам

Lj = A+
j Aj + βj , Lj+1 = AjA

+
j + βj . (4.4)
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Рис. 4.1: На плоскости (j, i) черными кружками изображены ψ-функции, кото-
рые необходимо знать на начальном этапе диагонального (d), вертикального (v)
и горизонтального (h) методов. Светлыми кружками обозначены ψ-функции, ко-
торые строятся в результате применения этих методов.

С использованием операторов рождения формула (4.2) примет вид

ψj,i = A+
j (ψj+1,i), i > j. (4.5)

Данный метод позволяет, в сочетании с горизонтальным методом (см. ни-
же), для каждого потенциала найти столько волновых функций, сколько в
цепочке различных параметров βj .

2) Вертикальный метод является обратным к диагональному. Он поз-
воляет построить решение одевающей цепочки по известным волновым функ-
циям ψ0,i одного потенциала u0 (см. рис. 4.1). Этот метод замечателен тем,
что дает явную формулу, выражающую потенциалы (1.13) через известные
ψ0,i.

Обозначим через 〈y0, . . . , yn〉 = det
(
(y(s)

j

)n

0
вронскиан произвольных

гладких функций yj . Имеет место следующая лемма.

Лемма 4.2. Пусть y0 6= 0, A = D − y′0/y0. Тогда

〈y0, . . . , yn〉 = y0〈A(y1), . . . , A(yn)〉. (4.6)

Доказательство. Рассматривая обе части формулы (4.6) как линейные диф-
ференциальные операторы, действующие на yn, находим, что ядра этих опе-
раторов совпадают, откуда следует, что они отличаются на скалярный мно-
житель. Сравнение коэффициентов при y

(n)
n приводит к равенству 〈y0, . . . ,

yn−1〉 = y0〈A(y1), . . . , A(yn−1)〉, что позволяет доказать утверждение по ин-
дукции.
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Переход от потенциала uj к uj+1 осуществляется при помощи преобразо-
вания Дарбу с матрицей Wj вида (1.12), где, согласно свойству 2) Теоремы
4.1, следует выбрать

fj = −ψ′j,j/ψj,j . (4.7)

При этом, согласно свойству 1), ψj+1,i определяются по формуле

ψj+1,i = ψ′j,i + fjψj,i = Aj(ψj,i), i > j. (4.8)

(Чтобы получить ψj+1,j , следует применять Aj к ψ-функции, дополнитель-
ной к ψj,j , см. следующий метод.) Пользуясь Леммой 4.2, легко доказать
формулы

〈ψ0,0, . . . , ψ0,j〉 = ψ0,0 . . . ψj,j ,

〈ψ0,0, . . . , ψ0,j , ψ0,i〉 = ψ0,0 . . . ψj,jψj+1,i, i > j.

Введем обозначения

∆j+1 = 〈ψ0,0, . . . , ψ0,j〉, ∆0 = 1, (4.9)
∆j+1(y) = 〈ψ0,0, . . . , ψ0,j , y〉, ∆0(y) = y, (4.10)

где y произвольная функция. Для волновых функций потенциала uj имеем
явные формулы

ψj,i = ∆j(ψ0,i)/∆j , i ≥ j, (4.11)

выражающие их через волновые функции потенциала u0. В частности, для
функций fj из (4.7) получаем

fj = −D(ln(∆j+1/∆j)). (4.12)

Для потенциала uj имеем, согласно (1.8),

uj = u0 + 2f ′0 + · · ·+ 2f ′j−1,

следовательно
uj = u0 − 2D2(ln(∆j)). (4.13)

Формулы (4.7), (4.8) позволяют построить отрезок одевающей цепочки дли-
ной, равной числу изначально известных функций ψ0,i. Чтобы продолжить
цепочку дальше, можно использовать следующий метод.

3) Горизонтальный метод похож на предыдущий, но отличается от него
тем, что требует для своего осуществления всего лишь одну волновую функ-
цию ψ0,0 для потенциала u0. Цепочка, построенная по этому методу, не со-
держит параметров, так как все βj равны β0.

Переход от потенциала uj к uj+1 основан на попеременном применении
свойств 1) и 2) Теоремы 4.1 и происходит по следующей схеме. Сначала по
решению ψj находим, пользуясь свойством 2), fj = −ψ′j/ψj и операторы
A+

j , Aj . Сразу воспользоваться свойством 1) нельзя, так как Aj(ψj) = 0
(Wj(β0)Ψj = 0 на матричном языке), поэтому необходимо найти второе
линейно независимое решение ϕ уравнения (1.1) по формуле

ϕ = ψ

x∫

x0

ψ−2 dx. (4.14)
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Далее, применяя Aj и снова пользуясь формулой (4.14), строим фундамен-
тальную систему решений

ψj+1 = ψ−1
j , ϕj+1 = ψ−1

j

x∫

x0

ψ2
j dx

для уравнения Шредингера с потенциалом uj+1 = uj + 2f ′j . Найденные ψ-
функции можно изобразить на следующей диаграмме:

-

¾
1

)0

A+
j

Aj

A+
j

Aj

ψj

ϕj = ψj

x∫
x0

ψ−2
j dxψ−1

j = ψj+1

ψ−1
j

x∫
x0

ψ2
j dx = ϕj+1

Заметим, что повторение описанной процедуры приводит к преобразованию
Дарбу с матрицей W+

j = Wj(−fj) и возвращает нас к исходному потенци-
алу uj . Поэтому для получения нетривиального результата на следующем
шаге следует использовать линейную комбинацию cψj+1 + ϕj+1. При этом
получаем

uj+2 = uj + 2f ′j + 2f ′j+1 = uj − 2D
(
ψ2

j

(
c +

x∫

x0

ψ2
j dx

)−1)
.

При помощи описанного метода в работе [2] были построены рациональ-
ные решения уравнения KdV. Однако для построения точно решаемых по-
тенциалов он малопригоден, поскольку все происходит на одном и том же
спектральном уровне λ = β0. Тем не менее этот метод существенно усили-
вает предыдущие, позволяя продолжить процесс построения ψ-функций и
соответствующих им потенциалов за границы треугольной области на рис.
4.1.

В заключение этого раздела рассмотрим вопрос о действии преобразо-
ваний (2.1) на функции ψ0,i. Из схемы построения одевающей цепочки вер-
тикальным методом, то есть по формулам (4.12) видно, что результат не
является единственным, так как зависит от нумерации волновых функций.
Имеет место простое утверждение.

Утверждение 4.3. Перенумерация волновых функций ψ0,k ↔ ψ0,k−1 при-
водит в терминах fj , построенных по формулам (4.12), к преобразованию
(2.1).

Доказательство. Легко видеть, что при перестановке ψ0,k и ψ0,k−1 выпол-
няются равенства ∆̃j = ±∆j , j 6= k, откуда f̃j = fj при j 6= k, k − 1. Таким
образом, при j < k − 1 операторы Aj не меняются и, следовательно, ψ-
функции, построенные по формуле (4.8) при j ≤ k − 1 преобразуются по
правилу

ψ̃j,k−1 = ψj,k, ψ̃j,k = ψj,k−1.
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Обозначим для краткости ψk−1,k−1 = y, ψk−1,k = p, w = yp′−y′p. Выбирая в
качестве основного набора ψ-функций вместо ψ0,i функции ψk−1,i получаем,
согласно (4.12),

fk−1 = −y′/y, fk = y′/y − w′/w.

После преобразования имеем ỹ = p, p̃ = y, w̃ = −w и

f̃k−1 = −p′/p, f̃k = p′/p− w′/w.

Учитывая равенство w′ = (βk−1 − βk)yp, легко получаем отсюда формулы
(2.1).

5 Удаление собственных значений
До сих пор все выкладки носили формально-алгебраический характер. Бо-
лее тонких рассуждений требует выяснение условий, при которых потенци-
алы, построенные из данного при помощи преобразований Дарбу, облада-
ют нужными аналитическими свойствами, а функции (4.11) являются соб-
ственными функциями некоторой краевой задачи. Рассмотрим, например,
потенциал u = u0 ∈ C∞(a, b) на конечном отрезке в виде ямы с асимптоти-
кой

u(x) ∼ α/(x− a)2, x → a, u(x) ∼ β/(x− b)2, x → b, (5.1)
где α, β > 0, и дополним уравнение (1.1) граничными условиями

ψ(a) = ψ(b) = 0. (5.2)

Пусть λ0 < λ1 < . . . собственные значения рассматриваемой краевой зада-
чи, а ϕm собственная функция, отвечающая λm. В настоящем разделе, как и
в работе Крама [12], в качестве исходных волновых функций используются
только собственные функции. Положив ψ0,j = ϕmj и пользуясь формулой
(4.13), получим потенциал

ũ = u− 2D2(ln〈ϕm0 , . . . , ϕmn−1〉), (5.3)

который, вообще говоря, может иметь особенность внутри (a, b). Возникает
вопрос, как следует выбирать mj , чтобы потенциал ũ также представлял
собой потенциальную яму на (a, b), а функции (4.11) были его собственны-
ми. В [12, 14] показано, что если выбирать собственные функции подряд,
начиная с нулевой, то есть mj = j, то потенциал (5.3) будет регулярным.
При этом функция ψ̃n+s построенная по формуле (4.10) будет его s-й соб-
ственной функцией, то есть спектр ũ получается из спектра u удалением
собственных значений λ0, . . . , λn−1. Оказывается, однако, что такой выбор
далеко не единствен. Наша цель в этом разделе — доказать следующую
основную теорему.

Теорема 5.1. Пусть номера m0, . . . , mn−1, расположенные в порядке воз-
растания, образуют несколько отрезков натурального ряда

0, . . . , M ′
0; M1, . . . , M

′
1; . . . ; Ms, . . . ,M

′
s, M ′

j < Mj+1 − 1,

(первого отрезка может и не быть). Для регулярности потенциала (5.3)
необходимо и достаточно, чтобы все отрезки Mj , . . . ,M

′
j , кроме отрезка

0, . . . , M ′
0, состояли из четного числа членов. При этом спектр ũ совпада-

ет со спектром u, в котором вычеркнуты собственные значения λm0 , . . . ,
λmn−1 .

22



По индукции легко доказывается, что все функции fj , построенные по
формуле (4.7), имеют асимптотику вида

f(x) ∼ γ/(x− a), x → a, f(x) ∼ δ/(x− b), x → b, (5.4)

потенциалы uj асимптотику вида (5.1), а функции (4.11) удовлетворяют
условию (5.2) и, кроме того, условию

ψ′(a) = ψ′(b) = 0. (5.5)

Поэтому нужно выяснить лишь, при каких условиях потенциалы uj будут
регулярными в интервале (a, b). Так как собственная функция основного
состояния ϕ0 не имеет нулей между a и b, то очевидно, что выбор ψ0,0 = ϕ0

приведет к регулярному потенциалу

u1 = u0 − 2D2(lnϕ0). (5.6)

Как мы увидим дальше, спектр u1 получается из спектра u вычеркиванием
λ0, откуда сразу следует, что все потенциалы

un = u0 − 2D2(ln〈ϕ0, . . . , ϕn−1〉),
введенные в работе [12], регулярны. Это наблюдение еще не исчерпывает все
возможности, которые, как видно из следующей леммы, можно расширить,
отказавшись от требования, чтобы регулярными были все промежуточные
потенциалы (4.13).

Лемма 5.2. Функция w = ϕmϕ′n − ϕ′mϕn, m < n, сохраняет знак на (a, b)
если и только если n = m + 1.

Доказательство. Имеем

w′ = δϕmϕn, w′′ = δ(ϕmϕ′n + ϕ′mϕn), δ = λm − λn.

Пусть x1 < · · · < xm нули ϕm, а y1 < · · · < yn нули ϕn в интервале (a, b).
Очевидно

w′(xi) = w′(yj) = 0,

w′′(xi) = −δw(xi), (5.7)
w′′(yj) = δw(yj). (5.8)

Пусть сначала n > m+1. Тогда найдутся 2 соседних нуля yk, yk+1 функции
ϕn, между которыми нет нулей ϕm, так что они одновременно будут сосед-
ними нулями w′. Так как нули w′, очевидно, простые, то w′′(yk) и w′′(yk+1)
имеют разные знаки. Из (5.8) видим, что w обращается в ноль на (yk, yk+1).

Пусть теперь n = m+1. Тогда нули xi и yj функции w′ распределяются
следующим образом:

y1 < x1 < y2 < · · · < xm < ym+1.

Учитывая (5.7), (5.8), находим, что знак w во всех точках xi, yj один и тот
же. Отсюда следует, что w не меняет знака на отрезке [y1, ym+1], так как в
противном случае w′ имела бы кроме xi и yj еще и другие нули. При x < y1

функция w′ сохраняет знак, следовательно w монотонна и, так как w(a) = 0,
то w не обращается в 0. Аналогично показывается, что w сохраняет знак и
при x > ym+1.
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Теперь ясно, что выбор ψ0,0 = ϕm, ψ0,1 = ϕm+1 также приводит к регу-
лярному потенциалу

u2 = u0 − 2D2(ln〈ϕm, ϕm+1〉), (5.9)

хотя промежуточный потенциал u1, вообще говоря, будет иметь особенность
внутри интервала (a, b).

Лемма 5.3. Спектры потенциалов (5.6) и (5.9) совпадают со спектром
потенциала u0, в котором вычеркнуты, соответственно, члены λ0 и λm,
λm+1.

Доказательство. Учитывая формулы (5.4), (5.5) и действуя на собствен-
ные функции потенциалов (5.6) или (5.9) оператором A+

0 , (соответствен-
но A+

0 A+
1 ), убеждаемся, что новых собственных значений не добавляется.

Аналогично, действуя операторами A0 и A1A0 на собственные функции
потенциала q, получаем, что при λ 6= λ0, (соответственно λ 6= λm, λm+1)
собственные значения сохраняются.

Покажем, что спектр потенциала (5.6) не содержит λ0. Действительно,
согласно формуле (4.11) потенциал u1 имеет собственную функцию ψ1,1 =
〈ϕ0, ϕ1〉/ϕ0, отвечающую собственному значению λ1. В силу Леммы 5.2 она
не имеет нулей, следовательно λ1 — наименьшее собственное значение u1.

Покажем теперь, что λm и λm+1 не являются собственными значения-
ми потенциала (5.9). Для этого рассмотрим потенциал u2, построенный при
помощи функций ϕm−1, ϕm и потенциал u4, построенный при помощи соб-
ственных функций ϕ̃2,m+1, ϕ̃2,m+2 потенциала ũ2. Они регулярны, так как
получаются в результате двукратного применения формулы (5.9). С другой
стороны, u4 можно построить и по собственным функциям ϕ2,m−1, ϕ2,m+2

потенциала u2. В силу Леммы 5.2 отсюда вытекает, что эти функции от-
вечают соседним собственным значениям u2, то есть между λm−1 и λm+2

собственных значений нет.

Теперь мы можем доказать основную теорему.

Доказательство. Достаточность) Очевидно, что если mj удовлетворяют
условию теоремы, то потенциал ũ можно построить за несколько шагов вида
(5.6) или (5.9). Это обеспечивает его регулярность и доказывает утвержде-
ние о спектре.

Необходимость) Допустим, что mj не удовлетворяют условию теоремы,
но потенциал ũ регулярен. Пусть отрезок Ml, . . . , M

′
l самый правый в нату-

ральном ряду, состоящий из нечетного числа членов. Будем строить новые
регулярные потенциалы по формуле (5.6), начиная с ũ. Через несколько
шагов все отрезки левее Ml, . . . , M

′
l сольются в один, и мы придем к потен-

циалу ū, построенному по функциям ϕm с номерами

0, . . . ,M ′
l−1; Ml, . . . , M

′
l ; Ml+1, . . . , M

′
l+1; . . .

Потенциал û, построенный по этим же функциям, кроме ϕM ′
l
, удовлетворя-

ет условию теоремы и, по доказанному, регулярен. Так как ϕ̂M ′
l
не есть его

основное состояние, то потенциал

ū = û− 2D2(ln ϕ̂M ′
l
),

не может быть регулярным. Полученное противоречие завершает доказа-
тельство.
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Так как введенные выше потенциалы имеют особенности на концах от-
резка (a, b), то полнота системы их собственных функций нуждается в обос-
новании. Очевидно, для этого достаточно, чтобы полнота имела место для
исходного потенциала u и потенциалов (5.6), (5.9), после чего утверждение
получается по индукции. Индуктивный переход к потенциалу (5.6) обос-
нован в работе [12]; мы воспроизведем его, так как для потенциала (5.9)
доказательство основано на той же идее, хотя технически немного слож-
нее.

Утверждение 5.4. Пусть система собственных функций ϕj потенциала
u полна в L2(a, b), тогда собственные функции ϕ̃j потенциала (5.6) или
(5.9) также образуют полную систему.

Доказательство. Пусть f ∈ L2(a, b), а g гладкая функция на (a, b), такая
что ||f − g||2 < ε и g(x) = 0 при a < x < a + δ, b − δ < x < b. Очевидно,
достаточно показать, что g можно приблизить отрезком ряда

∑∞
0 Csϕ̃s с

произвольной точностью.
Случай потенциала (5.6). Пусть

h = −A+
0 g = g′ + ϕ′0g/ϕ0, ϕ0h = (ϕ0g)′.

Очевидно,
b∫

a

ϕ0h dξ = ϕ0g|ba = 0, поэтому приближение h функциями ϕj

имеет вид h =
N∑
1

csϕs + η, ||η||2 < ε. Так как

(ϕiϕ
′
j − ϕ′iϕj)′ = (λi − λj)ϕiϕj ,

то
x∫

a

ϕ0ϕs dξ =
1

λ0 − λs
(ϕ0ϕ

′
s − ϕ′0ϕs) =

1
λ0 − λs

ϕ0ϕ̃s,

где ϕ̃s = A0ϕs, s 6= 0, есть собственные функции потенциала u1. Следова-
тельно

ϕ0g =

x∫

a

ϕ0h dξ =
N∑
1

cs

x∫

a

ϕ0ϕs dξ +

x∫

a

ϕ0η dξ =
N∑
1

Csϕ̃s + ζ,

где Cs = cs/(λ0 − λs),

ζ =
1
ϕ0

x∫

a

ϕ0η dξ = − 1
ϕ0

b∫

x

ϕ0η dξ. (5.10)

В силу соотношений (5.4) выполняются оценки

x∫

a

ϕ2
0 dξ = o(ϕ2

0), x → a,

b∫

x

ϕ2
0 dξ = o(ϕ2

0), x → b. (5.11)
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(Действительно, 2 lim
x→a

x∫
a

ϕ2
0 dξ/ϕ2

0 = lim
x→a

ϕ0/ϕ′0 = lim
x→a

1/f0 = 0.) Пользуясь

неравенством Шварца, из (5.10) и (5.11) получаем

ζ < M

b∫

a

η2 dξ < Mε ⇒
b∫

a

ζ2 dξ < M̃ε,

и индуктивный переход в этом случае обоснован.
Случай потенциала (5.9). Рассмотрим оператор

A = Am+1Am =
(
D − (

ln
w

ϕm

)′)(
D − (ln ϕm)′

)
=

=
(
D − (

ln
w

ϕm+1

)′)(
D − (lnϕm+1)′

)
,

где w = 〈ϕm, ϕm+1〉. Пусть h = A+(g). Имеем

ϕmh =
(ϕ2

m

w

( w

ϕm
g
)′)′

, ϕm+1h =
(ϕ2

m+1

w

( w

ϕm+1
g
)′)′

,

откуда

P =

x∫

a

ϕmh dξ = ϕmg′ +
(
ϕm

w′

w
− ϕ′m

)
g,

Q =

x∫

a

ϕm+1h dξ = ϕm+1g
′ +

(
ϕm+1

w′

w
− ϕ′m+1

)
g.

Из последних двух равенств находим

wg = ϕm+1P − ϕmQ. (5.12)

Рассмотрим приближение h функциями ϕj :

h =
n∑

s=0
s 6=m,m+1

csϕs + η, ||η||2 < ε.

Для P получаем формулу

P =
∑

cs

x∫

a

ϕmϕs dξ +

x∫

a

ϕmη dξ =
∑ cs

λm − λs
(ϕmϕ′s − ϕ′mϕs) +

x∫

a

ϕmη dξ

и аналогично

Q =
∑ cs

λm+1 − λs
(ϕm+1ϕ

′
s − ϕ′m+1ϕs) +

x∫

a

ϕm+1η dξ.

Нетрудно убедиться, что собственные функции ϕ̃s = Aϕs, s 6= m,m + 1,
потенциала (5.9) равны

ϕ̃s = ((λmϕmϕ′m+1 − λm+1ϕ
′
mϕm+1)/w − λs)ϕs − w′

w
ϕ′s.
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С учетом этой формулы, подстановка выражений для P и Q в формулу
(5.12) дает

g =
N∑

s=0
s 6=m,m+1

Csϕ̃s + ζ,

где Cs = cs/(λm − λs)(λm+1 − λs),

ζ =
(
ϕm+1

x∫

a

ϕmη dξ − ϕm

x∫

a

ϕm+1η dξ
)
/w.

Нормируем функции ϕj так, что ϕj = (x− a)p + O((x− a)p+1), x → a (где p
зависит от a в формуле (5.4)), тогда w = O((x−a)2p+1). Переписав формулу
для ζ в виде

ζ =
1

2w

(
(ϕm+1−ϕm)

x∫

a

(ϕm+1 +ϕm)η dξ− (ϕm+1 +ϕm)

x∫

a

(ϕm+1−ϕm)η dξ
)
,

имеем при x → a оценку

ζ2 <
1

2w2

(
(ϕm+1 − ϕm)2

x∫

a

(ϕm+1 + ϕm)2 dξ+

+ (ϕm+1 + ϕm)2
x∫

a

(ϕm+1 − ϕm)2 dξ
) b∫

a

η2 dξ = O(x− a)ε.

Аналогичная оценка выполняется при x → b, следовательно

ζ2 < Mε,

b∫

a

ζ2 dξ < M̃ε,

и утверждение доказано.

Для примера выясним, что можно получить, начиная с бесконечной пря-
моугольной ямы, то есть потенциала u0 = 0 при x ∈ (a, b) = (0, 2π). Легко
убедиться, что Лемма 5.2 верна и в этом случае, хотя формула (5.4) и не
выполняется. Удаление основного состояния по формуле (5.6) приводит к
простейшему из потенциалов Пешля-Теллера [62], с. 102

u1 = 2/ sin2 x.

Формула (5.9) приводит к потенциалу

u2 = −2D2(ln(sin(2m + 1)x− (2m + 1) sinx)).

Оба эти потенциала имеют асимптотику (5.4), следовательно процесс по-
строения потенциалов можно продолжать дальше. Так мы получаем семей-
ство потенциальных ям вида

u = −2D2(ln〈sin(m0 + 1)x, sin(m1 + 1)x, . . . , sin(mn−1 + 1)x〉),
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где mj — целые неотрицательные числа, удовлетворяющие условию Теоре-
мы 5.1. Спектр потенциала u состоит из последовательности 1, . . . , m2, . . . ,
из которой удалены члены (mj + 1)2.

Доказанные выше утверждения практически без изменений переносятся
на случаи оси и полуоси, в предположении, что u(x) → +∞, x → ∞. Рас-
смотрим второй классический пример — гармонический осциллятор с по-
тенциалом u0 = 1

4x2− 1
2 и собственными функциями ϕm = exp(−x2

4 )Hm( x√
2
),

где
Hm(x) = exp(x2)(−D)m exp(−x2) (5.13)

полиномы Эрмита. Новые потенциалы имеют вид

u =
1
4
x2 + n− 1

2
− 2D2

(
ln〈Hm0(x/

√
2), . . . ,Hmn−1(x/

√
2)〉

)
, (5.14)

где числа mj должны удовлетворять условию Теоремы 5.1. Спектр потен-
циала (5.14) состоит из последовательности 0, 1, 2, 3, . . . , из которой вычерк-
нуты члены mj . Как отмечено в [12], применение формулы (5.6) (то есть
выбор mj = j) приводит лишь к прибавлению константы и не дает ничего
нового. Таким образом, все нетривиальные потенциалы получаются в дан-
ном случае при помощи формулы (5.9). Простейший пример — потенциал

u =
1
4
x2 +

3
2
− 2D2(ln〈H1(x/

√
2),H2(x/

√
2)〉) =

=
1
4
x2 +

3
2

+
4

x2 + 1
− 8

(x2 + 1)2
,

недавно подробно изучавшийся в работе [52].
Очевидное решение цепочки (1.10) fj = x/2, βj = j отвечает выбору

собственных функций гармонического осциллятора подряд: ψ0,j = ϕj . При-
меняя преобразования (2.1), мы можем произвольно менять их порядок и,
следовательно, находить потенциалы (5.14) чисто алгебраическим путем.
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2 Уравнения Пенлеве P4 и P5

Эта глава посвящена разработке теории 4-го и 5-го уравнений Пенлеве на
основе одевающей цепочки. Хотя полученные результаты, касающиеся этих
уравнений, в основном уже известны из работ Громака и Лукашевича, мы
воспроизводим их с целью продемонстрировать удобство цепочечного аппа-
рата. В разделе 6 кратко излагается подход к P4, P5 и их высшим аналогам
из работы [45]. В разделах 7, 10 показано, как автопреобразования цепочки
приводят к преобразованиям Шлезингера для этих уравнений. В разделах
8, 9 изучаются рациональные решения P4. При помощи результатов разде-
лов 4, 5 удается выяснить, при каких значениях параметров эти решения
регулярны на вещественной оси.

6 Спектральная теория 4-го и 5-го трансцендентов Пе-
нлеве

В этом разделе воспроизводится подход Веселова и Шабата [45], позволив-
ший установить новый любопытный класс точно решаемых операторовШре-
дингера −D2 + u со спектром вида

mα, β1 + mα, . . . , βN−1 + mα, m = 0, 1, 2, . . . , α > 0.

Как и для гармонического осциллятора (N = 1, u = x2), в общем случае
построение собственных функций осуществляется при помощи операторов
рождения–уничтожения (4.3), но при N ≥ 3 требует, вообще говоря, введе-
ния некоторой трансцендентной функции. На одевающую цепочку (1.10) на-
кладывается требование инвариантности относительно комбинации SNKα

сдвига и калибровочного преобразования, что приводит к условию перио-
дического замыкания

fj+N = fj , βj+N = βj + α. (6.1)

При этом цепочка (1.10) сводится к динамической системе

f ′j + f ′j−1 = f2
j − f2

j−1 + αj , j ∈ ZN (6.2)

где обозначено αj = βj − βj−1. При N = 3, 4 эта система эквивалентна
уравнениям Пенлеве P4 и P5 соответственно [41, 45]. С каждым ее решением
связан набор операторов Шредингера Lj = −D2 + uj , где

uj = f2
j − f ′j , (6.3)

причем операторы Aj−1, A
+
j переводят волновые функции оператора Lj в

волновые функции операторов Lj−1, Lj+1 соответственно. При помощи (4.4)
легко показать, что оператор Âj = Aj+N−1 . . . Aj удовлетворяет уравнению

[Âj , Lj ] = αÂj (6.4)

(ср. [16]). Используя в качестве затравочных волновые функции

ϕj = exp
(−

∫
fj dx

)
,
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Рис. 6.1: Начало процесса построения ψ-функций операторов L0, L1, L2. На оси
λ отмечены собственные значения L0.

и действуя на них операторами A, можно построить волновые функции для
всего спектра. Очевидно, приведенная схема является примером примене-
ния диагонального метода из раздела 4, с тем лишь отличием, что, как
видно из сравнения формул (1.13) и (6.3), потенциалы uj отнормированы
сдвигом на константу так, чтобы волновые функции ϕj соответствовали
собственному значению λ = 0. С учетом этого различия и условия перио-
дичности рис. 4.1 следует заменить на рис. 6.1, где для наглядности взято
N = 3 и предполагается, что все αj > 0.

Поскольку сам потенциал uj также выражается через fj , его аналитиче-
ские свойства a priori не известны. Поэтому для обоснования метода необ-
ходимо выяснить, при каких условиях построенный потенциал будет регу-
лярным, а ϕj — его собственной функцией. В разделе 9 эта задача решается
для весьма специального, но достаточно интересного класса рациональных
решений P4, приводящих к потенциалам вида (5.14).

Связь между системой (6.2) при N = 3, 4 и уравнениями P4 и P5 устанав-
ливается соответственно в разделах 7 и 10. Понятно, что не теряя общности
можно положить ∑

fj = αx/2. (6.5)

Кроме того, масштабное преобразование (2.5) позволяет превратить пара-
метр α = α1 + · · ·+ αN в произвольную отличную от 0 константу.

7 Групповые свойства P4

Рассмотрим сначала случай N = 3. Удобно перейти от fj к переменным

gj = fj + fj−1 = αx/2− fj+1. (7.1)
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При этом система (6.2), (6.5) принимает вид

g′j = gj(gj+1 − gj−1) + αj , j ∈ Z3, (7.2)

g0 + g1 + g2 = αx, α > 0. (7.3)

Полагая
y(x) = −qg0(qx), q =

√
2/α, (7.4)

и исключая лишние переменные, находим, что y удовлетворяет P4

y′′ =
(y′)2

2y
+

3
2
y3 + 4xy2 + 2(x2 − a)y +

b

y
(7.5)

где

a =
α2 − α1

α
, b = −2

α2
0

α2
(7.6)

Перейдем теперь к изучению дискретной группы G, действующей на мно-
жестве систем вида (7.2), (7.3). Прежде всего, в нее входят преобразования
Bj (3.13) (строго говоря, их комбинации (2.4)). Сдвиг (2.6) приводит к пре-
образованию

S : g̃j = gj+1, αj = αj+1. (7.7)

Отражения (2.7) меняют знак параметра α, поэтому, чтобы сохранить нор-
мировку (7.3), приходится рассматривать их комбинацию с масштабным
преобразованием. Преобразование Xk = T−iR2k−1 имеет вид

Xk :
{

g̃k(x) = igk(−ix), g̃k±1(x) = igk∓1(−ix),
α̃k = αk, α̃k±1 = αk∓1.

(7.8)

Легко проверяется, что подгруппа G, порожденная Xj , конечна, а подгруп-
па, порожденная Bj , изоморфна бесконечной группе Кокстера Ã2.

Ясно, что перечисленные преобразования можно переписать и в терми-
нах уравнения (7.5). Например, S и B1 дают соответственно дифференци-
альные подстановки

ỹ = −y′ + y2 + 2xy + 2α0/α

2y
, (7.9)

ỹ = y +
4α1y/α

y′ + y2 + 2xy + 2α0/α

из одного P4 в другое. (При этом коэффициенты a и b пересчитываются
согласно соотношениям (7.6).) Подстановка (7.9) впервые была найдена в
работе [54].

Важно отметить, что соответствие между множеством уравнений P4 и
множеством систем (7.2), (7.3) не является взаимно-однозначным: данно-
му уравнению P4 соответствует, вообще говоря, 2 системы, различающиеся
выбором знака в формуле α0 = ±α

√
−b/2. Эти 2 системы связаны преоб-

разованием B0, которое на уравнении (7.5) действует тождественно. Дан-
ное явление называется “склейкой параметров” [51] и встречается также
при рассмотрении других уравнений Пенлеве. Благодаря этому наблюде-
нию при построении решений P4 можно ограничиться подстановкой (7.9)
и заменой ỹ(x) = iy(−ix), эквивалентной преобразованию X0. Несмотря на
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α0 = 0

α1 = 0

α2 = 0

1, 1, 1

4,−2, 1

−3, 0, 6

Рис. 7.1: Плоскость параметров и барицентрические координаты центров и
вершин ячеек ∆l,m,n

то, что систем (7.2), по сравнению с уравнениями (7.5), в 2 раза больше,
удобнее работать именно с ними, благодаря более простому виду как их са-
мих, так и их дискретных преобразований. В пользу этого выбора говорит
также наличие у системы (7.2) высших аналогов — систем (6.2) при N > 3.

Рассмотрим действие G на αj . Прямые αj = 0 высекают на плоскости∑
Re αj = α фундаментальную область ∆1,1,1 подгруппы Ã2, а их образы

разбивают плоскость на треугольники ∆l,m,n где α
3 (l, m, n) — координаты

центра треугольника, l + m + n = 3, l ≡ m ≡ n 6≡ 0 (mod 3). Действие
Bk есть отражение относительно прямой αk = 0, S — поворот на 2π/3,
Xk — отражение, переводящее прямые αk+1 = 0, αk−1 = 0 друг в друга.
Очевидно, что все преобразования из G действуют на множестве треуголь-
ников ∆l,m,n. В качестве фундаментальной области всей группы G можно
взять какой-либо из 6 треугольников, высекаемых медианами треугольника
∆1,1,1. Иными словами, зная решения системы (7.2), (7.3) в области

0 ≤ Reα0 ≤ Re α1 ≤ Re α2,

можно построить решения при любых αj .
При α0 = 0 система (7.2), (7.3) обладает 1-параметрическим семей-

ством решений, которые выражаются через функции Эрмита. Действитель-
но, считая для удобства α = 2 и полагая g0 = 0, g2 = 2x− g1, находим, что
g1 = y′/y, где y удовлетворяет уравнению Эрмита

y′′ − 2xy′ − α1y = 0.
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Применяя преобразования из G, убеждаемся, что при значениях парамет-
ров, соответствующих прямым на рис. 7.1, система (7.2), (7.3) имеет част-
ные решения, выражающиеся через функции Эрмита. В частности, узлам
треугольной решетки соответствуют полиномы Эрмита и рациональные gj .
Оказывается, что, кроме того, рациональные решения существуют и для
параметров, отвечающих центрам треугольных ячеек. Рациональные ре-
шения P4 и условия, при которых они существуют, изучались в работах
[5, 50, 51, 54]. В следующих двух разделах мы воспроизведем эти результа-
ты в терминах системы (7.2), (7.3).

8 Рациональные решения P4

При некоторых значениях параметров αj система (7.2), (7.3) обладает ра-
циональными решениями, например

gj = αx/3, αj = α/3, j = 0, 1, 2, (8.1)
g0 = αx, g1 = g2 = 0, α0 = α, α1 = α2 = 0. (8.2)

Оказывается, что все рациональные решения получаются из этих двух
под действием группы G. Для доказательства потребуются две легко про-
веряемые леммы, описывающие структуру решения в окрестности особых
точек.

Лемма 8.1. Лорановское разложение решения системы (7.2), (7.3) в окрест-
ности полюса имеет вид

gl = −αl(x− x0) + . . . , gl±1 = ±(x− x0)−1 +
αx0

2
+ . . . , (8.3)

где l = 0, 1 или 2.

Следствие 8.2. Любое рациональное решение системы (7.2), (7.3) и по-
тенциалы uj , связанные с ним по формулам (7.1), (6.3) имеют вид

gj = Pj +
Q′j−1

Qj−1
− Q′

j+1

Qj+1
, (8.4)

uj = Rj − 2D2(ln Qj), (8.5)

где Pj , Qj , Rj некоторые полиномы, причем Qj попарно взаимно просты и
не имеют кратных нулей.

Если учесть, что уравнение P4 не имеет конечных существенно особых
точек, то очевидно также, что формулы (8.4), (8.5) верны для произволь-
ного решения, с заменой полиномов на целые функции.

Лемма 8.3. При любых αj система (7.2), (7.3) допускает ровно 4 фор-
мальных решения в окрестности бесконечности. Одно из них имеет вид

gj = αx/3 + (αj+1 − αj−1)/(αx)+

+ (αjαj+1 − 2αj+1αj−1 + αj−1αj − 4α2
j + 2α2

j+1 + 2α2
j−1)/(αx)3 + . . . (8.6)
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где j = 0, 1, 2, а три других имеют вид




gl−1 = −αl−1/(αx) + αl−1(2αl−1 + αl − αl+1)/(αx)3 + . . .
gl = αx + (αl−1 − αl+1)/(αx) + . . .

gl+1 = αl+1/(αx) + αl+1(2αl+1 + αl − αl−1)/(αx)3 + . . .
(8.7)

где l = 0, 1 или 2, причем в каждом из 4 случаев все коэффициенты опре-
деляются однозначно.

Пусть g0, g1, g2 — рациональное решение системы (7.2), (7.3). Тогда gj

разложимы в окрестности бесконечности в ряд Лорана и следовательно
совпадают с одним из разложений (8.6) или (8.7). Для получения ограниче-
ний на коэффициенты αj , необходимых для существования рационального
решения, воспользуемся формулами

res
∞

gj = deg Qj+1 − deg Qj−1, (8.8)

deg Qj =
1
2

res
∞

∫
uj dx,

вытекающими из формул (8.4), (8.5). Пользуясь формулами (7.1), (6.3), по-
следнюю формулу можно переписать в виде

deg Qj = − res
∞

∫
gj−1gj+1 dx. (8.9)

Теперь мы можем доказать теорему о существовании и единственности
рациональных решений.

Теорема 8.4. Система (7.2), (7.3) имеет рациональное решение если и
только если

αj =
α

3
nj , nj ∈ Z, n0 + n1 + n2 = 3, n0 ≡ n1 ≡ n2 (mod 3) (8.10)

(т.е. (α0, α1, α2) лежит либо в центре, либо на вершине одного из тре-
угольников ∆l,m,n), причем это решение единственно.

Доказательство. 1) Достаточность.Действуя группой G на решения (8.1),
(8.2) можно получить решения для всех таких αj . Действительно, G тран-
зитивно действует на множествах центров и вершин треугольников ∆l,m,n.

2) Необходимость. Пусть gj рациональное решение. Из формулы (8.8)
видим, что коэффициенты при x−1 в разложениях (8.6), (8.7) должны быть
целыми. Отсюда легко показать, что во всех четырех случаях должно вы-
полняться условие (8.10).

3) Единственность. Для центров треугольников, то есть точек вида
αj = α

3 nj , n0 ≡ n1 ≡ n2 6≡ 0 (mod 3), единственность очевидна, так как
разложения вида (8.7) в силу (8.8) невозможны.

Рассмотрим точки αj = αnj , nj ∈ Z. Так как преобразования из G
рациональны, доказательство сводится к случаю α0 = α, α1 = α2 = 0.
Здесь кроме решения (8.2), соответствующего разложению (8.7) при l = 0,
имеется еще 3 формальных решения.

Разложение (8.7) при l = 1 дает

g1 = αx +
1
x

+ . . . , g2 = 0.
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Допустив, что оно представляет рациональное решение, получаем Q0 = 0
и, пользуясь формулой (8.8), приходим к противоречию:

−1 = res
∞

g1 = deg Q2 ≥ 0.

Аналогично, при l = 2 имеем

g2 = αx− 1
x

+ . . . , g1 = 0,

откуда Q0 = 0 и 1 = res g2 = − deg Q1 ≤ 0 — противоречие.
Рассмотрим, наконец, разложение (8.6). Имеем

g0 =
α

3
x− 4

αx3
+ . . . , g1 =

α

3
x− 1

x
+

2
αx3

+ . . . ,

откуда

deg Q2 = − res
∞

∫
g0g1 dx = −2

3
.

Полученное противоречие завершает доказательство.

Замечание. Возникает вопрос, какие решения соответствуют формаль-
ным разложениям (8.6), (8.7) в общем случае. Допустим, что какой-то из
рядов сходится в окрестности бесконечности. Тогда все особые точки gj

лежат в ограниченной области и, так как P4 не имеет существенно особых
точек, то их конечное число. Следовательно, мы получаем рациональное ре-
шение. Итак, значения αj (8.10) — единственные случаи, когда ряды (8.6)
или (8.7) сходятся.

Следствие 8.5. Уравнение P4 имеет рациональное решение если и только
если его параметры a и b удовлетворяют условию

b = −2
9
(3a + 6m + s)2, a, m ∈ Z, s = 1, 3.

Вопрос о числе полюсов рациональных решений, очевидно, сводится к
определению степеней полиномов Qj . Сначала рассмотрим вершины тре-
угольников. Имеет место

Теорема 8.6. Пусть gj рациональное решение, отвечающее набору

αj = αnj , n0 + n1 + n2 = 1, nj ∈ Z.

Определим номер l из условия

nl = min{nj : |nj | = max{|nj |}}. (8.11)

Тогда полиномы Pj из разложения (8.4) есть

Pl = αx, Pl±1 = 0, (8.12)

а полиномы Qj имеют степени

deg Ql = nl−1nl+1, deg Ql±1 = nl−1nl+1 − nl∓1. (8.13)
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Доказательство. Вычисляя gj по формуле (8.7) и подставляя в форму-
лу (8.9), получаем (8.13). Формула (8.12) следует непосредственно из (8.7).
Осталось определить, чему равно l, то есть какое из трех разложений (8.7)
представляет истинное решение. Это легко сделать из условия deg Qj ≥ 0,
при этом получаем (8.11).

Для центров треугольников аналогично доказывается

Теорема 8.7. Пусть gj рациональное решение, отвечающее набору

αj =
α

3
nj , n0 + n1 + n2 = 3, n0 ≡ n1 ≡ n2 6≡ 0 (mod 3).

Тогда полиномы Pj из разложения (8.4) есть

Pj =
α

3
x, (8.14)

а полиномы Qj имеют степени

deg Qj =
1
9
(n2

j−1 + nj−1nj+1 + n2
j+1 − 3). (8.15)

Рассмотрим теперь отдельно рациональные решения соответствующие
центрам треугольников ∆l,m,n.

9 Случай центров
В этом пункте мы для удобства полагаем α = 3. Рассмотрим рациональные
решения при

αj = nj ∈ Z, n0 + n1 + n2 = 3, n0 ≡ n1 ≡ n2 6≡ 0 (mod 3). (9.1)

Преобразования Bk позволяют в принципе построить все такие решения,
стартуя с решения (8.1), но эти преобразования удобны, в основном, лишь
для численного счета. Для теоретического же исследования удобнее пере-
писать преобразования Bk в терминах представления (8.4). Согласно След-
ствию 8.2 и Теореме 8.7, gj имеют вид

gj = x + Q′
j−1/Qj−1 −Q′j+1/Qj+1

где Qj попарно взаимно простые полиномы без кратных нулей. Мы норми-
руем их, положив коэффициент при старшем члене равным 1. Кроме того,
из Леммы 8.1 следует, что если Ql(x0) = 0, то gl(x0) = 0, откуда видно, что
gj можно записать также в виде

gj =
YjQj

Qj−1Qj+1
,

где полином Yj взаимно прост с Q1, Q2, Q3. Рассмотрим преобразование Bk.

Так как g̃k = gk, то Q̃k±1 = Qk±1, а Q̃k определим из соотношений

g̃k+1 = gk+1 +
αk

gk
⇒ Q̃′k

Q̃k

=
Q′

k

Qk
+

nkQk−1Qk+1

YkQk
⇒

⇒ (Q̃′kQk − Q̃kQ′
k)Yk = nkQk−1Qk+1Q̃k.
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Так как полиномы Yk и Qk−1Qk+1 взаимно просты, то Qk−1Qk+1 делит
Q̃′kQk − Q̃kQ′

k. Пользуясь формулой (8.15), легко показать, что

deg Q̃k = deg Qk + nk, deg Qk−1 + deg Qk+1 = 2 deg Qk + nk − 1,

откуда получаем

Q̃′
kQk − Q̃kQ′k = nkQk−1Qk+1, Yk = Q̃k.

Итак, собирая все вместе, находим, что Bk действует на полиномах Qj сле-
дующим образом:

Q̃k±1 = Qk±1, Q̃k = (xQk−1Qk+1 + Q′
k−1Qk+1 −Qk−1Q

′
k+1)/Qk. (9.2)

Полиномиальность гарантирована построением.
Полученная формула гораздо более пригодна для практического вы-

числения рациональных решений, чем исходная формула (3.13). Приведем
полиномы Qj , получающиеся после нескольких первых шагов (в скобках
указаны соответствующие коэффициенты αj):

(1, 1, 1) : Q0 = 1, Q1 = 1, Q2 = 1,

(−1, 2, 2) : Q0 = x, Q1 = 1, Q2 = 1,

(1,−2, 4) : Q0 = x, Q1 = x2 + 1, Q2 = 1,

(5, 2,−4) : Q0 = x, Q1 = x2 + 1, Q2 = x4 + 2x2 − 1,

(−5, 7, 1) : Q0 = x6 + 5x4 + 5x2 + 5, Q1 = x2 + 1, Q2 = x4 + 2x2 − 1,

(2,−7, 8) : Q0 = x6 + 5x4 + 5x2 + 5, Q1 = x9 + 8x7 + 14x5 − 35x,

Q2 = x4 + 2x2 − 1,

(10, 1,−8) : Q0 = x6 + 5x4 + 5x2 + 5, Q1 = x9 + 8x7 + 14x5 − 35x,

Q2 = x12 + 14x10 + 65x8 + 140x6 + 175x4 + 350x2 + 175,

(−10, 11, 2) : Q0 = x16 + 20x14 + 140x12 + 420x10 + 350x8−
− 980x6 − 4900x4 − 4900x2 + 1225, . . . ,

(7, 7,−11) : Q0 = x10 − 5x8 − 10x6 + 50x4 − 75x2 − 25,

Q1 = x10 + 5x8 − 10x6 − 50x4 − 75x2 + 25,

Q2 = x16 − 60x12 + 550x8 − 5500x4 − 1375.

Из приведенной таблицы видно, что, вообще говоря, может быть несколько
различных полиномов Qj одной и той же степени. С другой стороны, из
(8.15) следует, что deg Qj 6≡ 3 (mod 4), то есть в ряду степеней есть про-
пуски. По индукции легко доказывается, что все полиномы Qj четны либо
нечетны и имеют целые коэффициенты.

Мы видим также, что при некоторых наборах параметров αj существуют
Qj , не имеющие вещественных корней, так что соответствующие им потен-
циалы (8.5) регулярны; если же положительными оказываются сразу два
полинома Qj−1 и Qj+1, то регулярной на вещественной оси будет функция
gj и соответствующее ей решение P4. Результаты 4-го раздела позволяют
легко выделить эти случаи.
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Действительно, применяя преобразования Bj в определенной последова-
тельности, мы, очевидно, можем построить любое из рациональных реше-
ний, отвечающих параметрам (9.1), исходя из решения одевающей цепочки
fj = x/2, bj = j, j ≥ 0. Согласно замечанию в конце раздела 5, все рассмат-
риваемые потенциалы имеют вид (5.14). Если потенциал u0 регулярен, то,
согласно разделу 5, его спектр имеет вид

3m, n1 + 3m, n1 + n2 + 3m, m = 0, 1, 2, . . .

Теорема 5.1 накладывает на числа n1 и n2 довольно жесткие ограничения.
Элементарная проверка показывает, что верна следующая теорема.

Теорема 9.1. Полином Q0, отвечающий параметрам (9.1), не имеет ве-
щественных нулей (и следовательно потенциал (8.5) регулярен) если и
только если n1 и n2 принимают одно из следующих значений:

n1 = 3s± 1, n2 = ±1; n1 = −3s± 1, n2 = 3s∓ 2;
n1 = ±1, n2 = ∓3s± 1,

где s ≥ 0 целое число.

На рис. 9.1 треугольники, центры которых удовлетворяют условию тео-
ремы, помечены 0. Как видим, все они расположены вдоль 6 лучей, являю-
щихся образами любого из них под действием преобразований B1 и B2. Так
как B1 и B2 компоненту Q0 не меняют, то по существу имеется лишь одна
серия регулярных потенциалов uj . Их спектр имеет с точностью до сдвига
вид

0, 3, 6, . . . , 3s, 3s + 1, 3s + 2, . . .
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Рис. 9.1: Полином Qj , соответствующий центру треугольника, содержащего чис-
ло j, не имеет вещественных нулей.

Применяя преобразование S, находим, при каких значениях параметров
не обращаются в ноль полиномы Q1 и Q2 (см. рис. 9.1). Это позволяет
ответить на вопрос о регулярности gj .
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Теорема 9.2. Компонента g0 рационального решения, отвечающего пара-
метрам (9.1), регулярна на вещественной оси если и только если

n0 = 1, n1 = 1− 3s, n2 = 1 + 3s

либо
n0 = −1, n1 = 2− 3s, n2 = 2 + 3s,

где s ≥ 0 целое число.

Иными словами, рациональное решение уравнения P4, отвечающее неце-
лым значениям b, не имеет вещественных полюсов, только если b = −2/9,
a ≥ 0.

10 Групповые свойства P5

Рассмотрим теперь систему (6.2), (6.5) при N = 4 :

f ′1 + f ′4 = f2
1 − f2

4 + α1, f ′2 + f ′1 = f2
2 − f2

1 + α2,

f ′3 + f ′2 = f2
3 − f2

2 + α3, f ′4 + f ′3 = f2
4 − f2

3 + α4,
(10.1)

f1 + f2 + f3 + f4 =
α

2
x. (10.2)

Так как левые части уравнений (10.1) линейно зависимы, то мы не можем
привести систему к нормальному виду, но зато получаем дополнительную
связь

2(f2
4 − f2

3 + f2
2 − f2

1 ) = α1 − α2 + α3 − α4 = A. (10.3)

Используя это соотношение и первый интеграл (10.2), можно понизить по-
рядок системы до 2. Обозначим

g2 = f2 + f1, g3 = f3 + f2, p = f2 − f1,

тогда второе и третье уравнения системы запишутся, как

g′2 = g2p + α2, g′3 = g3(g3 − g2 − p) + α3,

а связь (10.3) примет вид

αxp + (2g2 − αx)(2g3 − α

2
x) = A.

Исключение p приводит в терминах переменных g2 и h = 2g3− α
2 x к системе

g′2 =
g2

αx
(A− h(2g2 − αx)) + α2,

h′ =
(
h +

αx

2

) (
2g2h−A

αx
− h

2
+

αx

4
− g2

)
+ 2α3 − α

2
.

Замена
g2(x) =

αx

2(1− y(x2))
, xh(x) = z(x2)

приводит ее к виду

y′ =
α2 + α4

αx
(y − 1)− zy

2x
+

α2

αx
(y − 1)2,

z′ =
(

α2x

16
− z2

4x

)
y + 1
y − 1

+
α2 + α4

αx
z +

α3 − α1

2
.
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Исключая z, получаем после несложных вычислений, что y удовлетворяет
5-му уравнению Пенлеве

y′′ =
(

1
2y

+
1

y − 1

)
(y′)2 − y′

x
+

(y − 1)2

x2

(
ay +

b

y

)
+ c

y

x
+ d

y(y + 1)
y − 1

коэффициенты которого выражаются через коэффициенты системы (10.1),
(10.2) по формулам

a =
α2

2

2α2
, b = − α2

4

2α2
, c =

α1 − α3

4
, d = −α2

32
(10.4)

и подчиняются единственному ограничению d 6= 0. Оказывается, что случай
d = 0 связан с преобразованиями Бэклунда для оператора Дирака; он будет
рассмотрен отдельно в 22-м разделе.

Перейдем к изучению группы преобразований, действующих на уравне-
ниях P5. Действие растяжений (2.5) очевидно, и мы не будем их рассмат-
ривать. Дискретная группа G, порожденная преобразованиями (2.1), (2.6),
(2.7), является группой Кокстера с тремя образующими B1, R0, R1 и графом

B1 R0 R1

6 4

Аналогично случаю P4, преобразования Bj порождают бесконечную под-
группу конечного индекса, изоморфную группе Кокстера Ã3. Выгоды от
использования системы (10.1) вместо уравнения P5 в данном случае еще
более очевидны. Действительно, можно проверить, например, что преобра-
зования B1 и R0 приводят соответственно к уже достаточно громоздким
дифференциальным подстановкам

ỹ = y +
8α1y(y − 1)2

4αxy′ + α2xy − 4(y − 1)(α4 + (2α1 + α2)y)
,

ỹ = 1 +
2α2xy

4αxy′ − α2xy − 4(y − 1)(α4 + α2y)
.

Преобразования S2 и R1 приводят к точечному преобразованию

ỹ =
1
y
.

Преобразования Шлезингера для P5 впервые были найдены в работе [49].
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3 Принцип нелинейной суперпозиции как
интегрируемое дискретное отображение

В первой главе было показано, что наличие у цепочки нетривиальной дис-
кретной группы симметрий позволяет строить точные решения для нее, а
также ассоциированных с ней интегрируемых уравнений в частных произ-
водных, то есть инфинитезимальных элементов непрерывной группы сим-
метрий цепочки. В этой главе мы покажем, что, в свою очередь, наличие
непрерывной группы приводит к интегрируемости дискретного отображе-
ния, возникающего из дискретной группы. Показывается также, что при
некоторых дополнительных ограничениях это отображение допускает кра-
сивую геометрическую интерпретацию в виде задачи о перекройках много-
угольника.

11 Интегрируемость по Лиувиллю
Исследованию динамики дискретных отображений посвящено много работ,
см. напр. [7, 29, 31, 32, 43, 44]. Обобщение понятия интегрируемости по
Лиувиллю для дискретных отображений было независимо дано в работах
[7, 43]. Вслед за этими работами будем называть соответствие (то есть, во-
обще говоря, многозначное отображение) Φ : M → M симплектическим,
если оно сохраняет симплектическую структуру на M. Первым интегралом,
или инвариантом, соответствия называется функция на M, сохраняющаяся
под действием Φ. Симплектическое соответствие Φ, имеющее n = 1

2 dimM
функционально независимых интегралов в инволюции, называется интегри-
руемым. Дискретная версия теоремы Лиувилля утверждает, что если общая
поверхность уровня инвариантов интегрируемого соответствия Φ компакт-
на, то она представляет собой несвязное объединение n-мерных торов, а
соответствие Φ определяет на них многозначный сдвиг.

В несколько более общей ситуации вместо симплектических соответ-
ствий рассматривают соответствия, сохраняющие пуассонову структуру, ко-
торая может быть и вырожденной. При этом для интегрируемости требу-
ется наличие достаточного числа интегралов в инволюции, функционально
независимых на каждой общей поверхности уровня функций Казимира.

Мы покажем, что формулы нелинейной суперпозиции (2.1), при нало-
жении условия периодичности

fj+N = fj , βj+N = βj , j ∈ Z

доставляют пример интегрируемого соответствия. На каждом шаге мы мо-
жем осуществить любое из преобразований B1, . . . , BN , поэтому рассмат-
риваемое соответствие B является N -значным. Иначе можно сказать, что
преобразования Bj задают некоторое нелинейное представление B группы
Вейля ÃN−1, которая действует в пространстве C2N переменных f1, . . . , fN ,
β1, . . . , βN . Возникает проблема исследования дискретного потока, опреде-
ляемого этим действием. Сразу заметим, что, поскольку на переменных βj

динамика тривиальна, то удобно от преобразований Bj перейти к их ком-
бинациям, оставляющим все βj на своих местах. Из Следствия 2.4 легко
показать, что подгруппа T, действующая на βj тождественно, порождена
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преобразованиями
Tj = (Bj−N+1 . . . Bj−1Bj)N−1,

которые задают N -значное соответствие, действующее уже на CN . Индекс
подгруппы T в B конечен, поэтому этот переход не меняет существенно
динамики и заключается просто в отделении друг от друга различных вет-
вей отображения, отвечающих разным перестановкам βj . Действительно,
каждой перестановке βj соответствует некоторое множество уровня первых
интегралов системы

f ′j+1 + f ′j = f2
j+1 − f2

j + βj+1 − βj , j ∈ ZN (11.1)

полученной из (1.10) в результате периодического замыкания. Под действи-
ем преобразований Bj вектор ~f = (f1, . . . , fN ) переходит с одного уровня
на другой, а при действии Tj остается на том же самом уровне. Можно
показать, что подгруппа T коммутативна:

TiTj = TjTi,

(то есть T ' ZN ) и, как мы увидим дальше, каждое из N преобразова-
ний Tj является просто сдвигом за единичное время в силу подходящей
линейной комбинации системы (11.1) и ее симметрий. Таким образом, ис-
ходное соответствие B представляет собой некоторую комбинацию группы
перестановок N элементов и N -значного сдвига.

Как известно [45, 64], система (11.1) определяет n-зонные потенциалы
оператора Шредингера, где

N = 2n + 1 или N = 2n + 2.

Произведение Ŵj = Wj+N−1 . . . Wj матриц (1.12) удовлетворяет уравнению

Ŵj,x = [Uj , Ŵj ], (11.2)

откуда следует, что τ = tr Ŵj есть производящая функция для первых ин-
тегралов системы. Сохраняется также алгебраическая кривая

Γ : det(ζI − Ŵj) = 0 (11.3)

рода n. Гамильтоновы свойства системы (11.1) слегка различны в зависи-
мости от четности N. При нечетном N эта система бигамильтонова. Первая
гамильтонова структура задается скобкой Пуассона

{fi, fj} = (−1)i+j+1, j > i

и гамильтонианом

H =
N∑
1

(1
3
f3

j + βjfj

)
.

Вторую гамильтонову структуру удобнее записать в терминах переменных
gj = fj + fj−1. Она задается скобкой

{gj , gj+1}2 = gjgj+1 + βj+1, {gi, gj}2 = (−1)i+j+1gigj , j > i + 1
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и гамильтонианом

H2 =
N∑
1

gj .

Заметим, что обе скобки вырождены, например для первой функция Кази-
мира есть f1 + · · ·+ fN .

При четном N известна только одна гамильтонова структура. В терми-
нах переменных gj скобка Пуассона есть

{gj , gj+1} = 1, {gi, gj} = 0, i 6= j ± 1,

а гамильтониан с точностью до числового множителя равен коэффициен-
ту при λn−1 в разложении τ. Функции Казимира порождены a1 = g1 +
g3 + · · · + gN−1, a2 = g2 + g4 + · · · + gN , причем система интегрируема на
симплектических листах, определяемых связью a1 = a2 = a 6= 0.

Независимо от четности N в работе [45] показано, что τ доставляет ровно
n+1 функционально независимых первых интегралов в инволюции относи-
тельно указанных скобок, так что система (11.1) интегрируема по Лиувил-
лю.

Теорема 11.1. Соответствие T интегрируемо в смысле дискретного ва-
рианта теоремы Лиувилля [7, 45].

Доказательство. В силу определения (2.2) преобразований Bj очевидно,
что кривая Γ сохраняется под действием соответствия B, то есть первые
интегралы системы (11.1) служат одновременно и инвариантами этого со-
ответствия. Непосредственно проверяется, что преобразования Bj относи-
тельно всех указанных скобок являются пуассоновыми отображениями. То-
гда каждое из преобразований Tj является пуассоновым отображением си-
стемы (11.1) в себя и, следовательно, интегрируемо в указанном смысле.

Из вышесказанного следует способ использования преобразований Bj

для качественного исследования системы (11.1). Действительно, ее фазо-
вый портрет можно получить, просто итерируя одно из преобразований Tj .
Поверхность уровня в компактном случае диффеоморфна n-мерному тору,
причем точки заметают его регулярным образом (см. рис. 11.1a,b, где изоб-
ражены двумерные проекции образов одного и того же начального вектора
~f под действием итераций двух разных Tj). В целом картина напоминает
равномерную обмотку на торе и наглядно иллюстрирует интегрируемость
по Лиувиллю. Поверхность уровня может оказаться и некомпактной, но
регулярный характер отображения прослеживается и в этом случае (см.
рис. 11.1c).

Как было показано в главе 2, ослабленное условие периодичности (6.1)
приводит к уравнениям Пенлеве. Соответствующее дискретное отображе-
ние естественно считать их разностным аналогом (другие подходы к дис-
кретизации уравнений Пенлеве см. напр. в [20, 21]). Оно, разумеется, уже
не является интегрируемым по Лиувиллю, но, возможно к нему применим
какой-либо разностный вариант метода изомонодромной деформации. На
рис. 11.2b изображено поведение соответствия при N = 3, то есть разност-
ное P4. Для сравнения на рис. 11.2a приведена эволюция тех же начальных
данных в интегрируемом случае (параметры αj уменьшены на их среднее
арифметическое).
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a b c

Рис. 11.1: a,b. Лиувиллев тор с двумя разными обмотками
c. Некомпактная поверхность уровня

a b

Рис. 11.2: Разностное P4

12 Преобразование Абеля
Известно, что явная линеаризация системы (11.1) и ее высших симметрий,
то есть переход к переменным действие-угол, осуществляется на многооб-
разии Якоби кривой Γ. Из коммутирования преобразований Tj с динами-
кой по x и всем временам немедленно следует, что на многообразии Якоби
им отвечают сдвиги на постоянные векторы, то есть соответствие T также
линеаризуется. В этом разделе мы приводим некоторые формулы, позволя-
ющие в принципе вычислять эти сдвиги.

Из формул (1.5) – (1.7) или непосредственно из (11.3) легко получаем,
что матрица Ŵj = Wj+N−1 . . .Wj имеет следующую структуру:

Ŵj =




1
2
(τ − b′j) bj

− 1
4bj

(4R2 + (b′j)
2)

1
2
(τ + b′j)


 ,

где
4R2 = 4δ − τ2, δ = det Ŵj , τ = tr Ŵj

есть некоторые постоянные полиномы от λ, а bj есть полином с переменны-
ми коэффициентами, удовлетворяющий уравнению

2bjb
′′
j − b2

j − 4(uj − λ)b2
j = 4R2. (12.1)

При этом deg R2 = N, deg bj = n и старшие коэффициенты обоих полиномов
единичные. Пусть

R2 = (λ− e1) . . . (λ− eN ),

bj = λn + λn−1bj,1 + · · ·+ bj,n = (λ− ρj,1) . . . (λ− ρj,n).

Переход к любому из наборов переменных ρj,1, . . . , ρj,n есть просто некото-
рая замена переменных в системе (11.1). Действительно, если даны f1, . . . ,

fN , то, перемножая в нужном порядке матрицы Wj , мы находим Ŵj и bj .

Наоборот, если дана матрица Ŵj , то, как в Теореме 1.2, мы последовательно
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и однозначно (при фиксированном порядке βj) находим fj , fj+1, . . . , fj+n−1.

В частности, из равенства (1,−fj)> = ker Ŵj(λ = βj) имеем

fj =
1

2bj(βj)
(τ(βj)− b′j(βj)). (12.2)

Приведем также формулу для восстановления потенциала u, вытекающую
из формулы (12.1):

uj =
N∑
1

es − 2
n∑
1

ρj,s. (12.3)

Пусть теперь j фиксировано. Полагая в равенстве (12.1) λ = ρj,s, получаем
систему уравнений Дубровина [53]

ρ′js =
2iR(ρj,s)∏

r 6=s

(ρj,s − ρj,r)
, s = 1, . . . , n. (12.4)

В силу вышесказанного она эквивалентна системе (11.1), хотя и имеет по-
рядок в два раза меньше. Как известно, система (12.4) линеаризуется при
помощи отображения Абеля из n-й симметрической степени римановой по-
верхности кривой Γ в ее многообразие Якоби

A : Γn/Sn → Jac(Γ) = Cn/Λ,

где Λ — решетка периодов в Cn. Это отображение есть еще одна замена пе-
ременных, сопоставляющая неупорядоченному набору точек {ρj,1, . . . , ρj,n}
на Γ набор фаз ϕj = (ϕj,1, . . . , ϕj,n) по формулам

ϕj,m =
n∑
1

ρj,s∫

ρ0

ρn−m dρ

R(ρ)
, m = 1, . . . , n, (12.5)

где ρ0 есть некоторая фиксированная точка на Γ. Нахождение обратного
отображения составляет проблему обращения Якоби и осуществляется при
помощи Θ-функций римановой поверхности Γ. Вычислим динамику в пе-
ременных ϕ. Имеем

ϕ′j,m = 2i

n∑
1

ρn−m
j,s∏

r 6=s

(ρj,s − ρj,r)
= 2i

n∑
1

res
ρj,s

λn−m

bj(λ)
=

= −2i res
∞

λn−m

bj(λ)
=

{
2i, m = 1,
0, m = 2, . . . , n.

Легко проверить, что векторные поля, соответствующие системам

(ρj,s)tl
=

2ibl
j(ρj,s)R(ρj,s)∏

r 6=s

(ρj,s − ρj,r)
, s, l = 1, . . . , n, (12.6)

где bl
j(λ) = λl−1 + λl−2bj,1 + · · · + bj,l−1 образуют n-мерную коммутатив-

ную алгебру Ли (причем t1 = x, а остальные времена отвечают KdV и его
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высшим симметриям). Действительно, замена (12.5) приводит их к виду, в
котором это очевидно:

(ϕj,m)tl
= −2i res

∞
bl
j(λ)λn−m

bj(λ)
= 2iδm,l, m, l = 1, . . . , n.

Итак, в результате ряда сложных замен переменных мы пришли к набору
систем с общим совместным решением

ϕj,m = 2itm + cj,m, cj,m = const, m = 1, . . . , n. (12.7)

Выясним, теперь, что происходит при преобразовании Дарбу, то есть
переходе от переменных с индексом j к переменным с индексом j + 1. Из
формулы WjŴj = Ŵj+1Wj получаем

bj+1 = bj + (bjfj +
1
2
b′j)

′/(λ− βj), (12.8)

2fj = (b′j+1 + b′j)/(bj+1 − bj). (12.9)

Из (12.2) и (12.8) видим, что bj+1, а следовательно и ρj+1,s выражаются
через ρj,s и βj . Осуществляя замену (12.5), видим, что фаза ~ϕj+1 есть неко-
торая функция от ~ϕj и βj . Здесь следует учесть, что преобразование Дарбу
согласовано с иерархией KdV, в силу чего оно оставляет инвариантной не
только систему (12.4), но также и системы (12.6). Тогда ~ϕj+1 также имеет
вид (12.7) и, следовательно, имеет место формула

~ϕj+1 = ~ϕj + ~δ(βj), (12.10)

то есть cj+1,m − cj,m = δm(βj). Очевидно, что при этом выполняется соот-
ношение

~δ(β1) + ~δ(β2) + · · ·+ ~δ(βN ) ≡ 0 mod Λ. (12.11)

Итак, при наложении условия периодичности преобразование Дарбу явля-
ется сдвигом на многообразии Якоби. В работе [39] этот результат был по-
лучен для цепочки с нулевыми параметрами βj .

Теперь мы можем легко понять, что происходит с фазами при преобра-
зовании Bk. Так как из всех bj при этом преобразовании меняется только
bk, то очевидно, что и среди фаз ~ϕj изменится только ~ϕk. Далее, так как
βk и βk−1 меняются местами, то имеет место формула

~̃ϕk = ~ϕk−1 + ~δ(βk).

Закон для преобразования фаз можно переписать и в таком виде:

Bk : ~̃ϕk = ~ϕk+1 − ~ϕk + ~ϕk−1, ~̃ϕj = ~ϕj , j 6= k.

Отсюда легко находим, что действие преобразования Tk задается формулой

Tk : ~̃ϕj = ~ϕj + (N + 1)~δ(βk). (12.12)

По заданным начальным условиям fj мы можем, в принципе, найти соот-
ветствующие начальные значения ρj,s и, пользуясь формулой (12.5), вычис-
лить величины ~δ(βk). После этого эволюция фаз при соответствии T легко
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вычисляется по формуле (12.12). Решая проблему обращения Якоби, нахо-
дим полиномы bj и, по формулам (12.2), (12.3) — переменные fj , uj . Таким
образом, соответствие T можно считать проинтегрированным, хотя явные
формулы выписать довольно сложно.

В качестве примера доведем до конца простейший однозонный случай
(n = 1, N = 3). Здесь

bj = λ− ρj , uj = E − 2ρj , 2fj = (ρ′j+1 + ρ′j)/(ρj+1 − ρj),

где E = e1 + e2 + e3, функции ρj удовлетворяют уравнению

− (ρ′)2 = 4(ρ− e1)(ρ− e2)(ρ− e3) (12.13)

и связаны формулами

ρj+1 + ρj = E − βj − 1
4

(
ρ′j+1 + ρ′j
ρj+1 − ρj

)2

. (12.14)

Из уравнения (12.13) очевидно, что

ρj =
1
3
E − ℘(x + cj),

где ℘ есть функция Вейерштрасса. При этом можно считать, что заданные
начальные значения uj = uj,0 соответствуют значению x = 0, так что

2℘(cj) = uj,0 − 1
3
E,

откуда находим константы cj . Соотношение (12.14) переходит в известную
формулу сложения для ℘-функций, из которой мы получаем уравнение

℘(δj) =
1
3
E − βj

для разности фаз δj = δ(βj) = cj+1 − cj . Окончательный ответ в терминах
переменных uj задается формулой

T l
1T

m
2 Tn

3 (uj) =
1
3
E + 2℘(cj + 4lδ1 + 4mδ2 + 4nδ3),

где константы cj и δj выражаются через начальные условия и параметры
задачи при помощи эллиптических интегралов.

13 Перекройки многоугольника
Пусть на комплексной плоскости заданы N ≥ 3 точек p1, . . . , pN , зану-
мерованных по модулю N. На каждом шаге можно отразить любую из
них, например pk, относительно серединного перпендикуляра к отрезку,
соединяющему ее соседей pk−1, pk+1. Наглядно говоря, от многоугольника
p1 . . . pN отрезается один угол, переворачивается и приклеивается на ме-
сто. Таким образом, определено некоторое N -значное отображение (соот-
ветствие) R : CN → CN . Возникает задача исследования динамики вершин
под действием таких перекроек. В качестве примера рассмотрим несколько
тривиальных случаев, при малых N дающих полное описание динамики.
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1) Если длины сторон совпадают, то вершины остаются неподвижными.
2) Вершины, лежащие на одной окружности или прямой (например, при

N = 3, остаются лежать на ней. Если перекройки осуществлять цикличе-
ски, то через N − 1 шаг мы приходим к тому же многоугольнику, поверну-
тому на некоторый постоянный угол.

3) Аналогично разбирается случай, когда число вершин четно и четные
вершины лежат на одной, а нечетные на другой из двух концентрических
окружностей или параллельных прямых (например, N = 4).

При N ≥ 5 динамика приобретает более сложный характер. Вычисли-
тельный эксперимент показывает, что под действием группы перекроек вер-
шины заметают 1 или 2 кольца с общим центром в некоторой точке E. Если
перекройки осуществляются циклически, заметание происходит регуляр-
ным образом, на манер обмотки тора (см. рис. 13.1, где показана эволюция
4, 5 и 6-угольника). В исключительных случаях движение происходит по
замкнутым кривым. При N ≈ 100 в зволюции возмущенного в несколь-
ких вершинах правильного N -угольника можно наблюдать отчетливо вы-
раженные солитонные эффекты, то есть возмущения распространяются и
проходят друг через друга с сохранением формы.

Отражение Rk вершины pk задается формулой

Rk(pk) = p′k = pk +
l2k − l2k−1

p̄k+1 − p̄k−1
, Rk(pj) = pj , j 6= k. (13.1)

где l2j = (pj+1 − pj)(p̄j+1 − p̄j) есть квадрат длины стороны pj+1pj .
Назовем инвариантом функцию от вершин pj , не меняющуюся при пере-

кройках. Ряд инвариантов очевиден. Так как при каждом отражении длины
сторон многоугольника переставляются, то произвольная симметрическая
функция от l2j является инвариантом. Если N четно, то сохраняется также
сумма углов при четных вершинах. Инвариантны также величины

4iS =
N∑
1

(p̄jpj+1 − pj p̄j+1),

4iSE =
N∑
1

pjpj+1(p̄j − p̄j+1),

J =
N∑
1

(2l2j + p̄jpj+1 + pj p̄j+1)(p̄jpj+1 − pj p̄j+1).

Инвариант S является площадью многоугольника, а инвариант E допуска-
ет следующую геометрическую интерпретацию. Рассмотрим произвольную
триангуляцию многоугольника p1 . . . pN на N − 2 треугольника и поместим
в центры описанных около них окружностей массы, равные с учетом зна-
ка площадям соответствующих треугольников. Точка E есть центр масс
полученной системы. Определение не зависит от триангуляции.

Неожиданным обстоятельством является существование тесной связи
между соответствием R и теорией одевающей цепочки в форме (3.2). Сопо-
ставляя формулы (13.1) и (3.4), видим, что они связаны соотношениями

v2j = p2j , v2j+1 = p̄2j+1, βj = −l2j . (13.2)
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Рис. 13.1:

Заметим, что из-за присутствия в этой формуле комплексного сопряже-
ния в случае нечетного N следует удваивать число переменных vj , пола-
гая vj+N = v̄j . Таким образом, перекройкам многоугольника соответствуют
отображения (3.4) при наложении условия периодичности с четным N и до-
полнительными условиями βj = −l2j . Новые инварианты отображения (13.1)
получаются при рассмотрении следа матрицы ŴN , в которой fj = vj+1−vj

и βj заменены согласно формуле (13.2). Следует отметить, что инварианты
S, E, J не могут быть получены таким образом. Повидимому, число функ-
ционально независимых инвариантов соответствия R равно 2N − 2.
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4 Примеры цепочек и их автопреобразований
В настоящую главу включены по возможности разнообразные примеры ин-
тегрируемых цепочек, порожденных преобразованиями Дарбу для различ-
ных дифференциальных операторов, как скалярных, так и матричных. Как
и для оператора Шредингера, для них выводятся принципы нелинейной су-
перпозиции, позволяющие строить точные решения ассоциированных урав-
нений в частных производных и, с другой стороны, дающие новые примеры
интегрируемых отображений. Общая схема изложена в разделе 14. В 15-м
разделе более подробно разобран важный случай оператора Дирака, с кото-
рым связана нелинейная система Шредингера (NLS), а в разделе 16 — его
скалярная редукция, вновь приводящая к уравнениям типа KdV. В работах
[36, 37] изучались многополевые обобщения NLS, связанные с йордановыми
парами, и соответствующие им цепочки преобразований Бэклунда. В раз-
деле 17 показано, что принцип нелинейной суперпозиции также допускает
многополевое обобщение. В 18-м разделе рассмотрены примеры цепочек, от-
вечающих операторам второго порядка типа оператора Дирака. Среди ассо-
циированных систем — модели магнетика Гейзенберга и Ландау-Лифшица.
Результаты этого раздела были получены совместно с Р.И. Ямиловым в [4].

Другое применение аппарата цепочек заключается в построении точно-
решаемых спектральных задач для исходного дифференциального операто-
ра. Здесь, действуя как в главе 2, мы снова приходим к уравнениям Пенлеве
и их высшим аналогам, причем дискретная группа цепочки переходит в дис-
кретную группу уравнения. Так как эти результаты могут иметь для теории
уравнений Пенлеве самостоятельный интерес, то они излагаются отдельно
в следующей главе.

14 Общая схема
Рассмотрим цепочку, обладающую представлением нулевой кривизны

Wj,x = Uj+1Wj −WjUj , j ∈ Z. (14.1)

Для определенности мы будем считать, что матрицы имеют размер 2 × 2,
причем Uj = U(λ, uj , vj), Wj = W (λ, uj , vj+1, βj), где uj , vj — полевые пе-
ременные, λ — спектральный параметр, βj — параметры цепочки. Утвер-
ждения этого раздела могут быть легко обобщены и для матриц другого
вида.

Определим преобразование Bk соотношениями

Bk : W̃kW̃k−1 = WkWk−1, W̃j = Wj , j 6= k, k − 1 (14.2)

где W̃j = W (λ, ũj , ṽj+1, βj). Эти соотношения представляют собой систе-
му алгебраических уравнений относительно ũk−1, ṽk, ũk, ṽk+1, βk−1, βk. Как
правило, эта система является весьма переопределенной, но она во всяком
случае совместна, так как у нее всегда есть тождественное решение. В неко-
торых случаях это решение единственно, однако класс цепочек, допускаю-
щих и другие решения, является достаточно богатым. В дальнейшем под
преобразованием (14.2) всегда понимается нетривиальное преобразование.
Если оно нашлось, то обосновать его применение к цепочке (14.1) мож-
но при помощи следующей теоремы. Пусть A есть матрица, зависящая от
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λ и переменных q1, . . . , qn. Через J(A; q1, . . . , qn) обозначим матрицу Яко-
би коэффициентов разложения Лорана по λ ee элементов по отношению к
q1, . . . , qn.

Теорема 14.1. Пусть матрицы Wj таковы, что

rank J(Wj ; uj , vj+1) = 2, rank J(WjWj−1;uj , vj+1, uj−1, vj) = 4.

Тогда преобразование (14.2) переводит цепочку (14.1) в себя с точностью
до изменения параметров.

Доказательство. Из определяющих цепочку формул (14.1) следуют соот-
ношения

Wj,x = Uj+1Wj −WjUj , j 6= k, k − 1,

(WkWk−1)x = Uk+1WkWk−1 −WkWk−1Uk−1.
(14.3)

Из них, в силу условия теоремы, однозначно определяется динамика по x
всех uj , vj , то есть формулы (14.1) и (14.3) эквивалентны. Преобразование
(14.2) состоит в замене всех переменных uj , vj , βj на ũj , ṽj , βj . Следователь-
но оно не меняет вид соотношений (14.3), а с ними и цепочку (14.1).

В рассматриваемых нами примерах имеем tr Uj = 0, откуда следует, что
detWj = δ(λ, βj) не зависит от x. Это позволяет получить закон преобразо-
вания параметров βj из равенства detWkWk−1 = det W̃kW̃k−1. В простей-
шей ситуации преобразование (14.2) приводит к перестановке параметров
βk и βk−1. Это делает естественным выделение следующего условия на мат-
рицы Wj , более жесткого, чем условие Теоремы 14.1.

Условие A. Для любого целого p ≥ 0: если

W̃k . . . W̃k−p = Wk . . . Wk−p (14.4)

то βk = βσ(k), . . . , βk−p = βσ(k−p), где σ некоторая перестановка.
Если σ тождественна, то W̃k = Wk, . . . , W̃k−p = Wk−p.
Выполняется следующая теорема.

Теорема 14.2. Пусть цепочка (14.1) удовлетворяет условию A. Тогда
1) преобразования (14.2) переводят ее в себя;
2) выполняются тождества

B2
j = (BjBj+1)3 = (BiBj)2 = 1, i 6= j ± 1, (14.5)

задающие код группы B, порожденной преобразованиями Bj;
3) любое преобразование, определенное соотношением (14.4) (предполага-
ется, что W̃j = Wj , j 6= k, . . . , k − p) принадлежит B.

Доказательство. 1) При фиксированных βk, βk−1 уравнение (14.2) разре-
шимо однозначно, следовательно условия Теоремы 14.1 выполнены.

2) Каждое из преобразований B2
j , (BjBj+1)3, (BjBi)2, удовлетворяет какому-

нибудь из соотношений (14.4) и действует на множестве параметров βj тож-
дественно. В силу условия A, оно тождественно также на переменных uj , vj .

3) Любое преобразование (14.4) задает на множестве параметров βj неко-
торую перестановку. Композиция этого преобразования с элементом группы
B, приводящая к тождественной перестановке, также удовлетворяет одно-
му из соотношений (14.4) и следовательно тождественна.
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Замечание. Если матрицы Wj обладают свойством A и допускают нетри-
виальные преобразования (14.2), то, согласно теореме 14.2, попытка обоб-
щить их путем переразложения большего числа сомножителей не даст ниче-
го нового: все преобразования будут являться их композицией. Тем не менее
существуют примеры, когда преобразования (14.2) тождественны, и тогда
для получения преобразований Bj приходится переразлагать произведение
3 матриц. Такой пример приведен в следующем разделе.

Пусть цепочка (14.1) допускает симметрию вида

Wj,t = Vj+1Wj −WjVj , (14.6)

где Vj = V (λ, βj , uj , vj , uj,x, vj,x, . . . ). В этом случае цепочка (14.1) опреде-
ляет последовательность x-частей преобразования Бэклунда для системы
уравнений в частных производных

Ut = Vx + [V,U ]. (14.7)

Если условия Теорем 14.1 или 14.2 выполнены, то преобразования (14.2)
действуют также и на цепочке (14.6). Таким образом, размножая при по-
мощи преобразований (14.2) совместные решения (14.1), (14.6), можно од-
новременно строить решения ассоциированнной системы (14.7). То же от-
носится и к ее высшим симметриям.

Как и в случае оператора Шредингера, преобразования (14.2) достав-
ляют примеры интегрируемых соответствий. Наложим условие периодиче-
ского замыкания

uj+N = uj , vj+N = vj , βj+N = βj , j ∈ Z (14.8)

и рассмотрим N -значное соответствие B, определяемое преобразованиями
B1, . . . , BN . Очевидно, что след матрицы Ŵj = Wj+N−1 . . .Wj , является
производящей функцией для инвариантов соответствия B. Кроме того, Ŵj

удовлетворяет уравнениям

Ŵj,x = [Uj , Ŵj ], Ŵj,t = [Vj , Ŵj ]

из которых вытекает, что tr Ŵj есть производящая функция для первых ин-
тегралов системы (14.1), (14.8) и ее симметрий. Наличие коммутирующих
непрерывных потоков и является механизмом, обеспечивающим интегри-
руемость соответствия B. В каждом конкретном случае остается устано-
вить гамильтонову структуру, показать, что отображения (14.8) являются
пуассоновыми, а запас первых интегралов достаточно богат, после чего мы
можем воспользоваться дискретной версией теоремы Лиувилля [7, 43].

15 Оператор Дирака
Проиллюстрируем схему из раздела 14 на примере оператора Дирака. Он
отвечает матрице

U =
(−λ −v

u λ

)
(15.1)

с которой связано целое семейство интегрируемых уравнений, допускающих
представление (14.7) — иерархия имени Захарова-Шабата-Абловица-Каупа-
Ньюэла-Сигура (см. для ссылок [15]). Уравнения из этой иерархии имеют
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вид (
u
v

)

tn

=
(

D + 2uD−1v 2uD−1u
−2vD−1v −D − 2vD−1u

)n (
u
−v

)
. (15.2)

В частности, при t = t2 получаем нелинейную систему Шредингера
{

ut = uxx + 2u2v,
−vt = vxx + 2v2u,

(15.3)

а при t = t3 систему {
ut = uxxx + 6vuux,
vt = vxxx + 6uvvx,

(15.4)

В отличие от иерархии KdV эта иерархия допускает преобразования Бэк-
лунда трех различных типов. Первый из них получается при выборе мат-
рицы W вида

Wj =
(

0 − exp(−qj)
exp(qj) 2λ− qj,x

)
, (15.5)

и приводит к цепочке Тоды

qj,xx = exp(qj+1 − qj)− exp(qj − qj−1), (15.6)

где uj = exp(qj), vj+1 = exp(−qj). Второй тип преобразований Бэклунда,
соответствующий матрице

Wj =
(

1 −vj+1

uj 2λ− βj − ujvj+1

)
, (15.7)

приводит к цепочке
{

uj,x = uj+1 + βjuj + u2
jvj+1,

−vj,x = vj−1 + βj−1vj + v2
j uj−1.

(15.8)

Третий тип преобразования Бэклунда соответствует матрице

Wj =
(−2λ− δj + Rj −vj+1 − vj

uj+1 + uj 2λ + δj + Rj

)
, (15.9)

где R2
j = γ2

j − (uj+1 + uj)(vj+1 + vj), и приводит к цепочке
{

(uj+1 + uj)x = (uj+1 − uj)Rj − δj(uj+1 + uj),
(vj+1 + vj)x = (vj+1 − vj)Rj + δj(vj+1 + vj).

(15.10)

Разберем перечисленные случаи по отдельности.
1) Легко убедиться, что в первом случае система (14.2) имеет лишь тож-

дественное решение и, таким образом, наша схема не приводит к автопре-
образованиям для цепочки Тоды. Тем не менее эти преобразования суще-
ствуют, см. напр. [11].

2) Во втором случае формула (14.2) дает преобразование

Bk :





ũk = uk + (βk−1 − βk)
uk−1

1− uk−1vk+1
,

ṽk = vk + (βk − βk−1)
vk+1

1− uk−1vk+1
,

β̃k = βk−1, β̃k−1 = βk.

(15.11)
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Теорема 15.1. Преобразования (15.11) действуют на множестве цепочек
(15.8) и удовлетворяют тождествам (14.5).

Доказательство. Достаточно проверить выполнение условия A). Первая
часть этого условия очевидна, так как det Wj = 2λ − βj . При 2λ = βk−p

находим, что kerWk . . . Wk−p натянуто на вектор (vk−p+1, 1)>, откуда, в силу
(14.4), следует ṽk−p+1 = vk−p+1. Далее, легко показать, что

Wk . . . Wk−p+1 =
(∗ ∗

α (2λ)p + . . .

)
,

где deg α < p, а звездочка обозначает несущественные для нас элементы.
Тогда

Wk . . . Wk−p+1Wk−p =
( ∗ ∗

(2λ)puk−p + . . . ∗
)

,

откуда следует ũk−p = uk−p. Итак, W̃k−p = Wk−p, и доказательство сводит-
ся к случаю произведения меньшего числа матриц.

Рассмотрим соответствие B, порождаемое преобразованиями (15.11) при
периодическом замыкании (14.8). Как и в случае преобразований (2.1),
удобно от преобразований Bj перейти к их комбинациям

Tj = (Bj−N+1 . . . Bj−1Bj)N−1,

оставляющим βj на своих местах и порождающим коммутативную подгруп-
пу.

Теорема 15.2. Система (15.8), (14.8) и соответствие, порожденное пре-
образованиями Tj интегрируемы по Лиувиллю.

Доказательство. При периодическом замыкании цепочка (15.8) является
гамильтоновой системой со скобкой Пуассона

{ui, vj} = δi,j−1, {ui, uj} = {vi, vj} = 0 (15.12)

и гамильтонианом H =
∑N

1 hj , где

hj = ujvj + βjujvj+1 +
1
2
u2

jv
2
j+1. (15.13)

Легко проверить, что H = 1
2I2

1 − I2 + const, где

tr Ŵj(λ) = (2λ)N + (2λ)N−1I1 + · · ·+ 2λIN−1 + IN .

Инволютивность Ij проще всего доказывается при помощи r-матричного
подхода (см. напр. [61]). Непосредственно проверяется, что скобка Пуассона
(15.12) задается формулой

{Wi(λ)⊗, Wj(µ)} = [r,Wi(λ)⊗Wj(µ)]δi,j ,

где

r =
1

2(λ− µ)




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


 .
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(Отметим, что эта же r-матрица возникает и в гамильтоновой теории нели-
нейной системы Шредингера и цепочки Тоды [61].) Отсюда легко вывести
формулу

{Ŵj(λ)⊗, Ŵj(µ)} = [r, Ŵj(λ)⊗ Ŵj(µ)],

из которой следует {tr Ŵj(λ), tr Ŵj(µ)} = 0.
Докажем, что Ij функционально независимы. Для этого положим vj =

−1 и покажем, что det(∂Ii/∂uj) 6≡ 0. Действительно, из структуры Wj оче-
видно, что Ii = σi + pi, где σj элементарные симметрические функции от
uj , а pj полиномы младшей степени. Тогда det(∂Ii/∂uj) = det(∂σi/∂uj)+P,
где первое слагаемое имеет большую степень.

Завершает доказательство непосредственная проверка того, что преоб-
разования (15.11), а вместе с ними и Tj являются пуассоновыми отображе-
ниями.

Вычислительный эксперимент показывает, однако, что поверхность уров-
ня первых интегралов некомпактна. Кроме того, оказывается, что образы
вектора (~u,~v) при итерациях стремятся к некоторому выделенному направ-
лению. Причину этого легко понять. Кроме первых интегралов, система
(15.8), (14.8) допускает еще понижение порядка на 1 за счет введения пере-
менных

pj = uj+1/uj , qj = ujvj+1. (15.14)

В новых переменных цепочка имеет вид
{

pj,x = pj(pj+1 + qj+1 + βj+1 − pj − qj − βj),
qj,x = pjqj − pj−1qj−1.

(15.15)

При нулевых параметрах βj эта цепочка известна как релятивистская це-
почка Тоды и рассматривалась в [6]. Если функции p, q уже найдены, то
решение в переменных u, v находится простым интегрированием:

uj,x/uj = pj + qj + βj , −vj,x/vj = qj−1 + pj−2qj−2/qj−1 + βj−1.

При N = 2 легко убедиться, что p, q есть эллиптические функции, отку-
да видим, что функции u, v в случае общего положения экспоненциально
растут или убывают, что вполне согласуется с численным экспериментом.
Оказывается, что система (15.3) и преобразования (15.11) также могут быть
переписаны в новых переменных. Фактически замена (15.14) эквивалетна
преобразованию Бэклунда

uv = pq − qx, ux/u = p + q + β

между системой (15.3) и системой

pt = pxx + (p2 + 2pq + 2βp)x, qt = −qxx + (q2 + 2pq + 2βq)x. (15.16)

Эта система рассматривалась в [57]. Она, в отличие от системы Шредин-
гера, явно содержит параметр βj (ср. с уравнениями (3.6) и (3.8)). Преоб-
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a b

Рис. 15.1: Поверхность уровня первых интегралов в компактном и неком-
пактном случаях

разования Bk принимают вид

p̃k−1 = pk−1

(
1− α

pk−1 − qk

)
, p̃k = pk

(
1 +

α

pk−1 − qk − α

)
,

q̃k−1 = qk−1 +
αqk

pk−1 − qk
, q̃k = qk

(
1− α

pk−1 − qk

)
, (15.17)

β̃k−1 = βk, β̃k = βk−1,

где α = βk − βk−1. Рассмотрим порождаемое ими дискретное соответствие.
Переписывая скобку (15.12) в переменных (15.14), убеждаемся, что пери-

одически замкнутая цепочка (15.15) есть гамильтонова система, со скобкой
Пуассона

{pj , qj} = −pj , {pj , qj+1} = pj

(остальные скобки равны 0) и гамильтонианом

H =
N∑
1

(
1
2
q2
j + βjqj + pjqj).

Отметим, что новая пуассонова структура вырождена, с функцией Казими-
ра J = p1 . . . pN . Можно показать, что tr Ŵj также может быть переписан
в терминах p, q. Отсюда следует, что рассматриваемая система интегриру-
ема по Лиувиллю. Преобразования Bj (15.17) являются пуассоновыми и
сохраняют J, поэтому Теорема 15.2 верна и для них.

На приведенных графиках изображены проекции образов вектора (p1, q1,
. . . , pN , qN ) при N = 3 под действием итераций преобразования Tj на плос-
кость (p1, q1). Поверхность уровня и теперь может оказаться некомпактной,
но асимптотического стремления к бесконечности уже нет (см. рис. 15.1b).
В компактном случае поверхность уровня диффеоморфна N − 1-мерному
тору, причем точки заметают его регулярным образом (рис. 15.1a).

Отметим, что кроме приведенных выше представлений нулевой кривиз-
ны в терминах переменных u и v, цепочка (15.15) и система (15.16) допус-
кают также самостоятельные представления, которые задаются матрицами

U =
(

s− λ −q
p λ− s

)
, V = 2(λ + s)U +

(
(p− q)/2 q

p (q − p)/2

)

x

,

Wj = p
− 1

2
j

(
pj −qj+1

pj 2λ− βj+1 − qj+1

)
,

где 2s = p+q+β. Легко убедиться, что уравнение (14.2) с такими матрицами
Wj имеет лишь тождественное решение и не приводит к какому-либо пре-
образованию. Оказывается, чтобы получить формулы (15.17), мы должны
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переразложить произведение трех матриц: преобразование Bk определяется
формулой

B : W̃kW̃k−1W̃k−2 = WkWk−1Wk−2, W̃j = Wj , j 6= k, k − 1, k − 2.

Таким образом, иногда общая схема из раздела 2 нуждается в модифика-
циях.

3) Перейдем к цепочке (15.10). Определитель соответствующей матрицы
Wj (15.9) имеет два корня:

detWj = −(2λ + δj + γj)(2λ + δj − γj).

Это приводит к тому, что дискретная группа этой цепочки гораздо бога-
че, чем во всех рассмотренных ранее примерах. Нетрудно убедиться, что
переразложение (14.2) приводит к преобразованию вида





ũk = uk + 1
∆

(
(δ̃k − δ̃k−1)(δ̃k − δk)(uk+1 + 2uk + uk−1)+

+(γ̃2
k − γ̃2

k−1 − γ2
k + γ2

k−1)(uk+1 − uk−1)/2−
−2(δ̃k − δk)(Rk(uk + uk−1) + Rk−1(uk+1 + uk)

)
,

ṽk = vk + 1
∆

(
(δ̃k − δ̃k−1)(δ̃k − δk)(vk+1 + 2vk + vk−1)+

+(γ̃2
k − γ̃2

k−1 − γ2
k + γ2

k−1)(vk+1 − vk−1)/2+

+2(δ̃k − δk)(Rk(vk + vk−1) + Rk−1(vk+1 + vk)
)
,

(15.18)

где

∆ = (Rk + Rk−1)2 + (uk+1 − uk−1)(vk+1 − vk−1)− (δ̃k − δ̃k−1)2

(остальные uj , vj не меняются). При этом каждая из 24 перестановок со-
множителей в произведении

det W̃kW̃k−1 = det WkWk−1 =
= (2λ + δk + γk)(2λ + δk − γk)(2λ + δk−1 + γk−1)(2λ + δk−1 − γk−1)

приводит к новому набору параметров цепочки γ̃k, γ̃k−1, δ̃k, δ̃k−1. Однако
вследствие инвариантности формулы (15.18) и цепочки (15.10) относитель-
но перемены знаков γj из этих 24 преобразований лишь 6 существенно раз-
личны. Одно из них тождественно, четыре других получаются, когда det Wk

и detWk−1 обмениваются одной парой корней:

δ̃k + εγ̃k = δk−1 + σγk−1, δ̃k−1 + σγ̃k−1 = δk + εγk,

δ̃k − εγ̃k = δk − εγk, δ̃k−1 − σγ̃k−1 = δk−1 − σγk−1,

где ε, σ = ±, то есть

δ̃k = (δk + δk−1 − εγk + σγk−1)/2, δ̃k−1 = (δk + δk−1 + εγk − σγk−1)/2,

γ̃k = ε(δk−1 − δk + εγk + σγk−1)/2,

tigk−1 = σ(δk − δk−1 + εγk + σγk−1)/2.
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Если же detWk и detWk−1 полностью меняются местами, то закон преоб-
разоования коэффициентов имеет вид

δ̃k = δk−1, δ̃k−1 = δk, γ̃k = γk−1, γ̃k−1 = γk.

Остальные преобразования не дают ничего нового. Например, в последней
формуле можно положить также γ̃k = −γk−1, γ̃k−1 = −γk, но это не приво-
дит к новому преобразованию, поскольку как формула (15.18), так и сама
цепочка (15.10) не меняются при перемене знаков γj .

Доказательство для преобразований (15.18) аналогов теорем 15.1 и 15.2
и анализ дискретной группы цепочки (15.10) не представляет принципиаль-
ных трудностей.

В заключение отметим, что, как и в случае иерархии KdV, замены в
цепочках (15.6), (15.8), (15.10) порождают преобразования, связывающие
уравнения иерархии (15.2) с другими интегрируемыми уравнениями (на-
пример, замена (15.14), приводящая к системе (15.16)). Полный их обзор
занял бы слишком много места, и мы ограничимся рассмотрением системы
(15.4), цепочки (15.10) и преобразований (15.18), на которые наложена одна
из скалярных редукций

δ = 0, v = −1 или δ = 0, v = −u.

В первом случае система (15.4) переходит в уравнение KdV и мы получаем
семейство уравнений и цепочек из раздела 3. Вторая редукция рассматри-
вается в следующем разделе.

16 Преобразования Бэклунда для уравнений
типа KdV. II

Положим
u = −v = f, γ2 = 4α,

тогда система (15.4) перейдет в уравнение mKdV

ft = fxxx − 6f2fx, (16.1)

цепочка (15.10) в цепочку

(fj+1 + fj)x = (fj+1 − fj)
√

(fj+1 + fj)2 + 4αj (16.2)

и преобразования (15.18) в преобразования

Bk :





f̃k = fk − 4
∆

(αk − αk−1)(fk+1 − fk−1), f̃j = fj , j 6= k,

α̃k = αk−1, α̃k−1 = αk, α̃j = αj , j 6= k, k − 1,
(16.3)

где

∆ =
(√

(fk+1 + fk)2 + 4αk +
√

(fk + fk−1)2 + 4αk−1

)2

− (fk+1 − fk−1)2.

Таким образом, мы видим, что уравнение mKdV допускает два различных
преобразования Бэклунда — цепочки (16.2) и (1.10). (То, что уравнение
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Рис. 16.1: Уравнения, связанные с mKdV

mKdV (3.6), в отличие от (16.1), содержит параметр β, не существенно, так
как он убирается преобразованием Галилея.) Как и цепочка (1.10), цепочка
(16.2) допускает ряд замен, приводящих к дифференциальным подстанов-
кам из (16.1) в другие интегрируемые уравнения. Они схематически изоб-
ражены на рис. 16.1. Обозначения — как в разделе 3.

Первая строка на этой диаграмме состоит из двух потенциирований

f = q′, e2q = s′.

Уравнение (16.3), цепочка (16.2) и преобразование Bk (16.3), переписанные
в переменных qj принимают соответственно вид

qt = qxxx − 2q3
x, (16.4)

q′j+1 + q′j = exp(qj+1 − qj)− αj exp(qj − qj+1), (16.5)

q̃k = qk + ln
(

eqk+1−qk−1 + αk

eqk+1−qk−1 + αk−1

)
; (16.6)

в переменных sj — вид

st = sxxx − 3s2
xx

2sx
,

s′j+1s
′
j = (sj+1 − αjsj)2,

s̃k =
sk+1sk + (αk − αk−1)sk+1sk−1 − α2

ksksk−1

sk+1 − (αk − αk−1)sk − α2
k−1sk−1

.

(При этом параметры цепочек αj меняются, как в формуле (16.3). Для крат-
кости мы не выписываем те переменные, на которые Bk действует тожде-
ственно.)

Отметим, что если αj 6= 0, то цепочка (16.5), приведенная сдвигом qj →
qj + cj к виду

q′j+1 + q′j = γj sh(qj+1 − qj),

задает преобразование Бэклунда для уравнения sh-Gordon [24]

qxy = sh 2q,

которое, как известно, является симметрией (16.4). (В качестве второй по-
ловины преобразования Бэклунда обычно принимают цепочку (qj+1−qj)y =
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2 sh(qj+1 + qj)/γj .) При этом формула (16.6) после несложных преобразова-
ний приводит к известному принципу нелинейной суперпозиции [24]

th
1
2
(qk+1 − qk−1) =

γk + γk−1

γk − γk−1
th

1
2
(qk − q̃k).

Замены s → r, q → r, r → q задаются соответственно формулами

2rj = ln(sj+1 − αjsj), 2rj = qj+1 + qj , 2q = 2r − ln(r′ +
√

r′2 + α).

При этом на переменные rj получаем

rt = rxxx − 3rxr2
xx

2(r2
x + α)

− 2r3
x,

(
r′j+1 +

√
r′2j+1 + αj+1

)(
r′j +

√
r′2j + αj

)
= exp(2rj+1 − 2rj),

r̃k = rk + L, r̃k−1 = rk−1 + L, 2L = ln
(

erk−rk−1 + αk

erk−rk−1 + αk−1

)
.

Замены r → g, q → g, f → g, g → f задаются формулами

g − α/g = 2r′, gj = exp(qj+1 − qj),
g − α/g = fj+1 + fj , 2f = g − (g′ + α)/g.

На переменные gj получаем

gt = gxxx − 3
gxgxx

g
+

3g3
x

2g2
− 3

2

(
g − α

g

)2

gx, (16.7)

(gj+1gj)′ = gj+1gj(gj+1 − gj)− αj+1gj + αjgj+1, (16.8)

g̃k = gkG, g̃k−1 = gk−1/G, G =
gkgk−1 + αk−1

gkgk−1 + αk
.

Наконец, замены r → h, g → h, h → g имеют вид

hj+1 = exp(2(rj+1 − rj)), hj+1 = gj+1gj , 2g = (R + h′)/(h + α−1)

и на переменные hj получаем

ht = hxxx − 3hx(hxx + 2Ṗ )2

2(h2
x + 4P )

+ 6(2h + α + α−1)hx, (16.9)

(Rj+1 + h′j+1)(Rj + h′j) = 4hj+1(hj+1 + αj)(hj + αj−1), (16.10)

h̃k±1 = hk±1

(
hk + αk

hk + αk−1

)±1

,

где
R2

j = h′2j + 4Pj(hj), Pj(hj) = hj(hj + αj)(hj + αj−1).

Отметим, что уравнение (16.7) совпадает, с точностью до преобразова-
ния Галилея, с уравнением (3.11), а соответствующие цепочки отличаются
только знаком при одном из линейных членов. Если рассмотреть только
одну пару соседних членов в этих цепочках, то легко убедиться, что факти-
чески это одно и тоже преобразование Бэклунда. Тем не менее, структура
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этих двух цепочек совершенно различна, что видно уже из сравнения фор-
мул нелинейной суперпозиции. То же самое можно сказать про уравнения
(16.9) и (3.14). Таким образом, экспоненциальное и эллиптическое уравне-
ния Калоджеро имеют по две похожие цепочки, одна из которых унаследо-
вана от KdV, а другая от mKdV.

Оказывается, что, кроме того, уравнение (16.7) имеет и свое собственное
преобразование Бэклунда. Соответствующая цепочка в переменных ϕ = ln g
приводилась в [65]. Ее, и ее автопреобразования можно вывести по схеме из
раздела 14, приняв за основу представление нулевой кривизны (14.7) для
уравнения (16.7), где

U =
1
2




0 g − αλ

g

g − α

λg
0


 ,

V = Uxx −
(3g2

x

2g2
+

1
2

(
g − α

g

)2

+
α

λ
(λ− 1)2

)
U − α

(
λ− 1

λ

)gx

2g

(
1 0
0 −1

)
.

Вид матрицы Wj легко находится непосредственно из (14.1):

Wj = (gj+1gj)−1/2

(
Yj gj+1gj − αλ

gj+1gj − α

λ
Yj

)
,

Yj =
√

g2
j+1g

2
j + 2εjgj+1gj + α2.

При этом мы получаем цепочку

(gj+1gj)′ = Yj(gj+1 − gj). (16.11)

Подчеркнем, что здесь, в отличие от цепочки (16.8), параметр α фиксиро-
ван, но зато появился новый параметр εj . Формула (14.2) в данном случае
приводит к преобразованию

Bk :





g̃k = gk − 2(εk − εk−1)g2
k(gk+1 − gk−1)

(Yk + Yk−1)2 − g2
k(gk+1 − gk−1)2

, g̃j = gj , j 6= k,

ε̃k = εk−1, ε̃k−1 = εk, ε̃j = εj , j 6= k, k − 1
(16.12)

(ср. с (3.9) и (16.3)). Как и ранее, формулы (16.7), (16.11), (16.12) удается
переписать еще в нескольких переменных. Так мы приходим к диаграмме,
изображенной на рис. 16.2. Горизонтальная стрелка соответствует потенци-
ированию g = p′, переводящему уравнение (16.7) в уравнение

pt = pxxx − 3(p2
xx − α2)
2px

− 1
2
p3

x + 3αpx,

цепочку (16.8) в цепочку

2p′j+1p
′
j = exp(pj+1 − pj) + (ε2

j − α2) exp(pj − pj+1)− 2εj

и преобразование (16.11) в преобразование

p̃k = pk + ln
(

epk+1 + (α2 − ε2
k)epk−1 + (εk − εk−1)epk+1−pk+pk−1

epk+1 + (α2 − ε2
k−1)epk−1 − (εk − εk−1)epk

)
.
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Рис. 16.2: Уравнения, связанные с экспоненциальным уравнением Калод-
жеро

Замены p → h, g → h, h → g имеют соответственно вид

gj+1gj = hj + (ε2
j − α2)/(4hj)− εj , 2g = (R− hx)/h

и на переменную h мы получаем

ht = hxxx − 3hx(hxx + 2Ṗ )2

2(h2
x + 4P )

+ 3(4h + α− ε)hx, (16.13)

(Rj+1 + h′j+1)(Rj + h′j) = hj(2hj+1 − εj+1 − α)(2hj − εj+1 + α), (16.14)

h̃k = hkH, h̃k−1 = hk−1/H,

где

R2
j = h′2j + 4Pj(hj), Pj(hj) = hj(hj − 1

2 (εj + α))(hj − 1
2 (εj − α)),

H =
4hkhk−1 − 2(εk − εk−1)hk−1 − ε2

k−1 + α2

4hkhk−1 + 2(εk − εk−1)hk − ε2
k + α2

.

Как и в случае цепочек (3.12), (16.8), сравнение цепочек (3.15), (16.10) и
(16.14) показывает, что они эквивалентны последовательностям из факти-
чески одних и тех же преобразований Бэклунда для уравнения (16.13), толь-
ко по разному сцепленых.

17 О многополевых нелинейных системах
Шредингера

Известно, что система (15.2) допускает целый ряд интегрируемых многопо-
левых обобщений вида

ut = uxx + 2{uvu}, −vt = vxx + 2{vuv}, (17.1)

где u, v векторы, возможно разной размерности, а { } обозначает некоторое
трилинейное произведение, то есть

{uvu}i =
∑

j,k,l

ai
jklu

jvkul, {vuv}i =
∑

j,k,l

bi
jklv

jukvl.

Первый пример появился в работе [56], а в [19] была установлена связь ин-
тегрируемых систем этого типа с эрмитовыми симметрическими простран-
ствами. В работе [36] для систем вида (17.1) был найден чисто алгебраиче-
ский критерий интегрируемости. Оказалось, что если система (17.1) непри-
водима (то есть не может быть приведена к блочно-треугольному виду ли-
нейной заменой переменных), то необходимым и достаточным для суще-
ствования высших симметрий и законов сохранения является следующее
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условие: операция { } удовлетворяет тождествам, определяющим некото-
рую алгебраическую структуру, называемую йордановой парой (см. опреде-
ление ниже). Оказалось также, что это же условие необходимо и достаточно
для наличия цепочки преобразований Бэклунда вида

{
uj,x = uj+1 + βjuj + {ujvj+1uj},
−vj,x = vj−1 + βj−1vj + {vjuj−1vj} (17.2)

обобщающей цепочку (15.8) (см. [37], где рассматривалась цепочка (17.2)
с нулевыми параметрами βj). В этом разделе нас интересует вопрос о су-
ществовании аналогов преобразований (15.11) для этих цепочек. Рассмот-
рим сначала два характерных примера, для которых мы можем предъявить
представление нулевой кривизны и построить автопреобразования согласно
общей схеме.

1) Пусть u и v обозначают матрицы размера m × n, а операция { }
задается формулой

{uvp} = (uv>p + pv>u)/2.

Тогда система (17.1) принимает вид

ut = uxx + 2uv>u, −vt = vxx + 2vu>v

и имеет представление нулевой кривизны (14.7) с матрицами размера (m +
n)× (m + n)

U =
(−mλIn −v>

u nλIm

)
, V = (m + n)λU +

(−v>u v>x
ux uv>

)
,

где In есть n-мерная единичная матрица. В частности, при n = 1, m = 2
получаем систему Манакова [56]

ut = uxx + 2〈u, v〉u, −vt = vxx + 2〈u, v〉v
где 〈 , 〉 обозначает стандартное скалярное произведение. Цепочка преобра-
зований Бэклунда задается матрицей

Wj =
(

In −v>j+1

uj (m + n)λIm − βjIm − ujv
>
j+1

)
.

Сами цепочки в этом разделе мы не будем выписывать, так как все они
имеют вид (17.2) и легко восстанавливаются по исходной системе. Формула
(14.2) приводит к преобразованию

Bk :





ũk = uk + (βk−1 − βk)uk−1(In − v>k+1uk−1)−1,

ṽk = vk + (βk − βk−1)vk+1(In − u>k−1vk+1)−1,

β̃k−1 = βk, β̃k = βk−1.

В частности, для системы Манакова имеем

ũk = uk +
βk−1 − βk

1− 〈uk−1, vk+1〉uk−1, ṽk = vk +
βk − βk−1

1− 〈uk−1, vk+1〉vk+1.

При m = n = 1 все формулы переходят в соответствующие формулы для
нелинейной системы Шредингера.
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2) Пусть теперь u и v обозначают n-мерные векторы-столбцы,

{uvp} = 〈u, v〉p + 〈v, p〉u− 〈p, u〉v.

Соответствующая система (17.1) принимает вид

ut = uxx + 4〈u, v〉u− 2〈u, u〉v, −vt = vxx + 4〈u, v〉v − 2〈v, v〉u.

Она рассматривалась в работе [59] и имеет представление (14.7) с матрица-
ми размера (n + 2)× (n + 2)

U =



−λ −2v> 0
u 0 2v
0 −u> λ


 , V = λU +



−2v>u 2v>x 0

ux 2uv> − 2vu> −2vx

0 −u>x 2u>v


 .

Цепочка (17.2) задается матрицей

Wj =




1 −2v>j+1 −2v>j+1vj+1

uj (λ− βj)In − 2ujv
>
j+1 2(λ− βj − ujv

>
j+1)vj+1

− 1
2u>j uj u>j (ujv

>
j+1 − λ + βj)

(λ− βj)2 − 2(λ− βj)u>j vj+1+
+u>j ujv

>
j+1vj+1


 ,

а преобразования (14.2) имеют вид

Bk :





ũk = uk +
(βk−1 − βk)(uk−1 − 〈uk−1, uk−1〉vk+1)

1− 2〈vk+1, uk−1〉+ 〈vk+1, vk+1〉〈uk−1, uk−1〉 ,

ũk = vk +
(βk − βk−1)(vk+1 − 〈vk+1, vk+1〉uk−1)

1− 2〈vk+1, uk−1〉+ 〈vk+1, vk+1〉〈uk−1, uk−1〉 ,

β̃k−1 = βk, β̃k = βk−1.

При n = 1 все формулы также переходят в соответствующие формулы для
нелинейной системы Шредингера.

* * *
Приведем теперь некоторые сведения о йордановых парах (см. также [27,

36]). Йордановой парой называется прямая сумма J = J+ ⊕ J− векторных
пространств над некоторым полем F (в нашем случае R или C), наделенная
трилинейной операцией

{ } : J± × J∓ × J± → J±

удовлетворяющей тождествам

{abc} = {cba}, (17.3)
{ab{cde}} − {cd{abe}} = {{abc}de} − {c{bad}e}. (17.4)

Для удобства мы до конца этого раздела примем, что u, p ∈ J+, а v, q ∈ J−.
Для любых p, q рассмотрим оператор

L(p, q) : J → J, L(p, q)(u + v) = {pqu} − {qpv}, (17.5)

а также операторы L±(p, q) = ±L(p, q)|J± ,

L±(p, q) : J± → J±, L+(p, q)(u) = {pqu}, L−(p, q)(v) = {qpv}.
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Тождество (17.4) означает, что L(u, v) ∈ Der(J) и, кроме того, эквивалентно
следующему коммутационному правилу:

[L(u, v), L(p, q)] = L({uvp}, q)− L(p, {vuq}). (17.6)

Дифференцирование (17.5) называется внутренним, и из (17.6) мы видим,
что все внутренние дифференцирования образуют некоторую подалгебру
Ли Inder(J) ⊆ Der(J). Примером внешнего дифференцирования служит
отображение

σ : J → J, σ(u + v) = u− v.

Далее нам понадобятся некоторые свойства решения линейной алгебраиче-
ской системы

u + {pvp} = αp, v + {quq} = −αq, (17.7)

где u, v неизвестные, а p, q и α ∈ F заданы. Подставляя одно уравнение
системы в другое, получаем уравнение

(1− S(p, q))(u + v) = α(σ + L(p, q))(p + q),

где оператор S(p, q) определен формулой

S(p, q)(u + v) = {p{quq}p}+ {q{pvp}q}.

При помощи тождества (17.5) легко показать, что

S(p, q) = 2L2(p, q)− L({pqp}, q)σ.

Лемма 17.1. Пусть операторы

1− S(p, q), σ − L(p, q), 1− 2L(p, q)σ + S(p, q) (17.8)

невырождены. Тогда система (17.7) имеет единственное решение u, v, ко-
торое задается формулой

u = α(1− L+(p, q))−1(p), v = −α(1− L−(p, q))−1(q) (17.9)

и для которого оператор

M = L(u, q) + L(p, v) (17.10)

равен нулю.

Доказательство. Существование и единственность решения следуют из об-
ратимости первого из операторов (17.8). Положим ū = M(p), v̄ = −M(q).
Имеем

ū = {uqp}+ {pvp} = {(αp− {pvp})qp} − {p(αq + {quq})p} =
= −{p({vpq}+ {quq})p} = −{pv̄p},

и аналогично v̄ = −{qūq}. Таким образом, ū, v̄ служат решениями однород-
ной системы (17.7) и, следовательно равны нулю, то есть

{uqp}+ {pvp} = 0, {quq}+ {vpq} = 0. (17.11)
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В силу этих соотношений система (17.7) переписывается в виде

u− {pqu} = αp, v − {qpv} = −αq,

что эквивалентно одному уравнению (σ − L(p, q))(u + v) = α(p + q). В си-
лу невырожденности второго из операторов (17.8) решение этой системы
существует, единственно и задается формулой (17.9).

Докажем, что оператор M нулевой. Пусть ū = M(y), y ∈ J+. Имеем

S(p, q)(ū) = {p{q{uqy}q}p}+ {p{q{pvy}q}p} =
= {p{{qyq}yq}p}+ {p(2{qy{qpv}} − {vp{qyq}})p} =
= 2{p{qy(v + αq)}p} − {p{(v + αq)yq}p}+ {(u− αp){qyq}p} =
= {p{qyv}p}+ {p{qyq}u} =
= 2{pv{pqy}} − {{pvp}qy} − {yq{pqu}}+

+ {pq{yqu}}+ {{yqp}qy}.
В силу (17.11) второй и третий члены в последнем выражении сокращаются.
Продолжая цепочку равенств, имеем

S(p, q)(ū) = 2{{pvp}qy} − 2{p{vpq}y}+ 2{pq{pvy}}+
+ 2{pq{yqu}} − {p{quq}y}+ {{pqu}qy} =

= 2L(p, q)(ū) + {(αp− u)qy} − {p{v + αq}y} =
= 2L(p, q)(u)− ū.

Аналогично, можно показать, что

(S(p, q) + 2L(p, q) + 1)M(z) = 0, z ∈ J−.

Используя невырожденность третьего из операторов (17.8), получаем отсю-
да требуемое утверждение.

* * *
Вернемся теперь к системе (17.1), в предположении, что {} есть умноже-

ние в йордановой паре. Уравнение (17.1) допускает представление нулевой
кривизны в терминах структурной алгебры Ли йордановой пары J, то есть
прямой суммы

strl(J) = J ⊕Der(J)

с коммутатором

[u + v + d, p + q + δ] = (d(p)− δ(u)) + (d(q)− δ(v)) + L(u, q)− L(p, v) + [d, δ].

Действительно, легко проверяется, что соотношение (14.7) в котором

U = u− 2v + λσ, V = ux + 2vx + 2L(u, v) + λU

эквивалентно уравнению (17.1). В противоположность этому, для цепочки
(17.2) такое инвариантное представление автору неизвестно, хотя, как мы
видели в приведенных примерах, для конкретных йордановых пар удается
найти матричные представления вида (14.1). По этой причине применить
схему из раздела 14 в общем случае не удается. Тем не менее, автопреоб-
разование цепочки (17.2) удается найти, просто сделав предположение, что
оно имеет ту же структуру, что и в скалярном случае. Разумеется, для разо-
бранных примеров новое преобразование совпадает с ранее найденными.
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Теорема 17.2. Цепочка (17.2) со скобкой, удовлетворяющей тождествам
(17.3), (17.4), допускает следующее автопреобразование:





ũk = uk + (βk−1 − βk)(1− L+(uk−1, vk+1))−1uk−1,

ṽk = vk + (βk − βk−1)(1− L−(uk−1, vk+1))−1vk+1,

ũj = uj , ṽj = vj , j 6= k,

β̃k−1 = βk, β̃k = βk−1, β̃j = βj , j 6= k − 1, k.

(17.12)

Доказательство. Будем искать преобразование цепочки той же структу-
ры, что и (15.11), то есть не меняющее uj , vj при j 6= k и переставляющие
местами параметры βk и βk−1. Для такого преобразования должны выпол-
няться соотношения

uk−1,x = uk + βk−1uk−1 + {uk−1vkuk−1} = ũk + βkuk−1 + {uk−1ṽkuk−1},
−vk+1,x = vk + βkvk+1 + {vk+1ukvk+1} = ṽk + βk−1vk+1 + {vk+1ũkvk+1},

из которых получаем для нахождения ũk, ṽk систему
{

ũk − uk + {uk−1(ṽk − vk)uk−1} = (βk−1 − βk)uk−1,
ṽk − vk + {vk+1(ũk − uk)vk+1} = (βk − βk−1)vk+1,

(17.13)

Это система вида (17.7), где p = uk−1, q = vk+1 и т.д.. Согласно Лемме
17.1 ее решение задается формулой (17.12). При этом предположение от-
носительно обратимости операторов (17.8) справедливо, по крайней мере
когда uk−1, vk+1 лежат в окрестности нуля. Для завершения доказатель-
ства осталось проверить, что соотношения (17.13) совместны с остальными
уравнениями цепочки (17.2). Дифференцируя, например, первое из уравне-
ний (17.13) в силу цепочки, получаем после сокращений соотношение

{(ũk − uk)vk+1(ũk + uk)}+ {uk−1(ṽk − vk)(ũk + uk)} = 0,

которое верно, так как в силу Леммы 17.1 оператор L(ũk − uk, vk+1) +
L(uk−1, ṽk − vk) нулевой.

18 Модель Ландау-Лифшица и другие примеры
Результаты, полученные для цепочки (15.6), могут быть перенесены и на
цепочки, рассматриваемые в этом разделе. Все они имеют гамильтонову
структуру (

uj

vj+1

)

x

= ∆j

(
0 1
−1 0

)(
δhj/δuj

δhj/δvj+1

)
(18.1)

где δhj/δuj =
∑

k ∂hk/∂uj , δhj/δvj+1 =
∑

k ∂hk/∂vj+1. Заметим, что струк-
турную функцию ∆j = ∆(uj , vj+1) точечной заменой всегда можно пре-
вратить в 1, но это может привести к усложнению вида рассматриваемых
цепочек. Для цепочки (15.6) ∆j = 1, hj имеет вид (11).

Для каждой цепочки приводится ассоциированная система в частных
производных и преобразования (14.2). Приводятся также матрицы, задаю-
щие представления (14.1) и (14.7).

Пример 1. Система

ut = uxx + (2uv + β)ux, vt = −vxx + (2uv + β)vx,
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при β = 0 рассматривалась в работе [10]. Представление нулевой кривизны
(14.7) задается матрицами

U =
(

r λu
λv −r

)
, V = (2r + β)U +

(
(vux − uvx)/2 λux

−λvx (uvx − vux)/2

)
,

где r = (uv − λ2)/2, а матрица W равна

Wj = (ujvj+1 + βj)−1/2

(
ujvj+1 + βj − λ2 λuj

λvj+1 βj

)
.

Цепочка (14.1) имеет вид

uj,x = (ujvj+1 + βj)(uj+1 − uj), vj,x = (vjuj−1 + βj−1)(vj − vj−1),

и может быть записана в гамильтоновом виде (18.1), где

∆j = ujvj+1 + βj , hj = (uj+1 − uj)vj+1.

Преобразования (14.2) имеют вид

Bk :





ũk = uk + (βk − βk−1)
uk−1 − uk

βk + uk−1vk+1
,

ṽk = vk + (βk−1 − βk)
vk+1 − vk

βk−1 + uk−1vk+1
,

β̃k−1 = βk, β̃k = βk−1.

Пример 2. Система

ut = uxx + 2(u + v)ux, vt = −vxx + 2(u + v)vx

эквивалентна системе Каупа [23]. Матрицы U, V и W есть

U =
(

(u− v)/2 (u + λ)(v + λ)
1 (v − u)/2

)
,

V = (u + v − 2λ)U +
(

(ux + vx)/2 λ(ux − vx) + vux − uvx

0 −(ux + vx)/2

)
,

Wj = (uj + vj+1)−1/2

(
uj − λ ujvj+1 + (λ− βj)(uj + vj+1) + λ2

1 vj+1 − λ

)
.

Цепочка (14.1) имеет вид

uj,x = (uj + vj+1)(uj+1 − uj + βj), vj,x = (vj + uj−1)(vj − vj−1 − βj−1),

а ее гамильтонова структура (18.1) определяется функциями

∆j = uj + vj+1, hj = (uj+1 − uj)vj+1 + βj(uj + vj+1).

Преобразования цепочки задаются формулой

Bk :





ũk = uk + (βk−1 − βk)
uk + vk+1

uk−1 + vk+1 − βk−1
,

ṽk = vk + (βk − βk−1)
vk + uk−1

uk−1 + vk+1 − βk
,

β̃k−1 = βk, β̃k = βk−1.
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Оставшиеся примеры посвящены системам вида




ut = uxx − 2
u + v

(u2
x + P (u)) +

1
2
P ′(u),

−vt = vxx − 2
u + v

(v2
x + P (−v))− 1

2
P ′(−v)

(18.2)

где P полином не выше 4 степени. Хорошо известно (см. например [57]),
что модель Ландау-Лифшица

Sτ = S × Sxx + S × JS, S ∈ R3, 〈S, S〉 = 1, J = diag(J1, J2, J3),

приводится к этому виду при помощи стереографической проекции

S1 =
1 + uv

u + v
, S2 = −i

1− uv

u + v
, S3 =

u− v

u + v

и замены t = iτ, причем P (u) = εu4 +δu2 +ε, 2δ = J1 +J2−2J3, 4ε = J2−J1.
При P = 0 получаем случай магнетика Гейзенберга, при ε = 0 или δ = ±2ε
легкоосное вырождение модели Ландау-Лифшица.

При дробно-линейных заменах

ũ =
au + b

cu + d
, ṽ =

−av + b

cv − d

вид системы (18.2) не меняется, а полином P меняется также, как в уравне-
нии u2

x = P (u). Легко убедиться, что это позволяет свести изучение системы
к рассмотрению 3 случаев: P (u) = ε, P (u) = δu2, P (u) = u3 +au+ b, причем
в последнем случае корни P (u) могут быть и кратными.

Система (18.2) допускает цепочку преобразований Бэклунда, которая
может быть записана в гамильтоновом виде (18.1), где

∆j = rj , hj = ln(uj + vj)− 1
2

ln rj .

Функция rj будет ниже уточняться для каждого случая. Коэффициенты
ε, δ, a, b многочлена P (u) не зависят от номера j.

Пример 3. Рассмотрим сначала случай P (u) = ε. Представления (14.1),
(14.7) задаются матрицами

U =
λ

u + v

(
(u− v)/2 uv − ελ−2

1 (v − u)/2

)
,

V = −λU +
λ

(u + v)2

(
(uv)x v2ux − u2vx +

ε

λ2
(ux − vx)− 2ε

λ
(u + v)

vx − ux −(uv)x

)
,

Wj = r
−1/2
j

(
λvj+1 − βj(uj + vj+1) −λujvj+1 + ε/λ− ε/βj

−λ λuj − βj(uj + vj+1)

)
,

где rj = −βj(uj + vj+1)2 − ε/βj . Преобразования (14.2) определяются фор-
мулой

Bk :





ũk = uk + (βk − βk−1)
(uk + vk+1)(uk−1 − uk)− ε/βkβk−1

βk(uk + vk+1) + βk−1(uk−1 − uk)
,

ṽk = vk + (βk−1 − βk)
(vk + uk−1)(vk+1 − vk)− ε/βkβk−1

βk−1(vk + uk−1) + βk(vk+1 − vk)
,

β̃k−1 = βk, β̃k = βk−1.
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При ε = 0 все формулы сохраняют смысл и соответствуют модели магне-
тика Гейзенберга.

Пример 4. Системе (18.2) при P (u) = δu2 соответствует легкоосное вы-
рождение модели Ландау-Лифшица. Представления нулевой кривизны за-
даются матрицами

U =
1

u + v

(
λ(u− v)/2 uv

λ2 + δ λ(v − u)/2

)
,

V = −λU +
1

(u + v)2




λ(uv)x +
δ

2
(v2 − u2) v2ux − u2vx

(λ2 + δ)(vx − ux) −λ(uv)x − δ

2
(v2 − u2)


 ,

Wj = r
−1/2
j

(
(λ− βj)vj+1 + γjuj −ujvj+1

−λ2 − δ λuj − βjuj + γjvj+1

)
,

где rj = γju
2
j − 2βjujvj+1 + γjv

2
j+1, γ2

j − β2
j = δ. Преобразования цепочки

имеют вид

Bk :





ũk =
(βk−1 − βk)uk−1vk+1 + uk(γkuk−1 + γk−1vk+1)

(βk−1 − βk)uk + γk−1uk−1 + γkvk+1
,

ṽk =
(βk − βk−1)uk−1vk+1 + vk(γkuk−1 + γk−1vk+1)

(βk − βk−1)vk + γk−1uk−1 + γkvk+1
,

β̃k−1 = βk, β̃k = βk−1, γ̃k−1 = γk, γ̃k = γk−1.

При δ = 0 и выборе γj = −βj мы вновь получаем случай магнетика Гейзен-
берга.

Пример 5. В случае общего положения полином P дробно-линейными пре-
образованиями приводится к виду P (u) = u3 + au + b. Матрицы, задающие
представление (14.7) для системы (18.2) в этом случае имеют вид

U =
1

u + v

(
µ uv − λ(u− v)/2− λ2 − a

(u− v)/2− λ −µ

)
,

V =
1

(u + v)2

(
h e
f −h

)
,

где

e = (v2 − λv + λ2 + a)ux − (u2 + λu + λ2 + a)vx + µ(u + v)(u− v + λ),
f = (v + λ)ux + (u− λ)vx + µ(u + v),

h = µ(vx − ux) + (u + v)(uv + λ(u− v) + 2λ2 + a)/2.

Матрица Wj имеет вид

Wj = r
−1/2
j

(
A B
C D

)
,
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где

A = (µ + βj)sj + (λ− γj)(λ + γj − vj+1),
B = (µ + βj)(λ + uj − vj+1)− (λ− γj)(λ + 2γj)sj − 2βj(λ− γj),
C = µ + βj − (λ− γj)sj ,

D = −(µ + βj)sj − (λ− γj)(λ + γj + uj),

rj = 2βj(s2
j + uj − vj+1 + γj),

sj = (ujvj+1 + γj(uj − vj+1) + a + 2γ2
j )/2βj ,

параметры µ и λ, βj и γj связаны соотношениями

µ2 + P (λ) = 0, β2
j + P (γj) = 0.

Преобразование Bk задается формулой

ũk =
Kuk − L

Muk + N
, ṽk =

Kvk + L

−Mvk + N
,

где

K −N = 2c2uk−1vk+1 − (ac1 + c3)(uk−1 − vk+1)− 2ac2 − 4bc1,

K + N = (uk−1 + vk+1)[γkγk−1(ac0 + 3c2) + 4bc1 + 3ac2 + c4]/(γk−1 − γk),

L = c3uk−1vk+1 + (ac2 + 2bc1)(uk−1 − vk+1) + 4bc2 − a2c1,

M = c1uk−1vk+1 + c2(uk−1 − vk+1)− c3,

и через cs обозначены величины cs = βkγs−1
k−1 + βk−1γ

s−1
k .
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5 Трансформационные свойства
уравнений Пенлеве

Во второй главе было показано, что 4-е и 5-е уравнения Пенлеве обладают
представлениями в виде периодически замкнутой цепочки преобразований
Дарбу для оператора Шредингера. Здесь приводятся аналогичные пред-
ставления для уравнений P2, P3, P6 и вырожденного случая P5, пропущен-
ного ранее. Уравнение P2 представлено при помощи преобразования Дарбу
для скалярного дифференциального оператора 3-го порядка, а остальные —
при помощи различных преобразований Дарбу для оператора Дирака. Ис-
пользование принципа нелинейной суперпозиции позволяет вывести преоб-
разования Шлезингера для уравнений Пенлеве и исследовать их групповые
свойства.

19 Калибровочные преобразования
Целью данной главы является представление уравнений Пенлеве при помо-
щи цепочек преобразований Дарбу для какой-либо вспомогательной линей-
ной задачи

Ψ′ = UΨ, (19.1)

подобно тому, как это было сделано ранее для уравнения Шредингера. На-
помним, что уравнения P4 и P5 возникали при наложении на одевающую це-
почку (1.10) условия инвариантности относительно преобразования SNKα

из ее дискретной группы. Здесь S есть циклическая перестановка, а Kα

— калибровочное преобразование, сдвигающее спектральный параметр в
уравнении Шредингера:

ũ = u− α, λ̃ = λ− α.

Этот прием приводит к успеху и в случае других цепочек, но общая схема
несколько усложняется из-за того, что, вообще говоря, калибровочное пре-
образование может иметь более сложный вид. В общем случае оно задается
формулой

Ũ = A′A−1 + AUA−1, (19.2)

и если для оператора Шредингера матрица A единичная, так что калиб-
ровочное преобразование сводится к простому переобозначению, то, напри-
мер, в случае оператора Дирака, соответствующего матрице (15.1), она име-
ет вид

A = diag(eαx, e−αx),

и приводит к преобразованию

ũ = ue−2αx, ṽ = ve2αx, λ̃ = λ− α.

Поэтому приходится рассматривать комбинацию преобразования Дарбу
и калибровочного. Расмотрим уравнение

Ψj+1(x, λ− αj+1) = Aj+1(x)Wj(x, λ)Ψj(x, λ),

где αj некоторые параметры, тогда условие совместности с (19.1) есть

(Aj+1Wj)′ = Uj+1(λ− αj+1)Aj+1Wj −Aj+1WjUj(λ). (19.3)
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После наложения периодического условия система (19.3) становится ко-
нечномерной, как и в отсутствии калибровочных преобразований, но при
α = α1 + · · ·+ αN 6= 0 она определяет некоторый новый класс потенциалов.
Матрица

Ŵj(λ) = Aj+NWj+N−1(λ− αj+N−1 − · · · − αj+1) . . . Aj+1Wj(λ)

удовлетворяет соотношению

Ŵ ′
j(λ) = Uj(λ− α)Ŵj(λ)− Ŵj(λ)Uj(λ)

которое можно рассматривать, как матричную версию (6.4) и дискретный
аналог уравнения метода изомонодромной деформации

V ′ = Uλ + [U, V ].

(Мы не будем рассматривать здесь связей с этим методом, а также гамиль-
тонову теорию уравнеий Пенлеве. Несомненно, она может быть развита на
основе гамильтоновых структур соответствующих цепочек, см. [45].)

Определение принципа нелинейной суперпозиции по существу не меня-
ется. Преобразование Bk задается формулой

Ak+1Wk(λ− βk)AkWk−1(λ− βk−1)Ak−1 =

= Ãk+1W̃k(λ− βk)ÃkW̃k−1(λ− βk−1)Ãk−1 (19.4)

где βk − βk−1 = αk.

20 Второе уравнение Пенлеве
Рассмотрим линейное уравнение LΨ = λΨ где L = D3 − uD − v. По анало-
гии с преобразованием Дарбу (4.4) для оператора Шредингера определим
преобразование

Lj = (D2 − fjD − gj)(D + fj), Lj+1 = (D + fj)(D2 − fjD − gj)− αj+1.

Исключение uj и vj приводит к цепочке преобразований Бэклунда
{

2f ′j+1 + f ′j = f2
j+1 − f2

j + gj+1 − gj

f ′′j+1 − f ′j+1fj+1 + g′j = fj+1gj+1 − fjgj − αj+1.
(20.1)

Она имеет представление (19.3) с матрицами Aj = 1,

Uj =




0 1 0
0 0 1

λ + vj uj 0


 , Wj =




fj 1 0
f ′j fj 1

λ + fjf
′
j + fjgj f2

j + gj fj


 .

Переразложение (19.4) дает формулу нелинейной суперпозиции

Bk :





f̃k = fk + Q, f̃k−1 = fk−1 −Q
g̃k = gk − (fk + fk−1)Q,
g̃k−1 = gk−1 −Q′ + (fk + fk−1)Q,
α̃k = −αk, α̃k±1 = αk±1 + αk,

(20.2)
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где обозначено Q = αk/(fk−1fk + f2
k − gk−1 − f ′k).

Рассмотрим цепочку (20.1), замкнутую с периодом 2. Мы имеем пере-
определенную систему





f ′1 = −f ′2 = f2
1 − f2

2 + g1 − g2

f ′′1 − f1f
′
1 + g′2 = f1g1 − f2g2 − α1,

f ′′2 − f2f
′
2 + g′1 = f2g2 − f1g1 − α2,

(20.3)

обладающую двумя первыми интегралами

f1 + f2 = C1, (f2
1 + f2

2 )/2− g1 − g2 = (α1 + α2)x + C2.

Для удобства положим f2 = −f1. (Как можно проверить, общий случай
сводится к этому.) Тогда система (20.3) упрощается до системы

f ′1 = g1 − g2, g′1 = 2f1g1 − α1, g′2 = −2f1g2 − α2.

Линейное преобразование переменных приводит последнюю к виду




2f ′ = g+ − g−,
g′+ = 2fg+ + α+,
g′− = −2fg− + α−,

(20.4)

с нормировкой
g+ + g− − 2f2 = x, α+ + α− = 1. (20.5)

Система (20.4), (20.5) и задает искомое представление P2. Действительно,
f ′′ = f(g++g−)+(α+−α−)/2 и в силу (20.5) получаем, что f удовлетворяет
P2:

f ′′ = 2f3 + xf + a, a = (α+ − α−)/2. (20.6)

Заметим, что переменные g+, g− удовлетворяют уравнению P -типа

g′′± =
(g′±)2

2g±
+ 2g2

± − xg± −
α2
±

2g±

(уравнение XXXIV в списке Айнса [42]). Система (20.4), (20.5) дает извест-
ные дифференциальные подстановки, связывающие его с P2:

±f =
g′± − α±

2g±
, g± = f2 ± f ′ + x/2.

Формула нелинейной суперпозиции (20.2) для k = 1, 2, переписанная в тер-
минах системы (20.4), (20.5), принимает вид

B± :





f̃ = f ± α±
g±

, g̃± = g±, g̃∓ = g∓ ± 4α±f

g±
+

2α2
±

g2±
,

α̃± = −α±, α∓ = α∓ + 2α±.

(20.7)

Отметим изменение в формуле для αj , появляющееся при замыкании с пе-
риодом 2. Новая формула следует из того же правила перестановки корней
βk = βk−1, βk−1 = βk в произведении детерминантов det Wj .

В терминах уравнения (20.6) преобразования B± имеют вид

f̃ = f ± 2a± 1
2f ′ ± 2f2 ± x

, ã = ±1− a.
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Эта формула впервые была установлена в работе [55]. Преобразования B±
порождают группу, изоморфную аффинной группе Вейля Ã1. Кроме того,
система (20.4), (20.5) допускает также преобразования

R : f̃(x) = εf(εx), g̃±(x) = ε2g±(εx), α̃± = α±, ε3 = 1,

S : f̃ = −f, g̃± = g∓, α̃± = α∓.

Очевидны тождества

R3 = S2 = B2
± = 1, B+ = SB−S, RS = SR, RB± = B±R.

Следует признать, что цепочка (20.1) дает достаточно неуклюжее представ-
ление для P2. Возможно, существуют и более простые цепочки, приводящие
к той же цели. Заметим, что одно и то же уравнение Пенлеве может возник-
нуть из разных цепочек. Например, если мы возьмем вместо L = D3−uD−v
оператор 4-го порядка, то при замыкании с периодом 2 мы снова получим
P2. Аналогично, уравнение P4, полученное ранее из цепочки для оператора
Шредингера, возникает также и при рассмотрении цепочки (20.1); в обоих
случаях период равен 3.

21 Вырождение третьего уравнения Пенлеве
Обратимся теперь к изучению оператора Дирака

Uj =
(−λ −vj

uj λ

)
(21.1)

Как мы видели в главе 4, для этого оператора существуют три существенно
различных преобразования Бэклунда, в зависимости от степени по λ поли-
нома detWj . Оставшаяся часть этой главы посвящена изучению этих трех
случаев. Матрица калибровочного преобразования во всех случаях равна

Aj =
(

εj 0
0 ε−1

j

)
,

где ε′j = αjεj . Рассмотрим сначала случай detWj = const . Матрица Wj есть

Wj =
(

0 − exp(−qj)
exp(qj) 2λ− q′j

)
, (21.2)

где uj = exp(qj), vj = ε2
j exp(−qj−1). Уравнение (19.3) приводит к следую-

щему обобщению цепочки Тоды:

q′′j = ε2
j+1 exp(qj+1 − qj)− ε2

j exp(qj − qj−1). (21.3)

После периодического замыкания Aj+2 = Aj , Wj+2 = Wj функция f =
q2 − q1 удовлетворяет уравнению

f ′′ = 2ε2
1 exp(−f)− 2ε2

2 exp(f).

Пусть α1 + α2 = α 6= 0. Подстановка

y(ε1ε2) = ε2ε
−1
1 exp(f(x))
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приводит к уравнению

y′′ =
(y′)2

y
− y′

x
− 2

α2x
(y2 − 1),

являющемуся частным случаем P3.
Переразложение (19.4) для данных матриц Aj , Wj приводит лишь к тож-

дественному преобразованию. Таким образом, в данном случае наш метод
не позволяет найти преобразование Шлезингера.

22 Третье и вырожденное пятое уравнения Пенлеве
Второму типу преобразования Бэклунда для оператора Дирака отвечает
матрица

Wj =
(

1 −gj+1

fj 2λ− fjgj+1

)
, (22.1)

где fj = uj , vj = ε2
jgj . В этом случае уравнение (19.3) приводит к цепочке





f ′j = ε2
j+1fj+1 + f2

j gj+1,

−g′j = ε2
j−1gj−1 + g2

j fj−1,

ε′j = αjεj

(22.2)

а формула (19.4) к преобразованию

Bk :





f̃k = ε2
k(fk − 2αkfk−1/H), f̃k−1 = ε−2

k fk−1,

g̃k = ε2
k(gk + 2αkgk+1/H), g̃k+1 = ε−2

k gk+1,

α̃k = −αk, α̃k±1 = αk±1 + αk,
ε̃k = ε−1

k , ε̃k±1 = εk±1εk,

(22.3)

где H = ε2
k − fk−1gk+1.

Рассмотрим цепочку (22.2), замкнутую с периодом 2, и нормированную
условием α1 + α2 = 1. Полученная система ОДУ

f ′1 = ε2
2f2 + f2

1 g2, −g′1 = ε2
2g2 + g2

1f2,

f ′2 = ε2
1f1 + f2

2 g1, −g′2 = ε2
1g1 + g2

2f1,
(22.4)

допускает понижение порядка двумя различными способами. Обозначим

s = f1g2 + f2g1, r = f1g2 − f2g1, Y = −ε−2
2 f1g1, Z = ε1f1/ε2f2. (22.5)

Тогда s есть первый интеграл системы (22.4), а Y, r и Z, r удовлетворяют
соответственно системам

Y ′ = r(Y + 1)− 2α2Y, r′ = 2ε2
1ε

2
2Y + (r2 − s2)/2Y

и

Z ′ = ε1ε2(1− Z2) + (α1 − α2 + r)Z, r′ = ε1ε2

(
(r − s)Z + (r + s)/Z

)
.

Замены

Y (x) = 1/(y(ε2
1ε

2
2)− 1), r(x) = ϕ(ε2

1ε
2
2),

Z(x) = z(ε1ε2), r(x) = ψ(ε1ε2),
(22.6)
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переводят эти системы в

y′ =
y − 1
2x

(2α2 − yϕ), ϕ′ =
1

y − 1
+

y − 1
4x

(ϕ2 − s2),

и
z′ = 1− z2 +

z

x
(α1 − α2 + ψ), ψ′ = (ψ − s)z +

1
z
(ψ + s)

соответственно.
Исключение ϕ из первой системы приводит к вырожденному случаю P5

y′′ =
(

1
2y

+
1

y + 1

)
(y′)2 − y′

x
+

(y − 1)2

x2

(
ay +

b

y

)
− y

2x
(22.7)

где
a = s2/8, b = −α2

2/2,

а исключение ψ из второй системы приводит к P3

z′′ =
(z′)2

z
− z′

x
+

1
x

(Az2 + B) + z3 − 1
z

(22.8)

где
A = −s− 2α1, B = s + 2α2.

Заметим, что при помощи растяжения можно заменить коэффициенты при
последнем члене уравнения (22.7) и двух последних членах в уравнении
(22.8) на произвольные ненулевые константы.

Итак, мы показали, что цепочка (22.2) дает представление сразу для
двух уравнений Пенлеве. Это приводит к существованию скрытой связи
между этими двумя уравнениями. Используя формулы (22.5), (22.6), можно
легко получить дифференциальную подстановку из P3 в P5

y(x2) = 1 +
2x

x(z′(x)− 1 + z2(x)) + (α2 − α1 − s)z(x)

и наоборот из P5 в P3

z(x) =
2xy(x2)

(2α2 − sy(x2))(y(x2)− 1)− 2x2y′(x2)
.

Впервые эта связь между P3 и P5 была обнаружена Громаком в [47]. Он
нашел также и преобразования Шлезингера для этих уравнений. Перейдем
к их выводу из дискретных симметрий системы (22.4).

Для полноты заметим, что система (22.4) допускает группу, порожден-
ную непрерывными преобразованиями

Pµ,ν :
{

f̃1 = µf1, f̃2 = νf2, g̃1 = g1/ν, g̃2 = g2/µ,

α̃j = αj , ε̃1 =
√

ν/µε1, ε̃2 =
√

µ/νε2,

Qx0 :
{

f̃j(x) = fj(x + x0), g̃j(x) = gj(x + x0),
α̃j = αj , ε̃j = exp(αjx0)εj .

Дискретная же группа порождена преобразованиями (22.3), которые после
наложения условия периодичности принимают вид

Bk :





f̃k = ε2
k(fk − 2αkfk+1/H), f̃k+1 = ε−2

k fk+1,
g̃k = ε2

k(gk + 2αkgk+1/H), g̃k+1 = ε−2
k gk+1,

α̃k = −αk, α̃k+1 = αk+1 + 2αk, ε̃k = ε−1
k , ε̃k+1 = εk+1ε

2
k,
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где H = ε2
k − fk+1gk+1, k = 1, 2, а также преобразованиями

Rk :
{

f̃k = −gk, f̃k+1 = gk+1, g̃k = −fk, g̃k+1 = fk+1,
α̃j = αj , ε̃j = εj ,

S : f̃j = fj+1, g̃j = gj+1, α̃j = αj+1, ε̃j = εj+1,

Эти преобразования удовлетворяют соотношениям

B2
j = R2

j = S2 = 1, B1S = SB2, R1S = SR2,

BiRj = RjBi, R1R2 = R2R1

и порождают группу Кокстера с графом

B1 S R1

∞ 4

Рассмотрим действие этих преобразований на уравнениях (22.8). Легко про-
веряется, что оба преобразования R1 и R2 приводят к одной и той же диф-
ференциальной подстановке

z̃ = z +
(2 + A−B)z2

x(z′ − 1 + z2) + (B − 1)z
, Ã = B − 2, B̃ = A + 2.

Преобразования B1 и B2 приводят к аналогичным подстановкам

B1 : z̃ = z +
(2−A−B)z2

x(z′ − 1− z2) + (B − 1)z
, Ã = 2−B, B̃ = 2−A,

B2 : z̃ = z +
(2 + A + B)z2

x(z′ + 1 + z2)− (B + 1)z
, Ã = −2−B, B̃ = −2−A.

Наконец, преобразование S порождает точечную замену

z̃ = 1/z, Ã = −B, B̃ = −A.

На уравнении (22.7) преобразования R1, R2, B2 действуют тождествен-
но, а преобразования S и B1 приводят соответственно к преобразованиям
Шлезингера

ỹ = 1 +
xy2(y − 1)

2ay2(y − 1)2 − (α2(y − 1)− xy′)2
, ã = a, b̃ = −α2

1/2

и

ỹ = 1+
(y − 1)h2

h2 − 2α1(y − 1)ϕh + α2
1(ϕ2 − 8a)(y − 1)2

, ã = a, b̃ = −(1+α1)2/2,

где

α2 =
√
−2b, α1 = 1−α2, h = x−(y−1)(ϕ2/4−2a), ϕ =

2
y

(
α2 − xy′

y − 1

)
.
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23 Шестое уравнение Пенлеве
Рассмотрим случай detWj = 4λ2 − γ2

j . Матрица Wj имеет вид

Wj =
(−2λ + rj −gj

fj 2λ + rj

)

где r2
j = γ2

j − fjgj . Уравнение (19.3) эквивалентно следующим соотношени-
ям:

fj = ε2
j+1uj+1 + uj , gj = ε−2

j+1vj+1 + vj ,

f ′j = rj(ε2
j+1uj+1 − uj), g′j = rj(ε−2

j+1vj+1 − vj), ε′j = αjεj .
(23.1)

После замыкания с периодом 2 и исключения переменных uj , vj получаем
систему четвертого порядка

f ′1 =
r1

1− E
(2ε2

2f2 − (1 + E)f1), g′1 =
r1

1− E
((1 + E)g1 − 2ε2

1g2),

f ′2 =
r2

1− E
(2ε2

1f1 − (1 + E)f2), g′1 =
r2

1− E
((1 + E)g2 − 2ε2

2g1),
(23.2)

где E = ε2
1ε

2
2, причем мы не теряя общности можем положить

α1 + α2 = 1/2, E′ = E.

Эта система и задает искомое представление P6. Чтобы убедиться в этом,
заметим, что она обладает первым интегралом

r1 + r2 = s = const

и допускает понижение порядка за счет введения переменной

F =
f2

ε2
1f1

.

Переменные F и r1 удовлетворяют системе




F ′ = −2α1F +
1

1− E

(
2(s− r1) + (1 + E)(2r1 − s)F − 2Er1F

2
)
,

r′1 =
1

1− E

(
E(r2

1 − γ2
1)F − ((r1 − s)2 − γ2

2)F−1
)
.

Подстановка
y(E−1) = F (x), ϕ(E−1) = r1(x) (23.3)

приводит ее к виду




y′ = 2ϕ
(y − x)(y − 1)

x(x− 1)
− 2s

x− 1
+ 2α1

y

x
+ s

x + 1
x(x− 1)

y,

ϕ′ =
1

x(x− 1)

((x

y
− y

)
ϕ2 − 2s

xϕ

y
+ (s2 − γ2

2)
x

y
+ γ2

1y
)
.

Из первого уравнения имеем

ϕ =
x(x− 1)

2(y − x)(y − 1)

(
y′ − 2α1

y

x
+

2s

x− 1
− s

x + 1
x(x− 1)

y

)
(23.4)
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и после исключения ϕ получаем P6:

y′′ =
1
2

(
1
y

+
1

y − 1
+

1
y − x

)
(y′)2 −

(
1
x

+
1

x− 1
+

1
y − x

)
y′+

+
y(y − 1)(y − x)

x2(x− 1)2

(
a + b

x

y2
+ c

x− 1
(y − 1)2

+ d
x(x− 1)
(y − x)2

)
(23.5)

где
a = 2γ2

1 , b = −2γ2
2 , 2c = (2α1 − s)2, 2d = 1− (2α2 − s)2.

Найдем преобразования Шлезингера для уравнения (23.5). В принци-
пе их можно получить из формул (15.18), но проще провести некоторые
вычисления заново. Перемножая матрицы, находим, что величины

sk = rk + rk−1,

Ik = (2βk−1 + rk−1 − (2βk − rk)Fk)/(1− Fk),

Jk = (2βk + rk)(2βk−1 + rk−1) + Fk(r2
k − γ2

k),

где Fk = fk−1/ε2
kfk, не меняются при преобразовании (19.4):

s̃k = sk, Ĩk = Ik, J̃k = Jk.

Исключение r̃k и r̃k−1 из этих трех равенств приводит к формуле

F̃k = Fk

(
(2αk − sk)/(Fk − 1)− rk

)2 − γ2
k(

(2αk − sk/(Fk − 1)− rk + 2βk − 2β̃k

)2 − γ̃2
k

, (23.6)

Здесь новые значения γk и βk можно получить, рассмотрев действие пре-
образования Bk на детерминанты матриц Wk, Wk−1, причем, как уже от-
мечалось в примере 3) раздела 15, преобразование (23.6) оказывается мно-
гозначным. Кроме того, следует помнить, что при замыкании с периодом 2
формулы для пересчета коэффициентов αj должны быть слегка модифи-
цированы (ср. с разделом 20). Например, если Bk переставляет 1-й и 3-й
множители в произведении

. . . (2λ− 2βk + γk)(2λ− 2βk − γk)(2λ− 2βk−1 + γk−1)(2λ− 2βk−1 − γk−1) . . .

то

β̃k =
1
2
(βk + βk−1) +

1
4
(γk − γk−1), β̃k−1 =

1
2
(βk + βk−1)− 1

4
(γk − γk−1),

γ̃k = βk − βk−1 +
1
2
(γk + γk−1), γ̃k−1 = βk−1 − βk +

1
2
(γk + γk−1),

причем при замыкании с периодом 2 имеем

α̃1 =
1
2
(γ1 − γ2), α̃2 = 1− 1

2
(γ1 − γ2).

При k = 1 получаем из (23.6), в силу (23.3), искомое преобразование Шле-
зингера для P6

B1 : ỹ = y
((2α1 − s)/(y − 1)− ϕ)2 − γ2

1

((2α1 − s)/(y − 1)− ϕ + 2β1 − 2β̃1)2 − γ̃2
1

,
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где ϕ задается формулой (23.4). Аналогичная подстановка B2 получается
из (23.6) при k = 2. Она сопряжена с B1 циклическим сдвигом

S : f̃j = fj+1, g̃j = gj+1, α̃j = αj+1, γ̃j = γj+1,

котрый в терминах P6 приводит к точечной замене

ỹ = x/y, ã = −b, b̃ = −a, c̃ =
1
2
− d, d̃ =

1
2
− c.

Система (23.2) инвариантна также относительно преобразований

R : f̃j(x) = fj(−x), g̃j(x) = gj(−x), α̃j = αj+1, γ̃j = γj ,

T : f̃j = gj , g̃j = fj , r̃j = −r + j, α̃j = αj+1, γ̃j = γj , s̃ = −s.

Первое из них порождает точечное преобразование P6

ỹ(x) = xy(1/x), ã = a, b̃ = b, c̃ =
1
2
− d, d̃ =

1
2
− c,

а второе приводит к дифференциальной подстановке

ỹ =
x

y

(ϕ− s)2 − γ2
2

ϕ2 − γ2
1

,

ã = a, b̃ = b, 2c̃ = (1−
√

2c)2, 2d̃ = 1− (1−
√

1− 2d)2

где ϕ задано формулой (23.4) и s = 1−√2c−√1− 2d. Заметим, что знаки
корней можно выбирать произвольно, так что последняя формула опреде-
ляет фактически 4 разных преобразования.

С другой стороны, известное преобразование P6

Q : ỹ(x) = 1− y(1− x), ã = a, b̃ = −c, c̃ = −b, d̃ = d

не выводится из дискретных симметрий системы (23.2). В этом случае реду-
цированная система приобретает по сравнению с исходной дополнительную
симметрию.

Выполняются следующие тождества

B2
j = Q2 = R2 = S2 = T 2 = (RS)2 = (ST )2 = (TR)2 = (QR)3 = (QS)4 = 1,

Bj+1 = SBjS = RBjR = TBjT,

где для простоты рассматривается только одна ветвь многозначных преоб-
разований Bj , T. Преобразования Шлезингера для P6 впервые были найде-
ны в [18], см. также [51].
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