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Модель Тирринга
Массивная модель Тирринга в пространстве Минковского:

SMT [ψ, ψ̄] =

∫
d2x

(
ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ −

πg

2
(ψ̄γµψ)2

)
. (1)

Здесь ψ(x), ψ̄(x)— поле дираковского фермиона и его дираковское
сопряжение. γ-Матрицы удовлетворяют соотношениям

γµγν + γνγµ = 2gµν , γµ+ = γ0γµγ0.

Их можно выбрать в виде

γ0 =

(
−i

i

)
, γ1 =

(
i

i

)
, γ3 = γ0γ1 =

(
1

−1

)
. (2)

Модель содержит сохраняющиеся токи

jµ = ψ̄γµψ. (3)

Если m = 0, имеется еще один сохраняющийся

jµ3 = ψ̄γ3γµψ = −ϵµνjν , ϵ01 = −ϵ10 = −1. (4)

Возбуждения: фермион, антифермион и при g > 0 нейтральные бозонные
связанные состояния.
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Модель синус-Гордона
Модель синус-Гордона:

SSG[ϕ] =

∫
d2x

(
(∂µϕ)2

8π
+ µ cosβϕ

)
. (5)

В модели есть топологическое число

q =
β

2π
(ϕ(t,+∞)− ϕ(t,−∞)) ∈ Z. (6)

Оно сохраняется на решениях, и его можно записать в виде

q =
β

2π

∫ ∞

−∞
dx ∂1ϕ(t, x) =

∫ ∞

−∞
dfµ j

µ
top, (7)

где dfµ = ϵµνdxν — одномерный элемент поверхности, а jµtop — топологический
ток:

jµtop = −
β

2π
ϵµν∂νϕ, ∂µj

µ
top = −

β

2π
ϵµν∂µ∂νϕ = 0. (8)
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Отступление. Стационарные решения уравнений поля
Рассмотрим двумерную модель одного скалярного поля с действием

S[ϕ] =

∫
d2x

(
(∂µϕ)2

2
− U(ϕ)

)
.

Предположим, что потенциал U(ϕ) обладает набором абсолютных минимумов
ϕi. Упорядочим минимумы так, чтобы ϕi < ϕi+1.

Можно сказать, что
решение ϕ(x) с конечной энергией обладает топологическим зарядом q, если

ϕ(x) → ϕi as x1 → −∞,
ϕ(x) → ϕi+q as x1 → +∞.

Теорема

В этих условиях любое нетривиальное стационарное решение ϕ(x) = φ(x1)
обладает топологическим зарядом q = ±1.

Доказательство. Стационарное решение удовлетворяет уравнению

∂21φ = U ′(φ).

Это уравнение Ньютона с потенциалом −U(φ). Точки ϕi соответствуют
максимумам этого потенциала. Поле φ, которое начинает свое «движение» а
точке ϕi может закончить только в точках ϕi±1.
Если имеется стационарное решение, можно определить семейство решений,
движущихся с произвольной скоростью −1 < v < 1:

ϕ(x) = φ

(
x1 − vx0
√
1− v2

)
.
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Отступление. Классические решения модели синус-Гордона
Имеется кинковое (q = 1) и антикинковое (q = −1) решения:

ϕ(x) = ±
4

β
arctg exp

m(x1 − vx0 − x10)√
1− v2

Бризерное решение

ϕ(x) = 4 arctg

√
1− ω2 cosωτ

ω cos
√
1− ω2ξ

, τ =
x0 − vx1 − x00√

1− v2
, ξ =

x1 − vx0 − x10√
1− v2

,

зависит от параметра ω (0 ≤ ω < 1). Это решение нестационарно, и его можно
рассматривать как связанное состояние кинка и антикинка.
Кинки, антикинки и бризеры представляют собой единственные уединенные
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Эквивалентность двух моделей
Мы увидим, что эти две модели эквиваленты, если

g = β−2 − 1, (9)

Массовый член в модели Тирринга соответствует члену с косинусом в модели
синус-Гордона, так что

µ ∼ mrβ
2−1

0 , (10)

Сохраняющиеся токи тоже совпадают

jµ = jµtop, (11)

так что фермионное число в модели Тирринга совпадает с топологическим
числом в модели синус-Гордона.
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Безмассовая модель Тирринга
Перепишем действе в переменных светового конуса:

SMT [ψ, ψ̄] =

∫
d2x (2iψ+

1 ∂̄ψ1 − 2iψ+
2 ∂ψ2 + im(ψ+

1 ψ2 −ψ+
2 ψ1)− 2πgψ+

1 ψ
+
2 ψ2ψ1).

Компоненты токов имеют вид

jz = −ψ+
1 ψ1, jz̄ = ψ+

2 ψ2. (12)

В случае m = 0 уравнения движения принимают вид

∂̄ψ1 = −iπgψ+
2 ψ2ψ1 ≡ −iπgjz̄ψ1,

∂ψ2 = iπgψ+
1 ψ1ψ2 ≡ −iπgjzψ2.

(13)

Так как ϵµν∂µjν = ∂µj
µ
3 = 0 ток jµ представляет собой градиент свободного

поля:
jµ = −

β

2π
∂µϕ̃

= −
β

2π
ϵµν∂

νϕ

. (14)

Мы будем считать поле ϕ̃ дуальным к другому полю ϕ. Оба поля
удовлетворяют уравнению Даламбера:

∂µ∂
µϕ = ∂µ∂

µϕ̃ = 0.

Решение этого уравнения можно представить в виде

ϕ(x) = φ(z) + φ̄(z̄), ϕ̃(x) = φ(z)− φ̄(z̄), (15)

Поэтому имеем

jz = −
β

2π
∂φ, jz̄ =

β

2π
∂̄φ̄. (16)
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Безмассовая модель Тирринга: квантование
Уравнения движения (13) имеют решение

ψ1(z, z̄) = F1(z)e
−i gβ

2
φ̄(z̄), ψ2(z, z̄) = F2(z̄)e

i gβ
2

φ(z),

в то время как уравнение (12) дает

β

2π
∂φ = ψ+

1 ψ1 = F1(z)F
∗
1 (z),

β

2π
∂̄φ̄ = ψ+

2 ψ2 = F2(z̄)F
∗
2 (z̄). (17)

Это позволяет найти классическое решение через две аналитические функции
Fi(z).
Что можно сделать в квантовом случае? Предположим, что поля ψi можно
представить в виде

ψi(x) = ηi

√
Ni

2π
eiαiφ(z)+iβiφ̄(z̄), ψ+

i (x) = η−1
i

√
Ni

2π
e−iαiφ(z)−iβiφ̄(z̄), (18)

где Ni — константы, а ηi — алгебраические элементы с соотношениями

η1η2 = −η2η1. (19)

Как и в классическом случае, имеем

α2 = −β1 =
gβ

2
, (20)

Однако экспоненциальный вид функций Fi кажется странным. Чтобы понять
его, рассмотрим операторные произведения операторов ψi.
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Безмассовая модель Тирринга: квантование
Имеем

ψi(x
′)ψj(x) = ηiηj

√
NiNj

2π
(z′ − z)αiαj (z̄′ − z̄)βiβj

× eiαiφ(z′)+iβiφ̄(z̄′)+iαjφ(z)+iβj φ̄(z̄). (21)

Тогда ψi(x
′)ψj(x) = −ψj(x)ψi(x

′), если

α2
i − β2

i ∈ 2Z+ 1, α1α2 − β1β2 ∈ 2Z. (22)

Теперь разложим произведение ψ+
1 (x′)ψ1(x) по степеням x′ − x:

ψ+
1 (x′)ψ1(x) =

N1

2π
(z′ − z)−α2

1
(
z̄′ − z̄

)−β2
1

× e−iα1(φ(z′)−φ(z))−iβ1(φ̄(z̄′)−φ̄(z̄)). (23)

Определим ток jz следующим образом:

jz(z, z̄) = −
∫ 2π

0

dθ

2π
ψ+
1 (z + r0e

iθ, z̄ + r0e
−iθ)ψ1(z, z̄)

для некоторого малого r0. Положим

α2
1 − β2

1 = 1. (24)

Тогда первый и третий член обратится в нуль в силу угловой зависимости, а
слагаемые, начиная с четвертого пренебрежимо малы. Только второй член
дает вклад в ток.
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Безмассовая модель Тирринга: условия на αi, βi, Ni

Получаем

jz = −N1r
−2β2

1
0

(
−iα1∂φ

2π

)
.

Сравнивая с jz = β
2π
∂φ, находим

β = −ir−2β2
1

0 N1α1. (25)

Повторив то же самое для ψ+
2 ψ2 и принимая

α2
2 − β2

2 = −1, (26)

получим

β = −ir−2α2
2

0 N2β2. (27)

Нам нужно еще два уравнения. Чтобы получить одно из них, проанализируем
массовый член.
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Модель Тирринга: массовый член
Рассмотрим массовый член −mψ̄ψ = im(ψ+

1 ψ2 − ψ+
2 ψ1). Оба слагаемых

должны быть хорошо определены и согласованы с сохранением фермионного
заряда.

Рассмотрим разложение

ψ+
2 (x′)ψ1(x) = −η1η−1

2

√
N1N2

2π
(z′ − z)−α1α2 (z̄′ − z̄)−β1β2

×
(
ei(α1−α2)φ(z)+i(β1−β2)φ̄(z̄) + · · ·

)
. (28)

Первый член выживает при усреднении по углам jz , если

α1α2 = β1β2 ⇒ α1 = −β2. (29)

В этом предположении мы можем определить

ψ+
2 ψ1(x) = −η1η−1

2

√
N1N2

2π
r−2α1α2
0 ei(α1−α2)φ(z)+i(β1−β2)φ̄(z̄).

Теперь проверим согласованность с фермионным зарядом Q. Рассмотрим
коммутатор

[O(0), Q] =

∮
dfµ j

µ(x)O(0) =

∮
dxν ϵµνj

µ(x)O(0) = −
β

2π

∮
dxν ϵµν∂

µϕ̃(x)O(0)

= −
β

2π

∮
dxν ϵµνϵ

µλ∂λϕ(x)O(0) =
β

2π

∮
dxλ ∂λϕ(x)O(0) =

β

2π
∆ϕ(x)O(0),

где ∆ обозначает приращение поля при обходе по замкнутому контуру.
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Теперь проверим согласованность с фермионным зарядом Q. Рассмотрим
коммутатор

[O(0), Q] =

∮
dfµ j

µ(x)O(0) =

∮
dxν ϵµνj

µ(x)O(0) = −
β

2π

∮
dxν ϵµν∂

µϕ̃(x)O(0)
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β
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∮
dxν ϵµνϵ

µλ∂λϕ(x)O(0) =
β

2π

∮
dxλ ∂λϕ(x)O(0) =

β

2π
∆ϕ(x)O(0),

где ∆ обозначает приращение поля при обходе по замкнутому контуру.
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Модель Тирринга: массовый член
Пусть O(x) = eαφ(z)+α′φ̄(z̄). Тогда

[O(0), Q] =
β

2π
∆(φ(z) + φ̄(z̄))eiαφ(z)+iα′φ̄(z̄)

=
iβ

2π
∆

(
α log

1

z
+ α′ log

1

z̄

)
eiαφ(0)+iα′φ̄(0) = β(α− α′)eiαφ(0)+iα′φ̄(0).

Следовательно, оператор Q коммутирует с ψ+
2 ψ1, так как α1 − α2 = β1 − β2.

Теперь зафиксируем параметр β. Положим O(x) = ψi(x). Так как оператор ψi

имеет фермионный заряд −1, имеем

ψi(0) = [ψi(0), Q] = β(αi − βi)ψi(0) = β(α1 + α2)ψi(0)

Следовательно,
α1 + α2 = β−1 ⇒ α1 − α2 = β.

Отсюда получаем

α1 = −β2 =
1

2

(
1

β
+ β

)
,

α2 = −β1 =
1

2

(
1

β
− β

)
.

(30)

Используя α2 = gβ/2, получаем соотношение между константами связи

g = β−2 − 1. (9)
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Модель Тирринга и модель синус-Гордона
Подставляя это, получаем

N1 = −N2 = ir

β2

2
+ 1

2β2 −1

0

2β2

β2 + 1
, (31)

Следовательно,

− iψ+
2 ψ1 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ,

iψ+
1 ψ2 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ.

Рассмотрим массовый вклад

im(ψ+
2 ψ1 − ψ+

1 ψ2) ∼
(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ +

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ

как возмущение. В силу «нейтральности» на бесконечной плоскости разность
#(eiβϕ)−#(e−iβϕ) одинакова в каждом члене теории возмущений. Тогда
замена (

iη1η
−1
2

)α/β
eiαϕ → eiαϕ

позволяет избавиться от алгебраических элементов ηi. Итак, имеем

i(ψ+
1 ψ2 − ψ+

2 ψ1) =
2

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0 cosβϕ, (32)

откуда находим
µ ∼ mrβ

2−1
0 , (10)

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Модель Тирринга и модель синус-Гордона
Подставляя это, получаем

N1 = −N2 = ir

β2

2
+ 1

2β2 −1

0

2β2

β2 + 1
, (31)

Следовательно,

− iψ+
2 ψ1 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ,

iψ+
1 ψ2 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ.

Рассмотрим массовый вклад

im(ψ+
2 ψ1 − ψ+

1 ψ2) ∼
(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ +

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ

как возмущение. В силу «нейтральности» на бесконечной плоскости разность
#(eiβϕ)−#(e−iβϕ) одинакова в каждом члене теории возмущений. Тогда
замена (

iη1η
−1
2

)α/β
eiαϕ → eiαϕ

позволяет избавиться от алгебраических элементов ηi. Итак, имеем

i(ψ+
1 ψ2 − ψ+

2 ψ1) =
2

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0 cosβϕ, (32)

откуда находим
µ ∼ mrβ

2−1
0 , (10)

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Модель Тирринга и модель синус-Гордона
Подставляя это, получаем

N1 = −N2 = ir

β2

2
+ 1

2β2 −1

0

2β2

β2 + 1
, (31)

Следовательно,

− iψ+
2 ψ1 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ,

iψ+
1 ψ2 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ.

Рассмотрим массовый вклад

im(ψ+
2 ψ1 − ψ+

1 ψ2) ∼
(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ +

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ

как возмущение.

В силу «нейтральности» на бесконечной плоскости разность
#(eiβϕ)−#(e−iβϕ) одинакова в каждом члене теории возмущений. Тогда
замена (

iη1η
−1
2

)α/β
eiαϕ → eiαϕ

позволяет избавиться от алгебраических элементов ηi. Итак, имеем

i(ψ+
1 ψ2 − ψ+

2 ψ1) =
2

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0 cosβϕ, (32)

откуда находим
µ ∼ mrβ

2−1
0 , (10)

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Модель Тирринга и модель синус-Гордона
Подставляя это, получаем

N1 = −N2 = ir

β2

2
+ 1

2β2 −1

0

2β2

β2 + 1
, (31)

Следовательно,

− iψ+
2 ψ1 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ,

iψ+
1 ψ2 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ.

Рассмотрим массовый вклад

im(ψ+
2 ψ1 − ψ+

1 ψ2) ∼
(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ +

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ

как возмущение. В силу «нейтральности» на бесконечной плоскости разность
#(eiβϕ)−#(e−iβϕ) одинакова в каждом члене теории возмущений.

Тогда
замена (

iη1η
−1
2

)α/β
eiαϕ → eiαϕ

позволяет избавиться от алгебраических элементов ηi. Итак, имеем

i(ψ+
1 ψ2 − ψ+

2 ψ1) =
2

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0 cosβϕ, (32)

откуда находим
µ ∼ mrβ

2−1
0 , (10)

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Модель Тирринга и модель синус-Гордона
Подставляя это, получаем

N1 = −N2 = ir

β2

2
+ 1

2β2 −1

0

2β2

β2 + 1
, (31)

Следовательно,

− iψ+
2 ψ1 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ,

iψ+
1 ψ2 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ.

Рассмотрим массовый вклад

im(ψ+
2 ψ1 − ψ+

1 ψ2) ∼
(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ +

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ

как возмущение. В силу «нейтральности» на бесконечной плоскости разность
#(eiβϕ)−#(e−iβϕ) одинакова в каждом члене теории возмущений. Тогда
замена (

iη1η
−1
2

)α/β
eiαϕ → eiαϕ

позволяет избавиться от алгебраических элементов ηi.

Итак, имеем

i(ψ+
1 ψ2 − ψ+

2 ψ1) =
2

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0 cosβϕ, (32)

откуда находим
µ ∼ mrβ

2−1
0 , (10)

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Модель Тирринга и модель синус-Гордона
Подставляя это, получаем

N1 = −N2 = ir

β2

2
+ 1

2β2 −1

0

2β2

β2 + 1
, (31)

Следовательно,

− iψ+
2 ψ1 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ,

iψ+
1 ψ2 =

1

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ.

Рассмотрим массовый вклад

im(ψ+
2 ψ1 − ψ+

1 ψ2) ∼
(
iη1η

−1
2

)
eiβϕ +

(
iη1η

−1
2

)−1
e−iβϕ

как возмущение. В силу «нейтральности» на бесконечной плоскости разность
#(eiβϕ)−#(e−iβϕ) одинакова в каждом члене теории возмущений. Тогда
замена (

iη1η
−1
2

)α/β
eiαϕ → eiαϕ

позволяет избавиться от алгебраических элементов ηi. Итак, имеем

i(ψ+
1 ψ2 − ψ+

2 ψ1) =
2

π

β2

β2 + 1
rβ

2−1
0 cosβϕ, (32)

откуда находим
µ ∼ mrβ

2−1
0 , (10)

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Модель Тирринга и модель синус-Гордона
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Модель Тирринга и модель синус-Гордона
Корреляционные функции моделей Тирринга и синус-Гордона совпадают в
каждом порядке по теории возмущений по параметру m. Это сильный
аргумент в пользу совпадения моделей.

Параметр µ модели синус-Гордона конечна и измерима. Она связана с
физической массой mphys частицы:

µ ∼ m2−β2

phys .

Коэффициент точно известен, но его вычисление выходит за рамки этих
лекций.
Таким образом, параметр m расходится:

m ∼ mphys(mphysr0)
1−β2

= mphys(mphysr0)
g/π

1+g/π , (33)

Рассмотрим операторы из лекции 1:

eiJφ = e
iJ
2β

ϕ̃
, J ∈ Z. (34)

Эти операторы изменяют топологический заряд состояния на J : q → q + J .
Для J = ±1 они представляют собой бозонные операторы рождения-
уничтожения кинков.
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Семинар: Сохранение энергии и импульса в возмущенных
конформных моделях

Рассмотрим конформную теорию поля в эвклидовом пространстве с
формальным действием S0 и тензором энергии-импульса Tµν (Tµ

µ = 0). Пусть
Φ∆(x)— примарный (первичный) оператор конформной размерности ∆.
Рассмотрим возмущенную теорию с действием

S = S0 + S1 = S0 + λ

∫
d2xΦ∆(x).

Разложим корреляторы по теории возмущений:

⟨X⟩ =
⟨Xe−S1 ⟩0
⟨e−S1 ⟩0

= ⟨X⟩0 − ⟨XS1⟩0 + ⟨X⟩0⟨S1⟩0 + · · · .

Рассмотрим компоненту T = −2πTzz тензора энергии-импульса. В
конформной теории поля она удовлетворяет соотношению

∂̄T (x) = 0

Значит
⟨∂̄T (x)Φ1(x1) · · ·ΦN (xN )⟩0 = 0, если x ̸= x1, . . . , xN .

Вопрос: Значит ли это, что это равенство сохраняется в возмущенной теории?

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Семинар: Сохранение энергии и импульса в возмущенных
конформных моделях

Рассмотрим конформную теорию поля в эвклидовом пространстве с
формальным действием S0 и тензором энергии-импульса Tµν (Tµ

µ = 0). Пусть
Φ∆(x)— примарный (первичный) оператор конформной размерности ∆.
Рассмотрим возмущенную теорию с действием

S = S0 + S1 = S0 + λ

∫
d2xΦ∆(x).

Разложим корреляторы по теории возмущений:

⟨X⟩ =
⟨Xe−S1 ⟩0
⟨e−S1 ⟩0

= ⟨X⟩0 − ⟨XS1⟩0 + ⟨X⟩0⟨S1⟩0 + · · · .

Рассмотрим компоненту T = −2πTzz тензора энергии-импульса. В
конформной теории поля она удовлетворяет соотношению

∂̄T (x) = 0

Значит
⟨∂̄T (x)Φ1(x1) · · ·ΦN (xN )⟩0 = 0, если x ̸= x1, . . . , xN .

Вопрос: Значит ли это, что это равенство сохраняется в возмущенной теории?

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Семинар: Сохранение энергии и импульса в возмущенных
конформных моделях

Рассмотрим конформную теорию поля в эвклидовом пространстве с
формальным действием S0 и тензором энергии-импульса Tµν (Tµ

µ = 0). Пусть
Φ∆(x)— примарный (первичный) оператор конформной размерности ∆.
Рассмотрим возмущенную теорию с действием

S = S0 + S1 = S0 + λ

∫
d2xΦ∆(x).

Разложим корреляторы по теории возмущений:

⟨X⟩ =
⟨Xe−S1 ⟩0
⟨e−S1 ⟩0

= ⟨X⟩0 − ⟨XS1⟩0 + ⟨X⟩0⟨S1⟩0 + · · · .

Рассмотрим компоненту T = −2πTzz тензора энергии-импульса. В
конформной теории поля она удовлетворяет соотношению

∂̄T (x) = 0

Значит
⟨∂̄T (x)Φ1(x1) · · ·ΦN (xN )⟩0 = 0, если x ̸= x1, . . . , xN .

Вопрос: Значит ли это, что это равенство сохраняется в возмущенной теории?

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Семинар: Сохранение энергии и импульса в возмущенных
конформных моделях

Рассмотрим конформную теорию поля в эвклидовом пространстве с
формальным действием S0 и тензором энергии-импульса Tµν (Tµ

µ = 0). Пусть
Φ∆(x)— примарный (первичный) оператор конформной размерности ∆.
Рассмотрим возмущенную теорию с действием

S = S0 + S1 = S0 + λ

∫
d2xΦ∆(x).

Разложим корреляторы по теории возмущений:

⟨X⟩ =
⟨Xe−S1 ⟩0
⟨e−S1 ⟩0

= ⟨X⟩0 − ⟨XS1⟩0 + ⟨X⟩0⟨S1⟩0 + · · · .

Рассмотрим компоненту T = −2πTzz тензора энергии-импульса. В
конформной теории поля она удовлетворяет соотношению

∂̄T (x) = 0

Значит
⟨∂̄T (x)Φ1(x1) · · ·ΦN (xN )⟩0 = 0, если x ̸= x1, . . . , xN .

Вопрос: Значит ли это, что это равенство сохраняется в возмущенной теории?

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Семинар: Сохранение энергии и импульса в возмущенных
конформных моделях

Рассмотрим конформную теорию поля в эвклидовом пространстве с
формальным действием S0 и тензором энергии-импульса Tµν (Tµ

µ = 0). Пусть
Φ∆(x)— примарный (первичный) оператор конформной размерности ∆.
Рассмотрим возмущенную теорию с действием

S = S0 + S1 = S0 + λ

∫
d2xΦ∆(x).

Разложим корреляторы по теории возмущений:

⟨X⟩ =
⟨Xe−S1 ⟩0
⟨e−S1 ⟩0

= ⟨X⟩0 − ⟨XS1⟩0 + ⟨X⟩0⟨S1⟩0 + · · · .

Рассмотрим компоненту T = −2πTzz тензора энергии-импульса. В
конформной теории поля она удовлетворяет соотношению

∂̄T (x) = 0

Значит
⟨∂̄T (x)Φ1(x1) · · ·ΦN (xN )⟩0 = 0, если x ̸= x1, . . . , xN .

Вопрос: Значит ли это, что это равенство сохраняется в возмущенной теории?

Михаил Лашкевич Лекция 2. Бозонизация модели Тирринга



Семинар: Сохранение энергии и импульса в возмущенных
конформных моделях

Рассмотрим операторное разложение

T (x)Φ∆(x′) =
∆Φ∆(x′)

(z − z′)2
+
∂′Φ∆(x′)

z − z′
+O(1)

= ∆Φ∆(x′) ∂
1

z − z′
+
∂′Φ∆(x′)

z′ − z
+O(1).

Задача: найти интеграл
∫
d2x′ Φ∆(x′)∂̄T (x). Использовать тождество

∂̄(z−1) = πδ(x).
Ответ: ∫

d2x′ Φ∆(x′)∂̄T (x) = π(1−∆)∂Φ∆(x).

Отсюда получаем в первом порядке по теории возмущений

∂̄T (x) = ∂Θ(x), Θ(x) = 2πTzz̄(x) = −π(1−∆)λΦ(x) +O(λ2).

Точен ли этот результат, не нарушается ли он в высших порядках? Точен, если

(z′ − z)Φ(x′)

(∫
d2yΦ(y)

)k

T (x) = o(1).
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Семинар: Сохранение энергии и импульса в возмущенных
конформных моделях

Рассмотрим операторное разложение

T (x)Φ∆(x′) =
∆Φ∆(x′)

(z − z′)2
+
∂′Φ∆(x′)

z − z′
+O(1)

= ∆Φ∆(x′) ∂
1

z − z′
+
∂′Φ∆(x′)

z′ − z
+O(1).

Задача: найти интеграл
∫
d2x′ Φ∆(x′)∂̄T (x). Использовать тождество

∂̄(z−1) = πδ(x).
Ответ: ∫

d2x′ Φ∆(x′)∂̄T (x) = π(1−∆)∂Φ∆(x).

Отсюда получаем в первом порядке по теории возмущений

∂̄T (x) = ∂Θ(x), Θ(x) = 2πTzz̄(x) = −π(1−∆)λΦ(x) +O(λ2).
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Семинар: Сохранение энергии и импульса в возмущенных
конформных моделях

Для модели синус-Гордона мы можем принять

S0 =

∫
d2x

(∂µϕ)2

8π
, Φ∆ = − cosβϕ, λ = µ, ∆ =

β2

2
.

Тогда

T (x) = −
1

2
(∂ϕ)2, T̄ (x) = −

1

2
(∂̄ϕ)2, Θ(x) = π(1− β2/2)µ cosβϕ+O(µ2).

(35)
Буквально так этот результат не точен. Но можно модифицировать тензор
энергии-импульса так, чтобы получить точный ответ в первом порядке.
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