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Алгебра Фаддеева—Замолодчикова

Вспомним алгебру Фаддеева—Замолодчикова:

V α1 (θ1)V α2 (θ2)−
∑
α′1α
′
2

S(θ1−θ2)α1

α′1

α2

α′2
V α
′
2 (θ2)V α

′
1 (θ1) = 2πCα1α2δ(θ1−θ2−iπ)

− 2π
∑
α′1,α

′
2

Cα
′
1α
′
2S(−iπ)α2α1

α′2α
′
1
δ(θ1 − θ2 + iπ), (1)

где
θi ∈ C⇒ ≡ R ∪ (R− iπ). (2)

При этом V α(θ) с θ ∈ R имеют смысл операторов уничтожения, а

V +
α (θ) =

∑
β

CαβV
β(θ − iπ) (θ ∈ R) (3)

— операторов рождения.
Определим нормальное упорядочение

:X: = X, если X = V +
β1

(ϑ1) · · ·V +
βL

(ϑL)V αK (θK) · · ·V α1 (θ1), θi, ϑj ∈ R;

:XV α1 (θ1)V α2 (θ2)Y : =
∑
α′1α
′
2

Sα1α2

α′1α
′
2

(θ1 − θ2) :XV α
′
2 (θ2)V α

′
1 (θ1)Y : . (4)

Тривиальный пример: если S(θ) = ±1 мы имеем операторы рождения-
уничтожения свободных бозонов или фермионов.
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Трансляционно-инвариантные операторы

Определим оператор

O(x) =
∞∑
n=0

1

n!

∑
{αi}

n∏
i=1

∫
C⇒

dθi

2π
e−ix

∑n
i=1 Pαi (θi)FO(θ1, . . . , θn)α1...αn

× :V αn (θn) · · ·V α1 (θ1): , (5)

заданный бесконечным набором мероморфных функций FO(θ1, . . . , θN )
(формфакторов) комплексных переменных θi.

Здесь

P 0
α(θ) = mα ch θ, P 1

α(θ) = mα sh θ.

Сходимость интегралов в мнимом времени требует, чтобы формфакторы
росли медленнее, чем eτe

θ
с любым положительным τ .

Трансляционная инвариантность:

i∂µO(x) = [O(x), Pµ], (6)

где Pµ — оператор импульса:

Pµ =
∑
α

∫
R

dθ

2π
Pαµ(θ)V +

α (θ)V α(θ) ⇒ [Pµ, V
α(θ)] = −Pαµ(θ)V α(θ). (7)

Так как P0 = H — гамильтониан, оператор O(x) является решением уравнения
Гайзенберга.
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Лоренц-инвариантные операторы

Потребуем от операторов лоренц-инвариантности в виде:

FO(θ1 + λ, . . . , θn + λ)α1...αn = esOλFO(θ1, . . . , θn)α1...αn . (8)

Число sO называется лоренцевым спином оператора.

Отсюда следует, что

i(xµ∂ν − xν∂µ)O(x) = εµν (isOO(x) + [O(x), L]) , (9)

где оператор момента L определяется как

L = i

∫
R

dθ

2π
V +
α (θ)

d

dθ
V α(θ) ⇒ [L, V α(θ)] = −i

d

dθ
V α(θ). (10)

При преобразовании Лоренца, характеризуемом быстротой λ, корреляционные
функции операторов будут умножаться на постоянный множитель:〈

n∏
i=1

O(zi, z̄i)

〉
= eλ

∑
sOi

〈
n∏
i=1

O(zie
λ, z̄ie

−λ)

〉
.
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V α(θ). (10)

При преобразовании Лоренца, характеризуемом быстротой λ, корреляционные
функции операторов будут умножаться на постоянный множитель:〈

n∏
i=1

O(zi, z̄i)

〉
= eλ

∑
sOi

〈
n∏
i=1

O(zie
λ, z̄ie

−λ)

〉
.
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Матричные элементы операторов
На вещественной оси функции FO являются матричными элементами:

〈vac|O(x)|θ1, . . . , θn〉α1...αn = e−ix
∑n
i=1 Pαi (θi)FO(θ1, . . . , θn)α1...αn (11)

при θ1 > · · · > θn.

Более общо,

β1...βn′
〈ϑ1, . . . , ϑn′ |O(x)|θ1, . . . , θn〉α1...αn

=
∑
{β′i}

e−ix
∑n
i=1 Pαi (θi)+ix

∑n′
i=1 Pβi

(ϑi)
n′∏
i=1

Cβiβ′i

× FO(θ−1 , . . . , θ
−
n , ϑ

+
n′ − iπ, . . . , ϑ

+
1 − iπ)α1...αnβ

′
n′ ...β

′
1
, (12)

если θ1 > . . . > θn, ϑ1 > . . . > ϑn′ , θ± = θ ± i0.
Графически это равенство можно изобразить так:

θ1

α1

θ2

α2

θ3

α3 · · ·
θn

αn

β1

ϑ1

β2

ϑ2· · ·
βn′

ϑn′

O(x) =

θ1

α1

θ2

α2

θ3

α3 · · ·
θn

αn

β̄1

ϑ1 − iπ

β̄2

ϑ2 − iπ· · ·
β̄n′

ϑn′ − iπ

O(x)
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Корреляционные функции

Корреляционные функции могут быть записаны в виде спектральных
разложений. Например, двухточечная функция:

〈O1(x)O2(0)〉 =
∞∑
n=0

1

n!

∑
{αi},{α′i}

∫
R

dnθ

(2π)n
e−ix

∑n
i=1 Pαi (θi)

n∏
i=1

Cαiα
′
i

× FO1
(θ1, . . . , θn)α1...αnFO2

(θn − iπ, . . . , θ1 − iπ)α′n...α
′
1
. (13)

Эта формула позволяет эффективно вычислять корреляционные функции,
только когда ряд убывает. Это верно для больших расстояний между
операторами. Действительно, рассмотрим операторы, разделенные мнимым
временем τ . Тогда множитель∣∣∣e−ix∑n

i=1 Pαi (θi)
∣∣∣ = e−τ

∑
imαi ch θi ≤ e−τ

∑
imαi

экспоненциально быстро убывает с числом частиц, причем тем быстрее, чем
больше τ .
Условие эрмитовости:

O+(x) = O(x) ⇔
(FO(θ1, . . . , θn)α1...αn )∗ =

∑
{α′i}

n′∏
i=1

Cαiα′i
· FO(θn − iπ, . . . , θ1 − iπ)α′n...α

′
1

(∀n ∈ Z≥0, θi ∈ R). (14)
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Циклическое свойство

Постулируем циклическое свойство:

FO(θ1, θ2, . . . , θn)α1α2...αn =
∑
α′1

(Ω−1(O))
α′1
α1FO(θ2, . . . , θn, θ1 − 2πi)α2...αnα

′
1
.

(15)
Здесь Ω(O) —некоторая постоянная матрица.

Графически

θ1

α1

θ2

α2

· · ·
θn−1

αn−1

θn

αn

O(x) =

θ1 − 2πi

α1

Ω−1

θ2

α2

· · ·
θn−1

αn−1

θn

αn

O(x)

Нетрудно проверить, что

S12(θ)Ω1(O)Ω2(O) = Ω1(O)Ω2(O)S12(θ). (16)
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Перестановочное свойство

Постулируем перестановочное свойство:

FO(. . . , θi, θi+1, . . .)...αiαi+1...

=
∑

α′iα
′
i+1

S(θi − θi+1)
α′iα
′
i+1

αiαi+1
FO(. . . , θi+1, θi, . . .)...α′i+1α

′
i...
. (17)

θ1

α1

· · ·
θi

αi

θi+1

αi+1

· · ·
θn

αn

O(x) =

θ1

α1

· · ·
θi

αi

θi+1

αi+1
· · ·

θn

αn

O(x)
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Кинематический полюс
Пока что не было никаких условий, которые связывают формфакторы с
различным количеством частиц. Постулируем следующее условие
кинематического полюса.

Формфакторы имеют полюсы на границе физического листа
0 ≤ Im(θi − θi+1) ≤ π в точках θi − θi+1 = iπ. Вычет в полюсе для (n+ 2)-
частичного формфактора выражается через n-частичный формфактор:

Res
ϑ′=ϑ

FO(ϑ′ + iπ, ϑ, θ1, . . . , θn)β′βα1...αn =

= i
∑

β′′,{α′i}

Cβ′β′′

δβ′′β δα
′

α −
∑
{γi}

Ωβ
′′
γn

(O)δγ0
β

n∏
i=1

S(ϑ− θi)γiγi−1

α′i
αi


× FO(θ1, . . . , θn)α′1...α

′
n
. (18)

ϑ

β

β̄′
ϑ′

θ1

α1

θ2

α2

· · ·
θn

αn

O(x)−i Res
ϑ′=ϑ =

ϑ

β

β̄′
ϑ′

θ1

α1

θ2

α2

· · ·
θn

αn

O(x) −

ϑ

β

Ω

β̄′
ϑ′

θ1

α1

θ2

α2

· · ·
θn

αn

O(x)
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Согласованность с циклическим свойством
Проверим согласованность с циклическим условием. С одной стороны
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С другой стороны, тот же вычет можно записать в виде
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Согласованность с циклическим свойством

Итак, ∑
α,β

CαβΩαα′ (O)Ωβ
β′ (O) = Cα′β′ . (19)

Всегда можно выбрать базис из нейтральных и заряженных частиц. В нем
матрица C будет иметь блочно-диагональный вид:

1 для нейтральной частицы α блок 1× 1 вида Cα = 1;
2 для пары заряженных частиц α, ᾱ блоки 2× 2 вида Cα = σ2.

Дополнительной заменой базиса матрицу Ω можно диагонализовать:
Ω = diag(Ωα). Тогда

ΩαΩᾱ = 1.

В частности, для нейтральных частиц Ωα = ±1. Кроме того, в C-
симметричной модели Ωᾱ = Ω∗α, так что |Ωα| = 1.
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ΩαΩᾱ = 1.

В частности, для нейтральных частиц Ωα = ±1. Кроме того, в C-
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ΩαΩᾱ = 1.

В частности, для нейтральных частиц Ωα = ±1.

Кроме того, в C-
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Динамические полюсы

Второй тип полюсов происходит от связанных состояниях и называется
динамическими полюсами.

Пусть имеется набор связанных состояний γ
состояний β′ и β. Тогда формфакторы имеют полюс при θi − θj = iuγ

β′β и

Res
ϑ′=ϑ

FO(ϑ′ + iūβ̄
γ̄β′ , ϑ− iū

β̄′

β̄γ
, θ1, . . . , θn)β′βα1...αn

= i
∑
γ

Γγ
β′βFO(ϑ, θ1, . . . , θn)γα1...αn . (20)

Графически

ϑ
′ +

iū
β̄
γ̄
β
′
β′

ϑ
−
iū
β̄
′

β
γ̄

β

θ1

α1

θ2

α2

· · ·
θn

αn

O(x)−i Res
ϑ′=ϑ =

ϑ
′ +

iū
β̄
γ̄β
′
β′

ϑ
−
iū
β̄
′

β
γ̄

β

Γ

θ1

α1

θ2

α2

· · ·
θn

αn

O(x)
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Произведение операторов

Рассмотрим произведение O1(x)O2(y) двух операторов при условии

x0 = y0 + 0, x1 > y1. (21)

Пусть ξ = {ξi}ki=1. Обозначим
−→
ξ = (ξ1, . . . , ξk),

←−
ξ = (ξk, . . . , ξ1),

−−−−→
V α(ξ) = V α1 (ξ1) · · ·V αk (ξk), Pα(ξ) =

∑
Pαi (ξi) и т. п.

Тогда

O1(x)O2(y) =
∞∑

m,n,k=0

1

m!n!k!

∑
{αi},...,{γ′i}

∫
R

dkξ

(2π)k

∫
C⇒

dmθ

(2π)m

∫
C⇒

dnϑ

(2π)n

× e−iPγ(ξ)(x−y)−iPα(θ)x−iPβ(ϑ)y

× Cγγ
′
FO1

(
−→
ξ−,
−→
θ )−→γ −→α FO2

(
−→
ϑ ,
←−−−−−
ξ+ − iπ)−→

β
←−
γ′

:
←−−−−
V α(θ)

←−−−−
V β(ϑ): . (22)

Графически

O1(x)O2(y) =

V (ϑ)

α

γ

V (θ)

β

O2(x) O1(x)
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Коммутирование операторов: сдвиг контуров

Чтобы прокоммутировать операторы, сдвинем контур интегрирования по ξi
вверх на iπ:

θj + iπ

θj + iu

ϑk

ϑk + iū

0

iπ

O1(x)O2(x) =

∞∑
m,n,k=0

1

m!n!k!

∑
{αi},...,{γ′i}

∫
R

dkξ

(2π)k

∫
C⇒

dmθ

(2π)m

∫
C⇒

dnϑ

(2π)n

× eiPγ(ξ)(x−y)−iPα(θ)x−iPβ(ϑ)y

× Cγγ
′
FO1

()FO2
(
−→
ϑ ,
←−
ξ−)−→

β
←−
γ′′

×
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C⇒

dnϑ

(2π)n

× eiPγ(ξ)(x−y)−iPα(θ)x−iPβ(ϑ)y

× Cγγ
′
Ωγ
′′

γ′ FO1
(
−→
θ ,
−−−−−→
ξ+ − iπ)−→α−→γ FO2

(
−→
ϑ ,
←−
ξ−)−→

β
←−
γ′′

× :
←−−−−
V β
′
(ϑ)
←−−−−
V α
′
(θ):

∏
i,j

S(θi − ϑj)
αiβj
α′iβ
′
j
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Коммутирование операторов: кинематические полюсы
Рассмотрим вклад кинематического полюса от θ1 в интеграл по ξk:

− e−iP(γ)k
((ξ)k)(x−y)−iP(α)1

((θ)1)x−i(Pβ(ϑ)+Pα1
(θ1))y

×
∑

{α},...,{δ′}
C(γ)1(γ′)1FO1

(
(
−→
ξ−)k, (

−→
θ )1

)
(
−→
γ′′)k(

−→
α′)1

FO2

(
−→
ϑ , θ1, (

←−−−−−
ξ+ − iπ)k

)
−→
β ,α′1,(

←−γ )1

×
(
δα
′

α δγ
′′
γ − δδ1α1

δ
α′1
δ′
k

Ω
δ′1
δm

(O1)

k−1∏
i=1

S(θ1 − ξi + 2πi)
δ′i+1

δ′i

γ′′i
γi

m∏
i=2

S(θ1 − θi)δiδi−1

α′i
αi

)

× :
←−−−−
V α(θ)

←−−−−
V β(ϑ): ,

где (ξ)j = {ξi}i 6=j .

Графически

i Res
ξk=θ1

β
ϑ

(α)1
θ

(γ)k γk

α1

O1

O2

= −

β
ϑ

(α)1
θ

(γ)k

α1
O1

O2

+

β
ϑ

(α)1
θ

(γ)k

α1

Ω1 O1

O2

= −

β
ϑ

(α)1
θ

(γ)k

α1

O1

O2
+

β
ϑ

(α)1
θ

(γ)k

α1

Ω1

O1

O2
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ϑ
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θ
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Коммутирование операторов: кинематические полюсы
Перепишем это равенство по-другому:

ϑ
β

θ
α

γ

O1

O2

+ i Res
ξk+1=ϑ1

(ϑ)1

(β)1

θ
α

γ
γk+1

ϑ1

β1

O1

O2

=

(ϑ)1

(β)1

θ
α

γ

ϑ1

β1

Ω1

O1

O2

Многократно применяя эту процедуру (и аккуратно учитывая
комбинаторику) получаем правило:

ϑ
β

θ
α

γ

O1

O2

−→

ϑ

Ω⊗n1β

θ
α

γ

O1

O2

При этом V (ϑ) оказываются

слева от V (θ): :
←−−−−
V β(ϑ)

←−−−−
V α(θ): .

⇒ разложение для O2(y)O1(x).
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Коммутирование операторов: динамические полюсы
Но мы не учли динамические полюсы.

Динамические полюсы встречаются
всегда парами: один от O1 и один от O2.

−i Res
ξk=θ1+

+iuδγkα1

(β)n
(ϑ)n

(α)1
θ

(γ)k

O1

O2

=

(β)n
(ϑ)n

(α)1

(θ)1

(γ)k
γ

δ

θ1
α1

O1

O2

, i Res
ξk=ϑn+

+iūδ
′
βnγk

(β)n
(ϑ)n

(α)1
θ

(γ)k
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+iūδ
′
βnγk

(β)n
(ϑ)n

(α)1
θ

(γ)k

O1

O2

=

(β)n
(ϑ)n

(α)1

(θ)1

(γ)k
δ′

γ′

ϑn
βn

O1

O2

В итоге суммы вкладов сокращается:

(β)n
(ϑ)n

(α)1

(θ)1

(γ)k
γ

δ

θ1
α1

O1

O2

−

(β)n
(ϑ)n

(α)1

(θ)1

(γ)k
δ′

γ′

ϑn
βn

O1

O2

=
ϑn=θ1
βn=α1
γ′=δ̄
δ′=γ̄

0.

Михаил Лашкевич Лекция 14. Точные формфакторы



Коммутирование операторов: динамические полюсы
Но мы не учли динамические полюсы. Динамические полюсы встречаются
всегда парами: один от O1 и один от O2.

−i Res
ξk=θ1+

+iuδγkα1

(β)n
(ϑ)n

(α)1
θ

(γ)k

O1

O2

=

(β)n
(ϑ)n

(α)1

(θ)1

(γ)k
γ

δ

θ1
α1

O1

O2

, i Res
ξk=ϑn+

+iūδ
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Взаимная локальность
Пусть∑
{α′i}

n∏
i=1

Ω
α′i
αi (OI)FOJ (θ1, . . . , θn)α′1...α

′
n

= C(OI , OJ )FOJ (θ1, . . . , θn)α1...αn ,

(23)
для любого набора частиц.

Этому условию нетрудно удовлетворить,
поскольку в подходящем базисе левая часть равна

∏
α Ωα, причем вклады

частицы и античастицы сокращаются. Тогда мы будем говорить, что
операторы O1 и O2 взаимно-квазилокальны и

O1(x)O2(y) =

{
C(O1, O2)O2(y)O1(x), x0 = y0, x1 > y1;

C−1(O2, O1)O2(y)O1(x), x0 = y0, x1 < y1.
(24)

Произведение

e2πiω(O1,O2) = Ω(O1, O2) = C(O1, O2)C(O2, O1) (25)

называют индексом взаимной локальности, а величину ω—показателем
взаимной локальности. В эвклидовой плоскости имеем

O1(ze2πi, z̄e−2πi)O2(0, 0) = Ω(O1, O2)O1(z, z̄)O2(0, 0).

Пусть

Aα(x) =

∫
C⇒

dθ

2π
e−iPα(θ)xV α(θ) + · · ·

—некоторый локальный оператор, уничтожающий частицу сорта α (и
рождающий ее античастицу). Тогда

Ωα(O) = C(O,Aα) = Ω(O,Aα) (26)
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Теорема и гипотеза Смирнова

Тем самым мы получили

Теорему Смирнова

Если наборы формфакторов двух операторов удовлетворяют формфакторным
аксиомам, т.е. ограничению на рост, условиям лоренцева спина, цикличности,
перестановки, кинематического и динамического полюсов, эти операторы
взаимно-квазилокальны с индексом квазилокальности, определенным выше.

Имеется обратная к этой теореме

Гипотеза Смирнова

Для любого набора взаимно-квазилокальных операторов наборы
формфакторов этих операторов удовлетворяют формфакторным аксиомам.
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Модель Изинга
Рассмотрим случай S(θ) = −1, что соответствует свободному фермиону или
модели Изинга:

V (θ1)V (θ2) + V (θ2)V (θ1) = 2πδ(θ1 − θ2 − iπ) + 2πδ(θ1 − θ2 + iπ).

Поле свободного фермиона:

ψ±(x) = ±
√
m

2

∫
C⇒

dθ

2π
e−iP (θ)x± 1

2
(θ+ iπ

2
)V (θ), sψ± = ±

1

2
, Ω1(ψ±) = −1.

(27)
Формфакторы свободного фермиона:

Fψ± (θ1, . . . , θn)

= ±δn1

√
m

2
e±

1
2

(θ1+ iπ
2

).

Для тензора энергии-импульса

Tzz = −
i

2
:ψ+ ∂ψ+: , Tz̄z̄ =

i

2
:ψ− ∂̄ψ−: , Tzz̄ =

im

2
:ψ+ψ−: , (28)

имеем ненулевые формфакторы только при n = 2:

FTzz (θ1, θ2) =
im2

4
eθ1+θ2 sh

θ1 − θ2
2

, sTzz = 2, Ω1(Tzz) = 1,

FTz̄z̄ (θ1, θ2) =
im2

4
e−θ1−θ2 sh

θ1 − θ2
2

, sTz̄z̄ = −2, Ω1(Tz̄z̄) = 1,

FTzz̄ (θ1, θ2) =
im2

4
sh
θ1 − θ2

2
, sTzz̄ = 0, Ω1(Tzz̄) = 1.

(29)
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Модель Изинга
Найдем минимальный формфактор, то есть функцию R(θ), такую, что

R(θ) = R(2πi− θ), R(θ) = S(θ)R(−θ), (30)

не имеющую полюсов на физическом листе 0 ≤ Im θ ≤ π кроме точки θ = iπ.

В случае модели Изинга минимальный формфактор равен

R(θ) =

th
θ

2

.

Можно ввести два поля σ(x) и µ(x) с формфакторами

Fσ(θ1, . . . , θ2n) = inGσm
1/8

2n∏
i<j

th
θi − θj

2
, sσ = 0, Ω1(σ) = −1, (31)

Fµ(θ1, . . . , θ2n+1) = in−1Gµm
1/8

2n+1∏
i<j

th
θi − θj

2
, sµ = 0, Ω1(µ) = 1. (32)

По свойствам взаимной локальности имеется четыре класса операторов:
{ε}: Бозонные четные операторы с Ω1(O) = 1. Это семейство включает в себя,

например, 1 и Tµν .
{µ}: Бозонные нечетные операторы с Ω1(O) = 1. Семейство включает µ.
{σ}: Бозонные четные операторы с Ω1(O) = −1. Семейство включает σ.
{ψ}: Фермионные нечетные операторы с Ω1(O) = −1. Семейство включает ψ±.
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Модель Изинга: взаимная локальность

Для представителей этих классов имеем (x0 = y0)

ε(x)ε(y) = ε(y)ε(x),

ε(x)µ(y) = µ(y)ε(x), ε(x)σ(y) = σ(y)ε(x), ε(x)ψ(y) = ψ(y)ε(x),

µ(x)µ(y) = µ(y)µ(x),

µ(x)σ(y) = sign(x1 − y1)σ(y)µ(x), µ(x)ψ(y) = sign(x1 − y1)ψ(y)µ(x),

σ(x)σ(y) = σ(y)σ(x), σ(x)ψ(y) = − sign(x1 − y1)ψ(y)σ(x),

ψ(x)ψ(y) = −ψ(y)ψ(x).

(33)

Имеется три сектора взаимно-локальных операторов:
«бозонный» сектор {ε, µ};
«фермионный» сектор {ε, ψ};
«двойственный бозонный» сектор {ε, σ}.

Бозонный и двойственный бозонный сектор отвечают параметру беспорядка и
параметру порядка при T < Tc. По двойственности Крамерса—Ваннье они
меняются местами при T > Tc.
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Модель sh-Гордона
Рассмотрим более общую S-матрицу. Уравнения на минимальный
формфактор

R(θ) = R(2πi− θ), R(θ) = S(θ)R(−θ), (30)

в случае одной частицы можно по правилу

S(θ) = exp i

∫ ∞
0

dt

t
f(t) sin θt ⇒ R(θ) = R0 exp

∫ ∞
0

dt

t

f(t)(cos(θ − iπ)t− 1)

2 shπt
,

(34)
В модели sh-Гордона имеем

R(θ) = exp

(
4

∫ ∞
0

dt

t

sh πt
2

sh πpt
2

sh
π(p+1)t

2

sh2 πt
cos(θ − iπ)t

)
. (35)

Можно проверить, что

R(θ)R(θ + iπ) =
sh θ

sh θ − i sinπp
= 1/f(e−θ), f(z) = 1 +

2i sinπp

z − z−1
. (36)

Функция f(z) обладает свойством

f(eθ)

f(e−θ)
= S(θ). (37)

Кроме того, положим
ρ = (−R(iπ) sinπp)−1/2. (38)
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Модель sh-Гордона

Тогда

FO(θ1, . . . , θn) = ρn
n∏
i<j

R(θi − θj) · JO(eθ1, . . . , e
θ
n), (39)

где JO(x1, . . . , xn) —рациональные симметричные функции с полюсами в
точка xi = −xj :

Res
z′=−z

JO(z′, z, x1, . . . , xn) = −iz sinπp·
(

n∏
i=1

f

(
z

xi

)
−

n∏
i=1

f
(xi
z

))
J(x1, . . . , xn).

(40)
Функции

Ja(x1, . . . , xn) =
∑

In=I−tI+

eiπa(#I−−#I+)
∏
i∈I−
j∈I+

f

(
xi

xj

)
, (41)

удовлетворяют (40) и дают формфакторы операторов eαϕ(x)/〈eαϕ(0)〉, где

a =
1

2
− α

√
(−p)(1 + p)

2
.
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