
Ëåêöèÿ 2

Ôëóêòóàöèè è òåîðåòèêî-ïîëåâàÿ ìîäåëü. Ãèïîòåçà ïîäîáèÿ è êðèòè÷åñêèå èíäåêñû.

Ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ ìû êîí÷èëè íà òîì, ÷òî ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ íå âïîëíå ñàìîñîãëà-
ñîâàííî è âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè äîëæíà èãðàòü çíà÷èòåëüíóþ ðîëü êîððåëÿöèÿ ìåæäó áëèçêî
ëåæàùèìè ñïèíàìè. Ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ èñõîäèëî èç òîãî, ÷òî óìåíüøåíèå ñðåäíåãî ñïèíà
ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñïèí âñå ñèëüíåå è ñèëüíåå ¾áîëòàåòñÿ¿ â ñðåäíåì ïîëå
âñåé ðåøåòêè. Íî íà ñàìîì äåëå îí ¾áîëòàåòñÿ¿ ñêîðåå â ñðåäíåì ïîëå áëèæàéøèõ ê íåìó óçëîâ,
êîòîðîå ìîæåò áûòü ñèëüíåå ñðåäíåãî ïîëÿ âñåé ðåøåòêè, îñîáåííî âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè, ãäå
îñòðîâêè óïîðÿäî÷åíèÿ ìîãëè áû âîçíèêàòü è íà ôîíå â ñðåäíåì íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû. Äà-
âàéòå ðàçîáüåì ñèñòåìó íà áëîêè Bi ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ri, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò Ni ≫ 1
ñïèíîâ, íî âñå-òàêè ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàçöîì. Ñëåäîâàòåëüíî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â
òàêîé áëîê áóäåò îáëàäàòü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φi. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïðî-
ñóììèðîâàòü ïî ñïèíàì âíóòðè áëîêîâ ïðè äàííîì φi, à îñòàâøååñÿ ñóììèðîâàíèå çàìåíèòü íà
èíòåãðèðîâàíèå ïî dφi. Ðàç ñïèíû õîðîøî ñêîððåëèðîâàíû â äîâîëüíî áîëüøèõ îáëàñòÿõ, òî íàáîð
÷èñåë φi ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé φ(r), à èíòåãðèðîâàíèå ïî

∏
i φi çàìå-

íèòü íà êîíòèíóàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî Dφ. Ïîçäíåå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ÿâíî êîððåêòíîñòü
ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé íà ïðèìåðå äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà ñî âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî áëèæàéøèõ
ñîñåäåé.

Ïóñòü ðåøåòêà ðàçáèòà íà áëîêè Bi èç Ni óçëîâ. Äàâàéòå íàïèøåì ñòàòñóììó:

Z =
∑
{r}

e−βE[{r}] ≃
∫ ∏

i

dφi e−βFi(φi)
∏
i<j

e−βEij(φi,φj),

ãäå

e−βFi(φ) =
∑

{σr}r∈Bi

e−βE({σr}r∈Bi
)δ

(
φ − 1

Ni

∑
r∈Bi

σr

)

� ñòàòñóììà áëîêà ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, à Eij � ïîäõîäÿùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
äëÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ áëîêîâ ñ äàííûìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà. Çàìåíÿÿ êðàòíîå èíòåãðè-
ðîâàíèå êîíòèíóàëüíûì, ïîëó÷èì

Z =
∫

Dφe−βF [φ]. (1)

Çäåñü F [φ] � ôóíêöèîíàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êîòîðûé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ðàçáèòü íà
ñóììó ñâîáîäíûõ ýíåðãèé áëîêîâ è ñóììó ýíåðãèé âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ áëîêîâ. Âáëèçè
êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïåðâûé âêëàä ëåãêî èçâëå÷ü èç ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó. Ïåðåîïðåäåëèì A′ →
adA′, B → adB, h → adh, òàê ÷òîáû îíè îòíîñèëèñü ê åäèíèöå îáúåìà, à íå ê óçëó ðåøåòêè. Êðîìå
òîãî, äëÿ íåïðåðûâíîãî ðàäèóñ âåêòîðà âìåñòî æèðíîãî çíà÷êà r ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâó
x = (xµ)d

µ=1. Ïðè ýòîì áóäåì èìåòü ââèäó, ÷òî íîâûå ïåðåìåííûå óæå íå ïðèâÿçàíû æåñòêî ê
ðåøåòêå è ìû ìîæåì ñîãëàñîâàííî ìåíÿòü èõ ìàñøòàá. Äëÿ àääèòèâíîé ÷àñòè ïîëó÷àåì

F1[φ] = F0 +
∫

ddx
(
A′τφ2(x) + Bφ4(x) − h(x)φ(x)

)
.

Çäåñü ìû òàêæå ââåëè äëÿ áîëüøåé îáùíîñòè íåîäíîðîäíîå âíåøíåå ïîëå h(x). Âêëàä ýíåðãèè
âçàèìîäåéñòâèÿ äîëæåí áûòü ëîêàëåí. Â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ïî ãðàäèåíòàì èìååì

F2[φ] =
∫

ddxK(∇φ(x))2.

Èòàê, ïîëó÷àåì

F [φ|h] = F0 +
∫

ddx
(
A′τφ2(x) + Bφ4(x) + K(∇φ(x))2 − h(x)φ(x)

)
. (2)

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà (1) ñ ôóíêöèîíàëîì ñâîáîäíîé ýíåðãèè (2) èìååò âèä, õàðàêòåðíûé äëÿ
êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòàòñóììó êàê ôóíêöèîíàë
îò âíåøíåãî ïîëÿ h ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Z[h].
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Äàâàéòå âû÷èñëèì ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ

G(x, x′) ≡ ⟨φ(x)φ(x′)⟩ =
1

Z[0]

∫
Dφ φ(x)φ(x′)e−βF [φ|0] =

1
Z[0]

δ2Z[h]
δh(0)δh(x)

∣∣∣∣
h=0

. (3)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé τ > 0. Åñëè ôëóêòóàöèè äîñòàòî÷íî ìàëû, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü
âêëàäîì, ñîäåðæàùèì φ4. Òîãäà ôóíêöèîíàë F [φ] êâàäðàòè÷åí ïî φ è ïðàâàÿ ÷àñòü (3) âû÷èñëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì. Èìåííî, ïðåäñòàâèì êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

F [φ] ≡ F [φ|0] = F0 +
∫

ddx
(
A′τφ2 + B(∇φ)2

)
. (4)

â âèäå

βF [φ] =
1
2
(Kφ, φ)

ñ íåêîòîðîé ýðìèòîâîé ñêîáêîé (·, ·) è ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì K. Òîãäà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

KG(x, x′) = δ(x − x′),

ãäå îïåðàòîð K äåéñòâóåò íà G(x, x′) êàê íà ôóíêöèþ ïåðåìåííîé x. Â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ýòî
óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ôóðüå.

Èòàê, â íàøåì ñëó÷àå

(φ, χ) =
∫

ddxφ(x)χ(x), K = 2TA′τ − 2TK∇2.

Ïåðåõîäÿ ê Ôóðüå-îáðàçó ñ îáû÷íîé ïîäñòàíîâêîé ∇ → ik (∂µ → ikµ), ïîëó÷àåì

G(x, x′) =
Tc

2K

∫
ddk

(2π)d

eik(x−x′)

k2 + m2
, m2 = r−2

c =
A′

K
τ. (5)

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè, òåìïåðàòóðà T çàìåíåíà çäåñü
íà êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó Tc. Âåëè÷èíà rc äàåò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëÿ êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé. ×òîáû âûÿñíèòü åãî ñìûñë, âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè G(x, 0)
ïðè áîëüøèõ |x|. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ëàïëàñèàíà èìååò âèä r1−d∂rr

d−1∂r.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå íà G(|x|) = G(x, 0) ïðèíèìàåò âèä

1
rd−1

d

dr

(
rd−1 dG

dr

)
− m2G = 0

ñ óñëîâèÿìè

G(r) ≃ Tc

2K

{
Γ(d/2)

2(d−2)πd/2rd−2 (d ̸= 2)

− 1
4π log r (d = 2)

ïðè r → 0,

G(r) → 0 ïðè r → ∞.

Ïðè d = 3 óðàâíåíèå äîïóñêàåò ïðîñòîå ðåøåíèå

G(r) =
Tc

2K

e−r/rc

4πr
. (6)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà ñîäåðæèò ìíîæèòåëü e−r/rc . Òàêèì îá-
ðàçîì, âåëè÷èíà rc èìååò ñìûñë êîððåëÿöèîííîé äëèíû. Íà ðàññòîÿíèÿõ áîëüøå èëè ïîðÿäêà rc

êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñïàäàþò ýêñïîíåíöèàëüíî. Íèæå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîðÿäîê âå-
ëè÷èíû êîððåëÿòîðà íà ìàñøòàáàõ ∼ rc. Òàê êàê ïðè r = rc êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ñòàíîâèòñÿ
åäèíñòâåííûì ìàñøòàáîì â èíòåãðàëå (5), ìû èìååì

G(rc) ∼
Tc

Krd−2
c

∼ Tc

K

(
A′|τ |
K

) d−2
2

. (7)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé τ < 0. Çäåñü íåîáõîäèìî íàéòè êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ôóíêöèîíàëà

ñâîáîäíîé ýíåðãèè âáëèçè îäíîãî èç ìèíèìóìîâ, íàïðèìåð, φ = s(τ) ≡
√

A′(−τ)
2B . Ïîëîæèì φ̃ =

φ − s(τ). Òîãäà èìååì

F [φ] = F0 +
∫

ddx

(
−A′2τ2

2B
+ 2A′(−τ)φ̃2 + K(∇φ̃)2

)
. (8)

Ýòîò ôóíêöèîíàë, ïî ñóòè, îòëè÷àåòñÿ îò (4) òîëüêî çàìåíîé A′τ → −2A′τ . Ïîýòîìó êîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

⟨φ̃(x)φ̃(x′)⟩ = ⟨φ(x)φ(x′)⟩ − ⟨φ⟩2 = G(|x − x′|), r−2
c =

2A′(−τ)
K

. (9)

Ñîîòâåòñòâåííî, îöåíêà äëÿ G(rc) ñîâïàäàåò ñ (7).
Òåïåðü ïîïðîáóåì óñòàíîâèòü êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè òåîðèè Ëàíäàó. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïàðíàÿ

êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íà ìàñøòàáå êîððåëÿöèîííîé äëèíû ïðè (T − Tc)/Tc = τ áûëà ìíîãî
ìåíüøå êâàäðàòà ñïîíòàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íèæå òî÷êè ïåðåõîäà ïðè (T −Tc)/Tc =
−|τ |:

G(rc) ≪ s2(−|τ |). (10)

Ýòîò êðèòåðèé íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì Ãèíçáóðãà. Áîëåå ÿâíî, òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ âåðíà, åñëè

Tc

K

(
A′|τ |
K

) d−2
2

≪ A′|τ |
B

èëè

|τ |4−d ≫ Gi =
T 2

c B2

KdA′4−d
. (11)

Âåëè÷èíà Gi íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ãèíçáóðãà. Åñëè ó÷èòûâàòü, ÷òî äëÿ ïðèìåíèìîñòè ðàçëîæåíèÿ
Ëàíäàó òðåáóåòñÿ ìàëîñòü τ , |τ | ≪ 1, òî òåîðèÿ Ëàíäàó äëÿ d ≤ 4 èìååò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïðè

Gi ≪ 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè d > 4 ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ è òåîðèÿ Ëàíäàó îáÿçàòåëüíî áóäóò âåðíû
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ τ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî íèêàêèõ ñóùåñòâåííûõ ôëóêòóàöèîííûõ ýôôåêòîâ íà
áîëüøèõ ìàñøòàáàõ â ñèñòåìàõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè íåò. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â òåîðèè ïîëÿ ñ
äåéñòâèåì (2) ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò íåïåðåíîðìèðóåìîé òåîðèè.

Ïðè d = 4 ïðèìåíèìîñòü òåîðèè Ëàíäàó âîîáùå íå çàâèñèò îò τ è îïðåäåëÿåòñÿ, ïî ñóòè,
ìàëîñòüþ êîíñòàíòû ïðè ÷ëåíå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè B. Íà ñàìîì äåëå èç-çà ïåðåíîðìèðîâîê âîç-
íèêàþò ëîãàðèôìè÷åñêèå ïî τ âûðàæåíèÿ, ïîýòîìó êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè òðåáóåò óòî÷íåíèÿ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ τ äåéñòâèòåëüíî èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå ôëóêòóàöèîííûå
ýôôåêòû.

Ïðè d < 4 òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ òåðÿåò ñâîþ ïðèìåíèìîñòü ïðè τ ∼ Gi è ôëóêòóàöèîííûå
ýôôåêòû òåì ñèëüíåå, ÷åì ìåíüøå τ , òî åñòü ÷åì áîëüøå êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà. Ìîæíî ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ τ (τ ≪ Gi) êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà âîîáùå ñòàíîâèòñÿ åäèí-
ñòâåííûì õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì ñèñòåìû. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé ïîäîáèÿ.
Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ â ôèçè÷åñêîé îñíîâå ãèïîòåçû ïîäîáèÿ.

Ïðåæäå âñåãî, äàâàéòå èçáàâèìñÿ îò ëèøíèõ ïàðàìåòðîâ. Ïåðåíîðìèðîâêîé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
è âíåøíåãî ïîëÿ

φ → (Tc/2K)1/2φ

äàâàéòå äîáúåìñÿ òîãî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè ãðàäèåíòíîì ÷ëåíå â βF ñòàë ðàâíûì 1/2. Òîãäà
¾ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ¿ ïðèìåò âèä

S[φ|h] ≡ βF [φ|(2K)1/2h] − βF0 =
∫

ddx

(
1
2
(∇φ)2 +

m2

2
φ2 +

g

4!
φ4 − h(x)φ

)
, (12)

ãäå m2 îïðåäåëåíî â (5), à

g =
6TcB

K2
(13)
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Òîãäà âêëàä äëèííîâîëíîâûõ ôëóêòóàöèé â ñòàòñóììó áóäåò ðàâåí

Z[h] =
∫

Dφe−S[φ|h]. (14)

Ìû âèäèì, ÷òî ïàðàìåòð τ ñàì ïî ñåáå, òàêæå êàê è ÷èñëî Ãèíçáóðãà íå îïðåäåëåíû. Îïðåäåëåíà
ëèøü êîìáèíàöèÿ Gi|τ |d−4 = 2g2/3m2(4−d), êîòîðàÿ, êàê è ÷èñëî Ãèíçáóðãà, áåçðàçìåðíà. Âñïî-
ìèíàÿ, ÷òî ìàññà m åñòü (â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè) îáðàòíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà, ìîæíî
íàïèñàòü òàê

Gi|τ |d−4 ∼
(

rc

r0

)4−d

,

ãäå r0 = g1/(d−4) � õàðàêòåðíûé ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè d < 4 óñëîâèå Ãèí-
çáóðãà ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê

Îáëàñòü ñðåäíåãî ïîëÿ: rc ≪ r0.

Â ýòîì ñëó÷àå áëèæíèå êîððåëÿöèè íåñóùåñòâåííû è êàæäûé áëîê ñïèíîâ, îïðåäåëåííûé âíà÷à-
ëå ëåêöèè, ìîæíî ñ÷èòàòü íàõîäÿùèìñÿ â ñðåäíåì ïîëå îñòàëüíûõ áëîêîâ. Åñëè æå ðåàëèçóåòñÿ
îáðàòíûé ïðåäåë

Ôëóêòóàöèîííàÿ îáëàñòü: rc ≫ r0,

òî â íà ìàñøòàáàõ r ≫ r0 (ïðè ýòîì r ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå, òàê è áîëüøå rc) ìàñøòàá r0

¾çàáûâàåòñÿ¿. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñòàðòîâàòü ñ áåçìàññîâîé òåîðèè (rc = ∞), îòâå÷àþùåé
êðèòè÷åñêîé òî÷êå, è èññëåäîâàòü åå èíôðàêðàñíóþ àñèìïòîòèêó. Ýòà èíôðàêðàñíàÿ àñèìïòîòèêà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíóþ òåîðèþ ïîëÿ. Çàòåì ìîæíî ïîëó÷èòü ïîïðàâêè ê
ýòîé òåîðèè, ðàññìàòðèâàÿ ìàññîâûé ÷ëåí m

2 φ2 êàê âîçìóùåíèå.
Èòàê, ãèïîòåçà ïîäîáèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû òåîðèè çàâèñÿò îò îäíîãî-

åäèíñòâåííîãî ìàñøòàáà rc. Ïðè ýòîì ìàññîâûé ïàðàìåòð m ∝ τ â ôóíêöèîíàëå äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïîëÿ çàòðàâî÷íîé ìàññîé è ìîæåò âîâñå íå èìåòü ðàçìåðíîñòè îáðàòíîé
êîððåëÿöèîííîé äëèíû. Íî ñîãëàñíî ãèïîòåçå ïîäîáèÿ îí òîæå äîëæåí âûðàæàòüñÿ òîëüêî ÷åðåç
êîððåëÿöèîííóþ äëèíó. Íî åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíàÿ ñâÿçü äâóõ ðàçìåðíûõ âåëè÷èí � ýòî ñòåïåí-
íîé çàêîí. Ñîãëàñíî òðàäèöèè êðèòè÷åñêèå èíäåêñû âûðàæàþòñÿ íå ÷åðåç êîððåëÿöèîííóþ äëèíó,
à ÷åðåç ïàðàìåòðû τ è h. Ïðè íóëåâîì ïîëå h = 0 è òåìïåðàòóðå, îòëè÷íîé îò êðèòè÷åñêîé, äëÿ
êîððåëÿöèîííîé äëèíû rc, óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè c, ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ⟨φ⟩ è
âîñïðèèì÷èâîñòè χ èìååì

rc ∝ |τ |−ν , (15)

c ∝ |τ |−α, (16)

⟨φ⟩ ∝ |τ |β (τ < 0). (17)

χ ∝ |τ |−γ , (18)

Ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå τ = 0 è íåíóëåâîì ïîëå âåëè÷èíà ïîëÿ h òàêæå ñâÿçàíà ñ rc ñòåïåí-
íûì çàêîíîì, ïîýòîìó èìååì

rc ∝ |h|−µ, (19)

c ∝ |h|−ε, (20)

⟨φ⟩ ∝ |h|1/δ, (21)

χ ∝ |h|1/δ−1 (22)

Íàêîíåö, ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ G(r) â êðèòè÷åñêîé òî÷êå (τ = 0, h = 0) çàâèñèò îò
ðàññòîÿíèÿ òîæå ñòåïåííûì îáðàçîì:

G(r) ∝ r2−d−η. (23)

Ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òàêæå ïðè τ ̸= 0, h ̸= 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî r ≪ rc.
Ìû ââåëè öåëûõ âîñåìü êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ν, α, β, γ, µ, ε, δ, η. Îäíàêî ìû åùå íå èñïîëüçî-

âàëè ãèïîòåçó ïîäîáèÿ â ïîëíóþ ñèëó. Ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî âñå ýòè èíäåêñû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
äâà.
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Ïðåæäå âñåãî ñêàæåì, ïî÷åìó êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ñîâïàäàþò äëÿ ñëó÷àåâ τ > 0 è τ < 0.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êîððåëÿöèîííóþ äëèíó êàê ôóíêöèþ äâóõ ïàðàìåòðîâ τ è h. Âíå êðèòè-
÷åñêîé òî÷êè ýòà âåëè÷èíà ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî è äîëæíà áûòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé ýòèõ
ïàðàìåòðîâ. Â ñèëó ãèïîòåçû ïîäîáèÿ åå ìîæíî çàïèñàòü êàê

rc = τ−νf(k), k = hτ−ν/µ. (24)

Â ñèëó (15) (ñêàæåì, ïðè τ > 0) è (19) ôóíêöèÿ f(k) äîëæíà áûòü ðåãóëÿðíà è íå èìåòü íóëÿ â òî÷êå
k = 0, ñîîòâåòñòâóþùåé h = 0, è âåñòè ñåáÿ êàê k−µ ïðè k → ∞. Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîâïàäåíèå
êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ è êðèòè÷åñêèõ àìïëèòóä âî ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè ïðè ðàçíûõ çíàêàõ τ
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé.

Âåëè÷èíû K, ⟨φ⟩, χ äîëæíû âûðàæàòüñÿ ÷åðåç rc. Íàïðèìåð

c ∝ |τ |−α ∝ rα/ν
c .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåíóëåâîì âíåøíåì ïîëå

c ∝ τ−α(f(k))α/ν ∝

{
τ−α, h → 0,

τ−αk−µα/ν = h−µα/ν , τ → 0.

Íî âî âòîðîì ñëó÷àå c ∝ h−ε, ïîýòîìó
εν = αµ. (25)

Àíàëîãè÷íî,

βµδ = ν, (26)

(ν − γµ)δ = ν. (27)

Èòàê, ìû âûâåëè òðè ñîîòíîøåíèÿ òîëüêî èç (24).
Òåïåðü äàâàéòå èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ (èëè ñâîáîäíîé ýíåðãèè) áåç-

ðàçìåðåí. Äåéñòâèòåëüíî, ðàç îí ñòîèò â ýêñïîíåíòå, îí íå äîëæåí ìåíÿòüñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì
èçìåíåíèè îáúåìà è êîððåëÿöèîííîé äëèíû. Ïîýòîìó ëàãðàíæèàí (èëè óäåëüíàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåð-
ãèÿ) ïðîïîðöèîíàëåí r−d

c . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

c ≃ T−1
c

d2f

dτ2
∝ r−d+2/ν

c . ⟨φ⟩h ∝ r−d
c .

Ñëåäîâàòåëüíî,

α = 2 − dν, (28)

δ−1 = dµ − 1 (29)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò ðàçìåðíîñòè ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè G(r) è ñïîíòàí-
íîé íàìàãíè÷åííîñòè ⟨φ⟩. Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè

G(r) ∝
(

r

rc

)2−d−η

ïðè r ≪ rc.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè τ < 0 èëè h ̸= 0 èìååì

G(r) = ⟨φ(x)⟩⟨φ(0)⟩ = ⟨φ(0)⟩2 ∝ r−2β/ν
c ïðè r ≫ rc.

Îòñþäà èìååì

2 − d − η = −2
β

ν
. (30)

Ìû ïîëó÷èëè øåñòü ñîîòíîøåíèé íà âîñåìü èíäåêñîâ. Â áîëåå ñòàíäàðòíîì âèäå îíè çàïèñûâàþòñÿ
êàê

µ = ν/βδ, (31a)
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ε = α/βδ, (31b)

α + 2β + γ = 2, (31c)

βδ = β + γ, (31d)

δ = −2 + d − η

2 − d − η
, (31e)

α = 2 − dν. (31f)

Ìû âèäèì, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ëþáûå äâà èíäåêñà. Èç ýìïèðè÷åñêèõ
äàííûõ è ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ èçâåñòíî, ÷òî ïðè d = 3 èíäåêñû α è η ìàëû. Îòñþäà ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî

β ≃ 1/3, γ ≃ 4/3, δ ≃ 5, ν ≃ 2/3.

Îäíàêî õîòåëîñü áû íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü èõ áîëåå òî÷íî.
Êðîìå òîãî, âûðàæåíèÿ (31) ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî çàïîìíèòü. Äîëæåí ñóùåñòâîâàòü êàêîé-òî

áîëåå ïðîñòîé ïðèíöèï äëÿ èõ âûâîäà. Â ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû óâèäèì, ÷òî ýòîò ïðèíöèï îñíîâàí
íà èäåå âîçìóùåíèÿ ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíîé òåîðèè ìàññîâûì ÷ëåíîì.

Çàäà÷è

1. Äîìåííàÿ ñòåíêà. Â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè Ëàíäàó ïðè τ < 0 íàéòè íåîäíîðîäíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φ(x), òàêîå ÷òî φ(x) → s(τ) ïðè x1 → ∞ è φ(x) → −s(τ) ïðè
x1 → −∞.

2. Èçîòðîïíûé ìàãíåòèê íèæå òî÷êè ïåðåõîäà â ìàãíèòíîì ïîëå íà ìàñøòàáàõ ìíîãî áîëüøå
êîððåëÿöèîííîé äëèíû îïèñûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèåé

F [n] =
∫

d3x
(
K(∇ni)2 − MHn

)
,

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äàþùèé íàïðàâëåíèå ñïîíòàííîãî ìîìåíòà
M = Mn, H � ìàãíèòíîå ïîëå. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå íàïðàâëåíî ïî îñè z.
Íàéäèòå ïðîäîëüíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü

χ∥ =
∂Mz

∂H
,

ñâÿçàííóþ ñ ôëóêòóàöèÿìè âåêòîðà n.
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