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O(3)-ìîäåëü: ãåíåðàöèÿ ìàññû èíñòàíòîíàìè

Ðàññìîòðèì O(3)-ìîäåëü:

S[n] =
1
2g

∫
d2x (∂µn)2, n2

1 + n2
2 + n2

3 = 1. (1)

Íàéäåì ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òàêèå ÷òî äåé-
ñòâèå íà ýòèõ ðåøåíèÿõ êîíå÷íî. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýòè ðåøåíèÿ äîëæíû îòâå÷àòü òóííåëüíûì
ïðîöåññàì, àìïëèòóäà êîòîðûõ áóäåò ïîðÿäêà e−S , ãäå S � çíà÷åíèå äåéñòâèÿ äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ.

Èç êîíå÷íîñòè äåéñòâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê êîíñòàíòå íà áåñêîíå÷íîñòè:

n0(x) →
x→∞

n0. (2)

Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó íà äâóìåðíîé ñôåðå S2. Íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ n(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2), îñóùåñòâëÿåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

n : S2 → S2. (3)

Òàêèå îòîáðàæåíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ÷èñëîì q, òàêèì ÷òî n îñóùåñòâëÿåò |q|-
ëèñòíîå íàêðûòèå ñôåðû ñôåðîé. Åñëè q > 0, îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, à åñëè q < 0,
ìåíÿåò åå. Ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà q ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå:

θ′ = θ, φ′ = qφ, (4)

ãäå (θ, φ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ñôåðå.
Âûðàçèì òîïîëîãè÷åñêîå ÷èñëî ÷åðåç ïîëå n. Î÷åâèäíî,

q =
1
S

∫
d2x

∂(x′)
∂(x)

,

ãäå (x1, x2) è (x′1, x′2) � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû íà ñôåðå, à S �
ïëîùàäü ñôåðû â êîîðäèíàòàõ (x′1, x′2). Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

q =
1
4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ
∂(φ′, θ′)
∂(φ, θ)

sin θ′ =
1
4π

∫
d2x

∂(φ′, θ′)
∂(x1, x2)

sin θ′.

×òîáû íàéòè ÿêîáèàí ∂(φ′, θ′)/∂(x1, x2) = (∂φ′/∂x1)(∂θ′/∂x2)−(∂φ′/∂x2)(∂θ′/∂x1), ïåðåïèøåì ñôå-
ðè÷åñêèå ïåðåìåííûå ÷åðåç n è x. Ïîëîæèì

n = (sin θ′ cos φ′, sin θ′ sinφ′, cos θ′). (5)

Ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî

1
2
n (∂µn × ∂νn)ϵµν =

∂(φ′, θ′)
∂(x1, x2)

sin θ′. (6)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

q =
1
8π

∫
d2xn (∂µn × ∂νn)ϵµν . (7)

Ìîíî âûâåñòè (7) åùå ïðîùå. Âåêòîð ∂1n dx1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëåíüêèé âåêòîð ïåðåìåùå-
íèÿ íà ñôåðå, îòâå÷àþùèé ïåðåìåùåíèþ íà (dx1, 0) â x-ïðîñòðàíñòâå. Àíàëîãè÷íî ∂2n dx2 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ïåíåìåùåíèÿ íà ñôåðå, îòâå÷àþùèé ïåðåìåùåíèþ íà (0, dx2). Îáà âåêòîðà
ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðó n. Òîãäà |∂1n×∂2n dx1 dx2| = ±n (∂1n×∂2n) d2x åñòü ïëîùàäü ìàëåíü-
êîãî ïàðàëëåëîãðàììà íà ñôåðå. Çíàê ¾+¿ îòâå÷àåò îòîáðàæåíèþ, ñîõðàíÿþùåìó îðèåíòàöèþ, à
çíàê ¾−¿ � îòîáðàæåíèþ, ìåíÿþùåìó îðèåíòàöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

d2x n (∂1n × ∂2n) =
1
2

∫
d2x n (∂µn × ∂νn)ϵµν
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ðàâíî ïëîùàäè íà ñôåðå, çàìåòàåìîé ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó x-ïðîñòðàíñòâó, ðàâíîé 4πq.
Èç òîæäåñòâà∫

d2x (∂µn + ϵµνn × ∂νn)2 = 2
∫

d2x (∂µn)2 − 2
∫

d2xn (∂µn × ∂νn)ϵµν (8)

ïîëó÷àåì

S[n] =
4πq

g
+

1
4g

∫
d2x (∂µn + ϵµνn × ∂νn)2. (9)

Çàìåíîé n → −n, q → −q ïîëó÷èì

S[n] = −4πq

g
+

1
4g

∫
d2x (∂µn − ϵµνn × ∂νn)2. (10)

Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî

S[n] ≥ 4π|q|
g

. (11)

Íåðàâåíñòâî (11) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèÿ
ñàìîäóàëüíîñòè)

∂µn = −ϵµνn × ∂νn (q > 0), (12)

∂µn = ϵµνn × ∂νn (q < 0). (13)

Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìèíèìèçèðóþò äåéñòâèå, ïîýòîìó ñîñòàâëÿþò ïîäêëàññ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ. ×òîáû èõ ÿâíî ðåøèòü, èñïîëüçóåì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü.
Ïðè ýòîì óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó w íà ýòîé ïëîñêîñòè:

n1 + in2 =
2w

1 + |w|2
, n3 =

1 − |w|2

1 + |w|2
. (14)

Ïîäñòàâëÿÿ (14) â (12), (13), ïîëó÷èì

∂̄w = 0 (q > 0), (15)

∂w = 0 (q < 0). (16)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé q > 0. Ôóíêöèÿ w(z) äîëæíà áûòü ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé íà ñôåðå, òî åñòü
åäèíñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè ýòîé ôóíêöèè, âêëþ÷àÿ îñîáåííîñòü â áåñêîíå÷íîñòè, ìîãóò áûòü
òîëüêî ïîëþñà. Êîëè÷åñòâî íóëåé è ïîëþñîâ òàêîé ôóíêöèè äîëæíî áûòü êîíå÷íî. Íóëÿì îòâå÷àåò
òî÷êà n = (0, 0, 1), à ïîëþñàì n = (0, 0,−1). Ñàìîå îáùåå òàêîå ðåøåíèå (15) èìååò âèä

w(q, a⃗, b⃗, c; z) = c

q∏
j=1

z − aj

z − bj
, (17)

ãäå c ∈ C \ {0}, aj , bj ∈ C ∪ {∞}. Ëåãêî íàéòè òîïîëîãè÷åñêîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó
ðåøåíèþ. Ïóñòü w0 ∈ C ∪ {∞}. Òîãäà ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ w(z) = w0 ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé íå
çàâèñèò îò w0. Ïîëîæèì w0 ðàâíûì, íàïðèìåð, áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ðåøåíèé
ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî q. Ýòî çíà÷èò, ÷òî w(z) îñóùåñòâëÿåò q-ëèñòíîå íàêðûòèå è òîïîëîãè÷åñêîå
÷èñëî ðàâíî q.

Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêîãî ÷èñëà q < 0 ïîëó÷àåì:

w(q, a⃗, b⃗, c; z̄) = c

−q∏
j=1

z̄ − aj

z̄ − bj
, (18)

Ðåøåíèÿ (17) è (18) íàçûâàþòñÿ (ìíîãî)èíñòàíòîííûìè ðåøåíèÿìè.
Ïîïðîáóåì èñïîëüçîâàòü èíñòàíòîííûå ðåøåíèÿ, ÷òîáû ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü ôóíêöèîíàëü-

íûé èíòåãðàë äëÿ êâàíòîâîé O(3)-ìîäåëè. Ìû áóäåì èíòåãðèðîâàòü ïî ìíîãîèíñòàíòîííûì ðåøå-
íèÿì è ìàëûì ôëóêòóàöèÿì âáëèçè íèõ.
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Ïåðåïèøåì (9) è (10) ÷åðåç ïîëå w(z, z̄):

S[w, w̄] =
4πq

g
+

8
g

∫
d2x

∂̄w∂w̄

(1 + |w|2)2
(19)

= −4πq

g
+

8
g

∫
d2x

∂w∂̄w̄

(1 + |w|2)2
. (20)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé q ≥ 0. Ïóñòü

Sq[φ, φ̄] = S[w(q, a⃗, b⃗, c; z)(1 + φ(z, z̄)), w∗(q, a⃗, b⃗, c; z)(1 + φ̄(z, z̄))]. (21)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Sq[φ, φ̄] =
4πq

g
+

8
g

∫
d2x

|w|2

(1 + |w|2)2
∂̄φ∂φ̄. (22)

Ñîîòâåòñòâåííî, q-èíñòàíòîííûé âêëàä â ñòàòñóììó èìååò âèä

Zq =
e−4πq/g

(q!)2

∫
dµ(⃗a, b⃗)Z[w(q, a⃗, b⃗, c; z)], Z[w] =

∫
DφDφ̄ exp

(
−8

g

∫
d2x

|w|2

(1 + |w|2)2
∂̄φ∂φ̄

)
.

(23)

Çäåñü µ(⃗a, b⃗) � ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî a⃗ è b⃗, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, ðàñòÿæåíèé è
èíâåðñèè. Òàêóþ ìåðó ëåãêî íàéòè:

µ(⃗a, b⃗) =
q∏

j=1

d2aj d2bj

∏
i<j

|ai − aj |4|bi − bj |4
∏
i,j

|ai − bj |−4. (24)

Êîíñòàíòó c ìîæíî ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííîé, íàïðèìåð, ïîëîæèòü c = 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàë Z[w] íå çàâèñèò îò êîíñòàíòû ñâÿçè g. Èç-çà âêëàäà óëüòðàôèîëå-

òîâîãî è èíôðàêðàñíîãî îáðåçàíèÿ ýòîò èíòåãðàë íå áóäåò áóêâàëüíî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàìåòðîâ aj , bj . Îí áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïî ïðàâèëó:

Z[w] → Z[w′]
q∏

j=1

∣∣∣∣da′
j

daj

∣∣∣∣2α ∣∣∣∣db′j
dbj

∣∣∣∣2α

ñ íåêîòîðûì α. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Z[w] ∼
∏
i<j

|ai − aj |−4α|bi − bj |−4α
∏
i ̸=j

|ai − bj |4α.

Íåêîòîðûìè äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî α = 1/2. Åñëè ïîâåðèòü â
ýòî, òî ïîëó÷èòñÿ

Zq ∼ λq

(q!)2

∫ q∏
j=1

d2aj d2bj

∏
i<j

|ai − aj |2|bi − bj |2
∏
i,j

|ai − bj |−2, (25)

ãäå λ ∼ e−4π/g.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïëàçìà, îïèñûâàåìàÿ ìîäåëüþ ñèíóñ-Ãîðäîíà ñ β2 = 1 èëè ìîäåëüþ

Òèððèíãà ñ g = 0, òî åñòü ñâîáîäíûì ìàññèâíûì ôåðìèîíîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíñòàíòîíû â ìîäåëè
ãåíåðèðóþò ìàññó.

Äåôåêò ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ó÷èòûâàëè òîëüêî èíñòàíòîííûå ðå-
øåíèÿ. Ìû ìîæåì, êîíå÷íî, ó÷åñòü è àíòèèíñòàíòîííûå ðåøåíèÿ. Îäíàêî ðåàëèñòè÷íîå îïèñàíèå
ìîäåëè ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ôëóêòóàöèé âáëèçè ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ êàê èí-
ñòàíòîíû, òàê è àíòèèíñòàíòîíû. Ê ñîæàëåíèþ, òàêîå îïèñàíèå ïîêà îòñóòñòâóåò.

Èìååòñÿ îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ÷èñëà (7). Äåëî â òîì, ÷òî
äåéñòâèå O(3)-ìîäåëè ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü:

Sθ(n) = S(n) + iθq =
1
2g

∫
d2x (∂µn)2 + i

θ

8π

∫
d2xn(∂µn × ∂νn)ϵµν . (26)
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Ïîñëåäíèé ÷ëåí íàçûâàþò θ-÷ëåíîì. Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîäåëè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò θ, òàê
êàê ñòàòñóììà (è ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöèîíàë) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Z =
∞∑

q=−∞
eiθqZq.

Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî, ÷òî ïðè θ = π O(3)-ìîäåëü áåçìàññîâà, íî íå ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíà.

Çàäà÷è

1. Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè (5) ïîëó÷èòå (6).
2. Âûâåäèòå òîæäåñòâî (8).
3. Ïîëó÷èòå (15), (16) èç (12), (13).
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