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Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàòö Áåòå. Ðåøåíèå óðàâíåíèé Áåòå

Âåðíåìñÿ ê îïðåäåëåíèþ L-îïåðàòîðà:

L(u) = R0N (u) . . . R02(u)R01(u) =
(

A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
. (1)

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû B(u) = L(u)+− è C(u) = L(u)−+. Ýòè ýëåìåíòû ìåíÿþò ñïèí íà
åäèíèöó:

[Sz, B(u)] = −1, [Sz, C(u)] = 1. (2)

Ðàññìîòðèì ïñåâäîâàêóóì |Ω+⟩. Î÷åâèäíî, C(u)|Ω+⟩ = 0. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
êàê îïðåäåëåíèå ïñåâäîâàêóóìà. Ïîäåéñòâóåì òåïåðü íà ïñåâäîâàêóóì îïåðàòîðîì B(u). Ìû ïîëó-
÷èì ïëîñêóþ âîëíó

B(u)|Ω+⟩ =
∑

n

bn(u)c(u)aN−n−1(u)|n⟩.

Ðîëü èìïóëüñà çäåñü èãðàåò u îïðåäåëÿþùåå îòíîøåíèå z = b(u)/a(u). Àíàëîãè÷íî,

B(u1)B(u2)|Ω+⟩ =
∑

n1<n2

bn1(u1)c(u1)aN−n1−1(u1)bn2−1(u2)c(u2)aN−n2(u2)|n1, n2⟩

+
∑

n1>n2

bn1(u1)c(u1)aN−n1−1(u1)bn2+1(u2)c(u2)aN−n2−2(u2)|n1, n2⟩.

Ìû âèäèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ âèäà

|u1, u2, . . . , uk⟩ = B(u1)B(u2) . . . B(uk)|Ω+⟩ (3)

èìåþò ñòðóêòóðó âîëíîâûõ ôóíêöèé Áåòå ñ eipj = b(uj)/a(uj). Âûðàæåíèå (3) èìåíóåòñÿ àëãåáðàè-

÷åñêèì àíçàòöåì Áåòå. ×òîáû ïîíÿòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ýòî âûðàæåíèå äàåò ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû, ðàññìîòðèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùèå èç óðàâíåíèÿ ßíãà�Áàêñòåðà:

R12(u1 − u2)L1(u1)L2(u2) = L2(u2)L1(u1)R12(u1 − u2).

Âî-ïåðâûõ, ++
−−-êîìïîíåíòà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äàåò

B(u1)B(u2) = B(u2)B(u1). (4)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ (3) ñèììåòðè÷íû ïî u1, . . . , uk. Âî-âòîðûõ, èç êîìïîíåíò
++
−+ è −+

−− èìååì
ñîîòíîøåíèÿ

a(u1 − u2)B(u1)A(u2) = c(u1 − u2)B(u2)A(u1) + b(u1 − u2)A(u2)B(u1), (5)

a(u2 − u1)B(u1)D(u2) = c(u2 − u1)B(u2)D(u1) + b(u2 − u1)D(u2)B(u1). (6)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî âûâåñòè òîæäåñòâà

A(u)|u1, . . . , uk⟩ = α(u; u1, . . . , uk)|u1, . . . , uk⟩

−
k∑

i=1

c(ui − u)
b(ui − u)

α(ui; u1, . . . , ûi, . . . , uk)|u, u1, . . . , ûi, . . . , uk⟩,

D(u)|u1, . . . , uk⟩ = δ(u; u1, . . . , uk)|u1, . . . , uk⟩

−
k∑

i=1

c(u − ui)
b(u − ui)

δ(ui;u1, . . . , ûi, . . . , uk)|u, u1, . . . , ûi, . . . , uk⟩,

(7)

ãäå

α(u; u1, . . . , uk) = aN (u)
k∏

i=1

a(ui − u)
b(ui − u)

, δ(u; u1, . . . , uk) = bN (u)
k∏

i=1

a(u − ui)
b(u − ui)

. (8)
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Ñîîòíîøåíèÿ (7) äîêàçûâàþòñÿ ïî èíäóêöèè.
Èç ñîîòíîøåíèé (7) ïîëó÷àåì

T (u)|u1, . . . , uk⟩ = (α(u; u1, . . . , uk) + δ(u;u1, . . . , uk))|u1, . . . , uk⟩ + ïëîõèå ÷ëåíû.

×òîáû âåêòîð |u1, . . . , uk⟩ áûë ñîáñòâåííûì, ñóììà ïëîõèõ ÷ëåíîâ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Â ýòîì
ñëó÷àå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òðàíñôåð-ìàòðèöû áóäåò ðàâíî

Λ(u; u1, . . . , uk) = aN (u)
k∏

i=1

a(ui − u)
b(ui − u)

+ bN (u)
k∏

i=1

a(u − ui)
b(u − ui)

. (9)

Îòìåòèì, ÷òî ïëîõèå ÷ëåíû, ïî ñóòè, íàáåãàþò â òî÷êàõ n = 1, N è óñëîâèå èõ ñîêðàùåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíà óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè.

Òàê êàê c(u)
b(u) = − c(−u)

b(−u) , ïëîõèå ÷ëåíû ñîêðàùàþòñÿ, åñëè

α(ui; u1, . . . , ûi, . . . , uk) = δ(ui; u1, . . . , ûi, . . . , uk)

èëè (
b(ui)
a(ui)

)N

=
k∏

j=1
j ̸=i

a(uj − ui)b(ui − uj)
b(uj − ui)a(ui − uj)

, (10)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ Áåòå. Êàæäîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé Áåòå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð òðàíñôåð-ìàòðèöû (ãàìèëüòîíèàíà), òàê ÷òî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî íóìåðîâàòü íàáîðàìè
{ui}k

i=1.
Áîëåå ÿâíî ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ Áåòå â âèäå(

sin ui

sin(λ − ui)

)N

=
k∏

j=1
j ̸=i

sin(ui − uj + λ)
sin(ui − uj − λ)

ïðè c < a + b è ò. ä. (|∆| < 1), (11)

(
sh ui

sh(λ − ui)

)N

=
k∏

j=1
j ̸=i

sh(ui − uj + λ)
sh(ui − uj − λ)

ïðè c > a + b (∆ < −1). (12)

Ðåæèì ∆ < −1 ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ äâóõ îñíîâíûõ êîíôèãóðàöèé øåñòèâåðøèííîé ìîäåëè, äëÿ
êîòîðûõ êîíôèãóðàöèè âîêðóã âñåõ âåðøèí èìåþò c-òèï, è äâóêðàòíîìó (â òåðìîäèíàìè÷åñêîì
ïðåäåëå) âûðîæäåíèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ XXZ-ìîäåëè. Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ â XXZ-ìîäåëè
îòäåëåíû îò îñíîâíîãî ùåëüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá àíòèñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè
øåñòèâåðøèííîé ìîäåëè è àíòèôåððîìàãíèòíîì îñíîâíîì ñîñòîÿíèè XXZ-ìîäåëè. Â ðåæèìå |∆| <
1 èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî (íà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå) îñíîâíûõ êîíôèãóðàöèé øåñòèâåðøèííîé
ìîäåëè (íåóïîðÿäî÷åííîå êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå) è áåñùåëåâîé ñïåêòð âáëèçè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
â XXZ-ìîäåëè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ îòâå÷àþò ñîñòîÿíèÿ ñ Sz = 0 èëè Sz = ± 1

2 â
çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n.

Ïîêàæåì, êàê íàéòè íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Λmax(u) â ýòîé ìîäåëè â òåðìîäèíàìè-
÷åñêîì ïðåäåëå. Ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïëîñêèå âîëíû íå ñîäåðæàò íè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèõ, íè ýêñïî-
íåíöèàëüíî ñïàäàþùèé ÷ëåíîâ, òàê ÷òî |zi| ≡ |b(ui)/a(ui)| = 1 èëè ui = λ/2+ivi ñ âåùåñòâåííûìè vi.

2) Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè vi ñãóùàþòñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, îáðàçóÿ íåïðåðûâíûå
çîíû áåç äûðîê è îòäåëüíî ñòîÿùèõ çíà÷åíèé.

3) Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè Sz/N → 0.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé |∆| < 1.
Óðàâíåíèÿ Áåòå óäîáíî ïðîëîãîðèôìèðîâàòü. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

eip(v) =
sin(λ/2 + iv)
sin(λ/2 − iv)

, eiθ(v) =
sin(λ + iv)
sin(λ − iv)

.
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Ìû âûáèðàåì âåòâü ëîãàðèôìà, òàêóþ ÷òî p(0) = θ(0) = 0. Óðàâíåíèÿ Áåòå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

eiNp(vi) = (−)k−1
k∏

j=1

eiθ(vi−vj).

Ïðîëîãîðèôìèðîâàâ, ïîëó÷èì

Np(vi) = 2πIi +
k∑

j=1

θ(vi − vj),

ãäå Ii � öåëîå ëèáî ïîëóöåëîå â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè k. Óñëîâèå 2) ìû ìîæåì òåïåðü óòî÷íèòü:
2') Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè âñå Ii îáðàçóþò íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ïðè íå÷åòíûõ k è

ïîëóöåëûõ ïðè ÷åòíûõ k ÷èñåë.
Â ýòîì âèäå óòâåðæäåíèå, ïî-âèäèìîìó, âåðíî íå òîëüêî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Ïðè

ìàëûõ k ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî
2à) Íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òðàíñôåð-ìàòðèöû â ñåêòîðå ñ äàííûì Sz äîñòèãàåòñÿ

ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè Ii (è vi) âîêðóã íóëÿ.
Èìååì äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

p(vi+1) − p(vi) =
2π

N
+

1
N

k∑
j=1

(θ(vi+1 − vj) − θ(vi − vj)).

Â ïðåäåëå N → ∞ èìååì

p′(v) = 2πρ(v) +
∫ v1

−v1

dv′ θ′(v − v′)ρ(v′) (13)

èëè

ρ(v) =
1
π

sinλ

ch 2v − cos λ
−

∫ v1

−v1

dv′

π

sin 2λ

ch 2(v − v′) − cos 2λ
ρ(v′), (13′)

ãäå p′(v), θ′(v) � ïðîèçâîäíûå îò p(v), θ(v) ïî v, à ρ(v) = limN→∞
1

N(vi+1−vi)
� ïëîòíîñòü êîðíåé

âáëèçè òî÷êè v, êîòîðàÿ è áóäåò íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé â ýòîì óðàâíåíèè. Èíòåðâàë [a, b] îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ýíåðãèè è óñëîâèÿ∫ v1

−v1

dvρ(v) =
k

N
. (14)

Â ïðåäåëå N → ∞ ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îäíî èç ñëàãàåìûõ â (9) ìíîãî áîëüøå äðóãîãî, ïîýòîìó

log κ(u) ≡ lim
N→∞

log Λ(u)
N

= max
(

log a(u) +
∫ v1

−v1

dv ρ(v) log
a(iv − u + λ/2)
b(iv − u + λ/2)

, (15)

log b(u) +
∫ v1

−v1

dv ρ(v) log
a(u − iv − λ/2)
b(u − iv − λ/2)

)
. (16)

Óðàâíåíèå (13) íåòðóäíî ðåøèòü ìåòîäîì Ôóðüå ïðè v1 = ∞. Ïîëîæèì

ρ(v) =
∫

dk ρkeikv, p′(v) =
∫

dk pkeikv, θ′(v) =
∫

dk θkeikv. (17)

Òîãäà

ρk =
pk

2π
− θkρk,

ò. å.

ρk =
1
2π

pk

1 + θk
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

pk =
sh 1

2 (π − λ)k
sh 1

2πk
, θk =

sh 1
2 (π − 2λ)k
sh 1

2πk
.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì

ρk =
1

4π ch 1
2λk

. (18)

Î÷åâèäíî ∫ ∞

−∞
dv ρ(v) = 2πρ0 =

1
2
,

à çíà÷èò k = N/2 è Sz = 0 (êîíå÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 1). Òàêèì îáðàçîì, ýòî ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∫
dv

2π
e−ikv log

∣∣∣∣ sin(λ − iv + w)
sin(iv − w)

∣∣∣∣ =
sh 1

2 (λ + 2w)k sh 1
2 (π − λ)k

k sh 1
2πk

,

ìîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî îáà çíà÷åíèÿ ïîä çíàêîì ìàêñèìóìà â (16) ñîâïàäàþò è äàþò

log κ(u) = log a(u) +
∫ ∞

−∞
dk

shuk sh π−λ
2 k

2k sh π
2 k ch λ

2 k
(19)

= log b(u) +
∫ ∞

−∞
dk

sh(λ − u)k sh π−λ
2 k

2k sh π
2 k ch λ

2 k
. (20)

Â ñëó÷àå ∆ < −1 ñèíóñû çàìåíÿþòñÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñû è ôóíêöèè p′(v) è θ′(v) îêà-
çûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî v ñ ïåðèîäîì π. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåãðàë Ôóðüå â (17) çàìåíÿåòñÿ
íà ðÿä Ôóðüå. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè èìååò âèä ðÿäà

log κ(u) = log a(u) + u +
∞∑

m=1

e−λm sh 2um

m chλm
(21)

= log b(u) + λ − u +
∞∑

m=1

e−λm sh 2(λ − u)m
m chλm

. (22)

Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ (7) ïî èíäóêöèè ïî k.
2. Ïîêàæèòå, ÷òî àíçàòö Áåòå (10) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (9)

è òðåáîâàíèÿ àíàëèòè÷íîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ êàê ôóíêöèè u.

4


