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Êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ â äâóõ èçìåðåíèÿõ è àëãåáðà Âèðàñîðî

Äàâàéòå ðàññìîòðèì ýâêëèäîâó òåîðèþ ïîëÿ â äâóõ èçìåðåíèÿõ. Â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ
z = x1 + ix2, z̄ = x1 − ix2 óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

T (z, z̄) = 2πTzz, T̄ (z, z̄) = 2πTz̄z̄, Θ(z, z̄) = −2πTzz̄.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂̄T (z, z̄) = ∂Θ(z, z̄), ∂T̄ (z, z̄) = ∂̄Θ(z, z̄).

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, îòâå÷àþùåé íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé òî÷-
êå. Èç èñ÷åçíîâåíèÿ ñëåäà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñëåäóåò, ÷òî Θ(z, z̄) = 0, è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
ïðèîáðåòàþò âèä

∂̄T (z, z̄) = 0, ∂T̄ (z, z̄) = 0. (1)

Î÷åâèäíî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà T ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé z, à T̄ �
ïåðåìåííîé z̄.1 Ïîýòîìó âïðåäü ìû áóäåì ïèñàòü T (z) è T̄ (z̄). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óðàâíåíèÿ
(1) äîñòàâëÿþò íàì áåñêîíå÷íûé íàáîð èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. ×òîáû óâèäåòü ýòî, âîñïîëüçóåìñÿ
ðàäèàëüíûìè ïåðåìåííûìè τ , σ:

z = eτ+iσ, z̄ = eτ−iσ. (2)

Â ýòîé êàðòèíå τ èãðàåò ðîëü (ìàöóáàðîâñêîãî) âðåìåíè, ïðè÷åì áåñêîíå÷íîå ïðîøëîå íàõîäèòñÿ
â òî÷êå z = z̄ = 0, à áåñêîíå÷íîå áóäóùåå � â òî÷êå z = z̄ = ∞. Ïåðåìåííàÿ σ èãðàåò ðîëü
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Ñîîòíîøåíèÿ (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòîáðàæåíèå öèëèíäðà íà
ïëîñêîñòü, ÷òî â êîíôîðìíîé òåîðèè íå ìåíÿåò âèäà óðàâíåíèé ïîëÿ.

Ââåäåì îïåðàòîðû

Ln =
∮

C

dz

2πi
zn+1T (z), L̄n =

∮
C̄

dz̄

2πi
z̄n+1T̄ (z̄). (3)

Èíòåãðàëû íå ìåíÿþòñÿ ïðè äåôîðìàöèè êîíòóðà C, åñëè òîëüêî êîíòóð íå ïåðåñåêàåò òî÷êè,
â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ äðóãèå ïîëÿ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî Ln(τ), L̄n(τ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû ïî
êîíòóðó C(τ) = {z = eτ+iσ| 0 ≤ σ < 2π}, ìû çàïèøåì óðàâíåíèÿ (1) â âèäå

dLn(τ)
dτ

=
dL̄n(τ)

dτ
= 0. (4)

Îïåðàòîðû T (z), T̄ (z̄) èëè Ln, L̄n ïîðîæäàþò êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå
δεΦ(z, z̄) íåêîòîðîãî ïîëÿ Φ(z, z̄) ïðè ìàëîì ïðåîáðàçîâàíèè ïëîñêîñòè

z → z + ε(z), z̄ → z̄ + ε(z).

Î÷åâèäíî,

δεΦ(z, z̄) =
∮

Cz

dζ

2πi
ε(ζ)[T (ζ), Φ(z, z̄)] +

∮
C̄z

dζ̄

2πi
ε(ζ)[T̄ (ζ̄), Φ(z, z̄)]. (5)

Îáñóäèì ñìûñë ïðîñòåéøèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ Ln, L̄n. Êîìïîíåíòû iL−1, iL̄−1 ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ïðîñòî êîìïîíåíòû Pz è P̄z èìïóëüñà ñèñòåìû, òî åñòü ïîðîæäàþò ñäâèãè â ïëîñêîñòè.
Êîìïîíåíòû L0 +L̄0 è L0− L̄0 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñäâèãè â ïåðåìåííûõ τ è σ, òî åñòü íà ïëîñêîñòè
ïîðîæäàþò ìàñøòàáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîâîðîòû. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå L0 − L̄0 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëîðåíöåâ ñïèí ñîñòîÿíèÿ â òî÷êå z = z̄ = 0. Êîìïîíåíòû L1, L̄1 ñîîòâåòñòâóþò êîìïîçèöèè
òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé: èíâåðñèè, ñäâèãó è ñíîâà èíâåðñèè.

Òåïåðü íàéäåì ñàìûé îáùèé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîä äåéñòâèåì êîí-
ôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

δεT (z) = ε(z)∂T (z) + 2ε′(z)T (z) +
c

12
ε′′′(z). (6)

1Ðàçóìååòñÿ, ýòî íåâåðíî â òî÷êàõ, ãäå ðàñïîëîæåíû äðóãèå ïîëÿ.

1



Ïåðâûå äâà ÷ëåíà î÷åâèäíî âîçíèêàþò èç ëàãðàíæåâà îïèñàíèÿ è íå ñîäåðæàò â ñåáå íè÷åãî, êðîìå
òîãî, ÷òî îïåðàòîð T (z) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñïèíà 2. Òðåòèé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ñàìîé îáùåé äîáàâêîé
ñïèíà 2, íå ñîäåðæàùåé íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîëåé. Îí ñîäåðæèò íåêîòîðîå ÷èñëî c, íàçûâà-
åìîå öåíòðàëüíûì çàðÿäîì. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

[T (z), T̄ (z̄′)] = 0. (7)

Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (6) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ε è ïîëó÷èòü êîíå÷íîå ïðå-
îáðàçîâàíèå

T (z) →
(

dζ

dz

)2

T (ζ) +
c

12
{ζ, z}, {ζ, z} =

d3ζ

dz3

dz

dζ
− 3

2

(
d2ζ

dz2

dz

dζ

)2

. (8)

Ñêîáêà {ζ, z} èíîãäà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé Øâàðöà.
Íàéäåì òåïåðü îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå, îòâå÷àþùåå ïðåîáðàçîâàíèþ (6). Ñåé÷àñ ìû óáåäèìñÿ,

÷òî ýòî ðàçëîæåíèå èìååò âèä

T (z′)T (z) =
c/2

(z′ − z)4
+

2T (z)
(z′ − z)2

+
∂T (z)
z′ − z

+ O(1). (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ñèíãóëÿðíûìè ÷ëåíàìè â ýòîì ðàçëîæåíèè ñâÿçàíû äåëüòà-ôóíêöèè (è èõ ïðîèç-
âîäíûå), îáåñïå÷èâàþùèå íåêîììóòàòèâíîñòü T (z′) è T (z) â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
z′ = z. Íî ðàáîòàòü ñ äåëüòà-ôóíêöèÿìè äîâîëüíî íåóäîáíî. Ïîýòîìó ìû âûâåäåì ñîîòíîøåíèÿ
äðóãèì ñïîñîáîì. Çàïèøåì èíòåãðàë îò êîììóòàòîðà∮

dz′

2πi
ε(z′)[T (z′), T (z)] =

[∮
dz′

2πi
ε(z′)T (z′), T (z)

]
=

∮
C>

dz′

2πi
ε(z′)T (z′)T (z) −

∮
C<

dz′

2πi
ε(z′)T (z′)T (z),

ãäå êîíòóðû C≷ îêðóæàþò òî÷êó 0, ïðè÷åì êîíòóð C> îáõîäèò òî÷êó z ñíàðóæè, à êîíòóð C< �
âíóòðè. Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî∮

dz′

2πi
ε(z′)[T (z′), T (z)] =

∮
Cz

dz′

2πi
ε(z′)T (z′)T (z),

ãäå êîíòóð Cz ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëåíüêóþ îêðóæíîñòü âîêðóã òî÷êè z. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà îïå-
ðàòîðíîå ðàçëîæåíèå (9), íåìåäëåííî ïîëó÷àåì (6).

Ïîäñòàâèâ â (6) ôóíêöèþ ε(z) â âèäå ϵzm+1, ïîëó÷àåì

[Lm, T (z)] = zm+1∂T (z) + 2(m + 1)zmT (z) +
c

12
m(m2 − 1)zm−1.

Óìíîæèâ ýòî âûðàæåíèå íà zn+1 è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî dz, ïîëó÷èì

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n,0. (10a)

Àíàëîãè÷íî,

[L̄m, L̄n] = (m − n)L̄m+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n,0. (10b)

Àëãåáðà (10a) (èëè (10b) íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Âèðàñîðî (èëè, áîëåå ïðàâèëüíî, íî ìåíåå îáùåïðè-
íÿòî, Âèðàçîðî). Àëãåáðà Âèðàñîðî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè, è åå òåîðèÿ
ïðåäñòàâëåíèé ïîçâîëÿåò ãëóáîêî ïðîäâèíóòñÿ â èññëåäîâàíèè ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé êîíôîðìíîé
òåîðèè ïîëÿ è äàæå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàéòè ÿâíî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ¾âàêóóìíûå¿ ñîñòîÿíèÿ â ðàäèàëüíîé êàðòèíå:

Ln|∆, ∆̄⟩ = L̄n|∆, ∆̄⟩ = 0 (n > 0), L0|∆, ∆̄⟩ = ∆|∆, ∆̄⟩, L̄0|∆, ∆̄⟩ = ∆̄|∆, ∆̄⟩. (11)

Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè ñòàðøåãî âåñà. Îïåðàòîðû L−n, L̄−n (n > 0) ïîðîæäàþò
èç âåêòîðîâ ñòàðøåãî âåñà ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ñòàðøåãî âåñà.
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Ñîñòîÿíèÿì â ðàäèàëüíîé êàðòèíå îòâå÷àþò îïåðàòîðû, ïîìåùåííûå â òî÷êó z = z̄ = 0. Ðàññìîò-
ðèì ïðèìàðíûå èëè ïåðâè÷íûå îïåðàòîðû ϕ∆∆̄(z, z̄) ñ îïåðàòîðíûì ðàçëîæåíèåì

T (z′)ϕ∆∆̄(z, z̄) =
∆ϕ∆∆̄(z, z̄)
(z′ − z)2

+
∂ϕ∆∆̄(z, z̄)

z′ − z
+ O(1),

T̄ (z̄′)ϕ∆∆̄(z, z̄) =
∆̄ϕ∆∆̄(z, z̄)
(z̄′ − z̄)2

+
∂̄ϕ∆∆̄(z, z̄)

z̄′ − z̄
+ O(1),

(12)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå
|∆, ∆̄⟩ = ϕ∆∆̄(0, 0)|0, 0⟩ (13)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (11). Êðîìå òîãî, ýòè îïåðàòîðû ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè êîíôîðìíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèÿõ êàê

ϕ∆∆̄(z, z̄) →
(

dζ

dz

)∆ (
dζ̄

dz̄

)∆̄

ϕ∆∆̄(ζ, ζ̄) (14)

è óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[Ln, ϕ∆∆̄(z, z̄)] = zn+1∂ϕ∆∆̄(z, z̄) + ∆(n + 1)znϕ∆∆̄(z, z̄),

[L̄n, ϕ∆∆̄(z, z̄)] = z̄n+1∂̄ϕ∆∆̄(z, z̄) + ∆̄(n + 1)z̄nϕ∆∆̄(z, z̄).
(15)

Òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà d = ∆ + ∆̄ èìååò ñìûñë ìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðà, à s = ∆− ∆̄
� åãî ñïèíà. Âåëè÷èíû ∆ è ∆̄ íàçûâàþòñÿ êîíôîðìíûìè ðàçìåðíîñòÿìè ïåðâè÷íîãî îïåðàòîðà.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îïåðàòîðû ðàçìåðíîñòè ∆ = ∆̄ = 1. Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ èíòå-
ãðàë ïî ïëîñêîñòè

∫
d2xϕ11(z, z̄) èíâàðèàíòåí:∫
dz dz̄ ϕ11(z, z̄) →

∫
dz dz̄

dζ

dz

dζ̄

dζ
ϕ11(ζ, ζ̄) =

∫
dζ dζ̄ ϕ11(ζ, ζ̄).

Ïðåæäå ÷åì ðàçáèðàòüñÿ áîëåå ïîäðîáíî â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Âèðàñîðî äàâàéòå
ðàçáåðåì ïðîñòîé ïðèìåð, ãäå àëãåáðà Âèðàñîðî âîçíèêàåò äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî. Ýòî òåîðèÿ
Ëèóâèëëÿ ñ äåéñòâèåì

SLiouville[φ] =
∫

d2x

(
(∂µφ(x))2

16π
+ µebφ

)
. (16)

Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

∂∂̄φ = 2πµbebφ.

Íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðà-
çîâàíèÿì

φ(z, z̄) → φ(ζ, ζ̄) +
1
b

log ζ ′ζ̄ ′.

Êëàññè÷åñêè êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äîëæíû èìåòü âèä

T (z) = −1
4
(∂φ)2, T̄ (z) = −1

4
(∂̄φ)2, Θ(z, z̄) = πµebφ.

Çäåñü êîìïîíåíòà Tzz̄ íå ðàâíà íóëþ. Ìîæíî ñëåãêà èñïðàâèòü òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà:

T (z) = −1
4
(∂φ)2 +

1
2b

∂2φ, T̄ (z̄) = −1
4
(∂̄φ)2 +

1
2b

∂̄2φ, Θ = 0.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê êâàíòîâîìó ñëó÷àþ. Ìû áóäåì èñêàòü òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â âèäå

T (z) = −1
4
:(∂φ)2: +

Q

2
∂2φ, T̄ (z) = −1

4
:(∂̄φ)2: +

Q

2
∂̄2φ. (17)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû îáðàçóþò àëãåáðó Âèðàñîðî ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

c = 1 + 6Q2. (18)
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Êðîìå òîãî, ýêñïîíåíöèàëüíûå ïîëÿ eaφ ÿâëÿþòñÿ ïðèìàðíûìè ïîëÿìè ñ êîíôîðìíûìè ðàçìåð-
íîñòÿìè

∆a = ∆̄a = a(Q − a). (19)

Òåïåðü çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå âåëè÷èíû Q. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî òåîðèþ Ëèóâèëëÿ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðèþ ñâîáîäíîãî ïîëÿ, âîçìóùåííóþ îïåðàòîðîì µ

∫
d2x ebφ. ×òîáû ïîëó÷èâ-

øàÿñÿ òåîðèÿ áûëà êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòîò îïåðàòîð áûë èíâàðèàíòåí
ïðè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, òî åñòü îïåðàòîð ebφ äîëæåí èìåòü êîíôîðìíóþ ðàçìåðíîñòü
(1, 1): ∆b = 1. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò

Q = b + b−1. (20)

Îòìåòèì, ÷òî Q ≥ 2 è ïîýòîìó
c ≥ 25. (21)

Êëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó îòâå÷àåò ñëó÷àé b → 0, îòêóäà ìû âèäèì ÷òî â êâàçèêëàññèêå c → ∞.
Òàêèì îáðàçîì, öåíòðàëüíûé çàðÿä ñîâñåì íå èñ÷åçàåò â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå. Â êëàññè÷åñêîì
ïðåäåëå óäîáíî ïîëîæèòü

ϕ = bφ, ~ = b2 ≃ 24/c, t(z) = ~T (z), ln = ~Ln.

Âûðàæàÿ êîììóòàòîð ÷åðåç ñêîáêó Ïóàññîíà, [·, ·] ≃ −i~{·, ·}, ïîëó÷àåì

{lm, ln} = i(m − n)lm+n + 2im(m2 − 1)δm+n,0.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç ñêîáîê Ïóàññîíà äëÿ ïîëåé ϕ(τ, σ) è
∂τϕ(τ, σ).

Â äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ âñå ïîëÿ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî ïðåäñòàâëåíèÿì
äâóõ êîïèé àëãåáðû Âèðàñîðî. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë èçó÷èòü ñòðóêòóðó ýòîé àëãåáðû. Ïóñòü |∆⟩
� âåêòîð ñòàðøåãî âåñà îäíîé àëãåáðû Âèðàñîðî ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c. Âñå äðóãèå âåêòîðû â
ïðåäñòàâëåíèè ìîæíî ïîëó÷èòü äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ L−n:

L−n1L−n2 . . . L−nk
|∆⟩, n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nk > 0. (22)

Ýòè âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ â ïðåäñòàâëåíèè, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Âåðìà èëè ñâîáîäíî-

ïîðîæäåííîì ìîäóëå. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ìîäóëü Âåðìà íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì. Ìîäóëü Âåðìà ïðèâîäèì, åñëè îí ñîäåðæàò äðóãîé ìîäóëü Âåðìà â êà÷åñòâå ïîäìîäóëÿ
(ò. å. ïîäïðåäñòàâëåíèÿ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî îí ñîäåðæèò âåêòîð |χ⟩, òàêîé ÷òî

Ln|χ⟩ = 0 (n > 0), L0|χ⟩ = (∆ + N)|χ⟩. (23)

Òàêîé âåêòîð íàçûâàåòñÿ íóëü-âåêòîðîì íà óðîâíå N > 0, à ìîäóëü Âåðìà â ýòîì ñëó÷àå íàçûâà-
þò âûðîæäåííûì íà óðîâíå N . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íóëü-âåêòîð äîëæåí áûòü îðòîãîíàëåí âñåì
îñòàëüíûì âåêòîðîì. Ïðåæäå âñåãî, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå, ñîãëàñîâàííîå
ñ àëãåáðîé Âèðàñîðî èìååò âèä

L+
n = L−n. (24)

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî äâà âåêòîðà |A⟩ è |B⟩ ôèêñèðîâàííîãî âåñà,

L0|A⟩ = ∆A|A⟩, L0|B⟩ = ∆B |B⟩

îðòîãîíàëüíû, åñëè ∆A ̸= ∆B :

0 = ⟨A|(L0 − L0)|B⟩ = (∆A − ∆B)⟨A|B⟩.

Ïóñòü

|A⟩ =
∞∑

k=0

∑
n1≥n2≥···≥nk>0

An1n2...nk
L−n1L−n2 . . . L−nk

|∆⟩.
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Òîãäà

⟨A|χ⟩ =
∞∑

k=0

∑
n1≥n2≥···≥nk>0

An1n2...nk
⟨∆|Ln1Ln2 . . . Lnk

|χ⟩ = A⟨∆|χ⟩ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íóëü-âåêòîðû è èõ ïîòîìêè îòâå÷àþò íóëåâîìó ñîñòî-
ÿíèþ, à ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäóëü Âåðìà ìîæíî ïðîôàêòîðèçîâàòü ïî ïîäìîäóëÿì, ïîðîæäåííûì
âñåìè íóëü-âåêòîðàìè, è ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èòñÿ íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Äàâàéòå ïîïðîáóåì íàéòè ïðîñòåéøèå íóëü-âåêòîðû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûé
âåêòîð |χ⟩ ÿâëÿåòñÿ íóëü-âåêòîðîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

L1|χ⟩ = L2|χ⟩ = 0.

Äåëî â òîì, ÷òî âñå îñòàëüíûå Ln (n ≥ 3) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê êîììóòàòîðû ýòèõ äâóõ îïåðàòîðîâ
â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå:

Ln =
1

n − 2
[Ln−1, L1] =

1
(n − 2)!

[. . . [[L2.L1], L1] . . . , L1].

Ïóñòü N = 1. Òîãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïîòîìîê |χ1⟩ = L−1|∆⟩, êîòîðûé è äîëæåí îêàçàòüñÿ
íóëü-âåêòîðîì. Î÷åâèäíî, L2|χ⟩ = 0. Ïîäåéñòâóåì òåïåðü îïåðàòîðîì L1:

L1|χ1⟩ = L1L−1|∆⟩ = 2L0|∆⟩ = 2∆|∆⟩.

Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîð |χ1⟩ ÿâëÿåòñÿ íóëü-âåêòîðîì, åñëè ∆ = 0. Ïîñìîòðèì, ÷òî ýòî çíà÷èò ôèçè-
÷åñêè. Ðàññìîòðèì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

0 = ⟨0, 0|ϕ∆1,∆̄1
(z1, z̄1) . . . ϕ∆k∆̄k

(zk, z̄k)L−1|0, 0⟩ = ⟨0, 0|[ϕ∆1,∆̄1
(z1, z̄1) . . . ϕ∆k∆̄k

(zk, z̄k), L−1]|0, 0⟩

= −
k∑

i=1

∂i⟨0, 0|ϕ∆1,∆̄1
(z1, z̄1) . . . ϕ∆k∆̄k

(zk, z̄k)|0, 0⟩.

Òî åñòü êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïåðâè÷íûõ ïîëåé, îïðåäåëåííàÿ â ðàäèàëüíîé êàðòèíå, íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè îäíîðîäíîì ñäâèãå ïî z. Àíàëîãè÷íî îíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíîðîäíîì ñäâèãå ïî z̄.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé N = 2. Âîçìîæíî, ìû ïîëó÷èì áîëåå ñîäåðæàòåëüíûå óðàâíåíèÿ.
Ïóñòü

|χ2⟩ = (AL−2 + BL2
−1)|∆⟩.

Èìååì óñëîâèÿ íóëü-âåêòîðà

0 = L1|χ2⟩ = (3A + 2(2∆ + 1)B)L−1|∆⟩,
0 = L2|χ2⟩ = ((4∆ + c/2)A + 6∆B)|∆⟩.

Ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

3A + 2(2∆ + 1)B = 0,

(4∆ + c/2)A + 6∆B = 0.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ýòèõ óðàâíåíèé

9∆ = (2∆ + 1)(4∆ + c/2)

èìååò ðåøåíèÿ

∆ = ∆12/21 ≡ 1
16

(
5 − c ±

√
(c − 1)(c − 25)

)
. (25)

Ìû âèäèì, ÷òî ìîäóëü Âåðìà ìîæåò áûòü âûðîæäåí íà óðîâíå 2, òîëüêî åñëè c ≤ 1 èëè c ≥ 25.
Ìû îáîçíà÷èëè ýòè ðàçìåðíîñòè êàê ∆12 è ∆21 èìåÿ â âèäó ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ âûðîæäåííûõ
ìîäóëåé, êîòîðóþ ìû îïèøåì â ñëåäóþùèé ðàç. Ïóñòü ∆∗ � ëþáîå èç ýòèõ äâóõ ðåøåíèé. Ïîëàãàÿ
A = 1, ïîëó÷èì

|χ2⟩ =
(

L−2 −
3

2(2∆∗ + 1)
L2
−1

)
|∆∗⟩. (26)
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Òåïåðü ïîäñòàâèì îáðàçóåì ñ ýòèì âåêòîðîì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ:

0 = ⟨0, 0|ϕ∆1,∆̄1
(z1, z̄1) . . . ϕ∆k∆̄k

(zk, z̄k)|χ2, ∆̄⟩
= ⟨0, 0|[ϕ∆1,∆̄1

(z1, z̄1) . . . ϕ∆k∆̄k
(zk, z̄k), L−2]|∆∗, ∆̄⟩

− 3
2(2∆∗ + 1)

⟨0, 0|[ϕ∆1,∆̄1
(z1, z̄1) . . . ϕ∆k∆̄k

(zk, z̄k), L2
−1]|∆∗, ∆̄⟩.

Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (15) íàõîäèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(
k∑

i=1

(
1

zi − z
∂i +

∆i

(zi − z)2

)
− 3

2(2∆∗ + 1)
∂2

)
× ⟨0, 0|ϕ∆1,∆̄1

(z1, z̄1) . . . ϕ∆k∆̄k
(zk, z̄k)ϕ∆∗∆̄(z, z)|0, 0⟩ = 0, (27)

ãäå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ìû çàìåíèëè (
∑

∂i)2 íà ∂2 ≡ ∂2/∂z2, ó÷èòûâàÿ îäíîðîäíîñòü êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè.

Èòàê, íàëè÷èå â êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè âûðîæäåííîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ íà êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. Â ñëåäóþùèé ðàç ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ýòè
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ìíîãèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ÿâíî. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìû óâèäèì, ÷òî äàæå áåç ýòèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ ïîçâî-
ëÿåò ðåøàòü ìîäåëè ñ c < 1 è c > 25, õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè íå ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â ñòîëü ÿâíîì âèäå, êàê â ñëó÷àå âûðîæäåííûõ ïîëåé.
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Çàäà÷è

1. Ïîëó÷èòå (6) èç îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ (9).
2. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ (18) è (19) äëÿ öåíòðàëüíîãî çàðÿäà è êîíôîðìíûõ ðàçìåðíîñòåé â

òåîðèè Ëèóâèëëÿ.
3. Íàéäèòå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ñâîáîäíîãî ìàéîðàíîâñêîãî ôåðìèîíà

S[ψ] =
1
4π

∫
d2x (ψ∂̄ψ − ψ̄∂ψ̄),

êîòîðûé îïèñûâàåò ìîäåëü Èçèíãà â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Ïîêàæèòå, ÷òî öåíòðàëüíûé çàðÿä ìîäåëè
c = 1/2. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ïîëåé ψ è ψ̄. Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ïîëåé, îòâå÷àþùèõ âûðîæ-
äåííûì ìîäóëÿì Âåðìà íà óðîâíå 2.
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