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Ñâîáîäíîïîëåâîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñâîáîäíîãî áîçîííîãî ïîëÿ φ(z, z̄) ñ äåéñòâèåì

S[φ] =
∫

d2x
(∂µφ)2

16π
. (1)

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè èìïóëüñà îïðåäåëèì êàê â òåîðèè Ëèóâèëëÿ (Q = b+ b−1 =
2iα0):

T (z) = −1
4
(∂φ)2 + iα0∂

2φ, T̄ (z̄) = −1
4
(∂̄φ)2 + iα0∂̄

2φ. (2)

Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè, öåíòðàëüíûé çàðÿä, îòâå÷àþùèé ýòîìó òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà, ðàâåí

c = 1 + 6Q2 = 1 − 24α2
0. (3)

Äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû iα0∂
2φ è iα0∂̄

2φ íå ïðîõîäÿò äëÿ ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî ïîëÿ áåññëåäíî.
Äåëî â òîì, ÷òî êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîëåé

Vα(z, z̄) = eiαφ(z,z̄)

ðàâíû
∆α = a(Q − a) = α(α − 2α0). (4)

Ïîýòîìó
∆α = ∆2α0−α, (5)

òî åñòü îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü èìåþò óæå íå ïîëÿ Vα è V−α, êàê ïðè îáû÷íîì òåíçîðå ýíåðãèè-
èìïóëüñà, ïîëÿ Vα è V2α0−α. À ýòî çíà÷èò, ÷òî, äëÿ òîãî, ÷òîáû òåîðèÿ áûëà êîððåêòíî îïðåäåëåíà
íà ñôåðå, ñëåäóåò ïåðåîïðåäåëèòü ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ. Èìåííî, äëÿ ëþáîãî îïåðà-
òîðà X ïîëîæèì

⟨X⟩α0 = lim
|z|→∞

|z|16α2
0⟨V−2α0(z, z̄)X⟩0, (6)

ãäå ⟨· · · ⟩0 � ñòàíäàðòíîå âàêóóìíîå ñðåäíåå äëÿ ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî áîçîíà. Ìíîæèòåëü |z|16α2
0

ââåäåí ïîòîìó, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |z| îïåðàòîð îáùåãî âèäà X áóäåò âûãëÿäåòü ïðîïîð-
öèîíàëüíûìè V2α0(0, 0). Òàêèì îáðàçîì, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè áóäåò â ëèäèðó-

þùåì ïîðÿäêå ïðîïîðöèîíàëüíà |z|−16α2
0 . Íèæå ïîä ñðåäíèì ⟨. . .⟩ âñåãäà áóäåò ïîíèìàòüñÿ ñðåäíåå

ñ ¾çàðÿäîì íà áåñêîíå÷íîñòè¿ ⟨. . .⟩α0 . Òîãäà

⟨Vα(z1, z̄1)V2α0−α(z2, z̄2)⟩ =
1

|z12|4∆α
. (7)

Õîòÿ ïðåäñòàâëåíèå ñâîáîäíûìè ïîëÿìè è ïîçâîëÿåò ïðÿìî ïîëó÷àòü êîððåëÿöèîííûå ôóíê-
öèè â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, íàøåé ïåðâîé öåëüþ áóäåò èìåííî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîíôîðìíûõ
áëîêîâ. Ïîýòîìó ìû ðàçîáüåì ñâîáîäíîå ïîëå íà äâå êèðàëüíîñòè, èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, íà ãîëî-
ìîðôíóþ è àíòèãîëîìîðôíóþ ÷àñòè:

φ(z, z̄) = φ(z) + φ̄(z̄). (8)

Ïðè ýòîì êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíû

⟨φ(z′)φ(z)⟩0 = 2 log
R

z′ − z
, ⟨φ̄(z̄′)φ̄(z̄)⟩0 = 2 log

R

z̄′ − z̄
, ⟨φ̄(z̄′)φ(z)⟩0 = 0. (9)

Íàïîìíþ, ÷òî îáùèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè (ñ ó÷åòîì çàðÿäà íà áåñêîíå÷íîñòè) ïåðåíîðìèðî-
âàííûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîëåé ðàâíû

⟨

y
N∏

i=1

eiαiφ(zi)⟩ =

{∏N
i<j(zi − zj)2αiαj ,

∑N
i=1 αi = 2α0,

0,
∑N

i=1 αi ̸= 2α0.
(10)
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Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò ìåñòî äëÿ eiαiφ̄(z̄).
Ïîêà ÷òî çàáóäåì ïðî φ̄(z̄). Ñðåäè îïåðàòîðîâ eiαφ(z) åñòü äâà îïåðàòîðà êîíôîðìíîé ðàçìåð-

íîñòè 1. Ðàçìåðíîñòè ýòèõ îïåðàòîðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

a±(Q − a±) ≡ α±(α± − 2α0) = 1. (11)

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ î÷åâèäíû:

a+ = b−1, a− = b

èëè

α± = α0 ±
√

α2
0 + 1 (12)

Âñïîìíèì, ÷òî èìåííî ýòî òðåáîâàëîñü îò îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ â òåîðèè Ëèóâèëëÿ. Ïðè ýòîì
òåîðèÿ îêàçûâàëàñü óäèâèòåëüíî ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî çàìåíû b → b−1. Òåïåðü, â òåîðèè
ñâîáîäíîãî ¾êèðàëüíîãî¿ ïîëÿ φ(z) ìû ìîæåì ââåñòè äâà îïåðàòîðà

S±(C) =
∫

C

dz eiα±φ(z), (13)

çàâèñÿùèõ îò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ C. Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ ýêðàíèðóþùèìè îïåðàòî-

ðàìè è â ñëó÷àå çàìêíóòîãî (ñ ó÷åòîì âåòâëåíèé) êîíòóðà C êîììóòèðóþò ñ àëãåáðîé Âèðàñîðî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì íàïèñàòü â âèäå âàêóóìíîãî ñðåäíåãî îò ýêñïîíåíò êàêîé-íèáóäü

êîíôîðìíûé áëîê Fα,α12
α,α12

(α ± α12; w) äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

G(w, w̄) = ⟨ϕ∆α(∞,∞)ϕ12(1, 1)ϕ12(w, w̄)ϕ∆α(0, 0)⟩.

Åñòåñòâåííî áûëî áû ñîïîñòàâèòü

ϕ∆α ∼ eiαφ, ϕ12 ∼ eiα12φ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ïîëåé

eiα12φ(z′)eiαφ(z) =
(

z′ − z

R

)2αα12

eiα12φ(z′)+iαφ(z) =
(

z′ − z

R

)2αα12

ei(α+α12)φ(z) + · · · ,

ãäå òî÷êè îáîçíà÷àþò ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ìû âèäèì, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó
ñëàãàåìîìó â ïðàâèëå ñëèÿíèÿ

[ϕ12][ϕα] = [ϕα+α12 ] + [ϕα−α12 ].

Òî åñòü, ìîæíî äóìàòü, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êîíôîðìíûì áëîêîì
ïðèìåðíî òàê

⟨· · · eiα12φ(w)eiαφ(0)⟩Fα,α12
α,α12

(α + α12; w).

Òî÷êàìè ìû ïðîñòî çàìåíèëè ïîêà íåèçâåñòíîå íàì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îñòàëüíûõ ïîëåé. Ìîæíî
áûëî áû äëÿ ïåðâîãî ïîëÿ ïîïðîáîâàòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå:

ϕα ∼ ei(2α0−α)φ.

Òîãäà ïîëó÷èì

ei(2α0−α)φ(z′)eiα12φ(z) =
(

z′ − z

R)

)i(2α0−α)α12ei(2α0−α+α12φ(z)

+ · · · .

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ÷ëåíó â ïðàâèëå ñëèÿíèÿ, ÷òî íå äàåò âîçìîæíîñòè ïîñòðîèòü êîíôîðì-
íûé áëîê. È äåéñòâèòåëüíî

⟨ei(2α0−α)φ(∞)eiα12φ(1)eiα12φ(w)eiαφ(0)⟩ = 0

â ñèëó òîãî, ÷òî
(2α0 − α) + α12 + α12 + α = 2α0 − α− ̸= 2α0.
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîððåëÿòîð ñòàíåò íåíóëåâûì, åñëè â íåãî âñòàâèòü îïåðàòîð S−, çàðÿä êîòîðîãî
êàê ðàç ðàâåí α−:

⟨ei(2α0−α)φ(∞)eiα12φ(1)eiα12φ(w)eiαφ(0)S−(C)⟩ ̸= 0.

Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, êàê ïðîâåñòè êîíòóð C. Åñòü ñïîñîá äåéñòâèòåëüíî íàðèñîâàòü çàìêíóòûé
(íà íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè!) êîíòóð â âèäå ¾î÷êîâ¿, îõâàòûâàþùèõ äâà ïîëÿ. Íî äëÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ öåëåé ýòè î÷êè ìîæíî ñæàòü è ñâåñòè çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà ïî íåçàìêíóòîé
êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé äâà ïîëÿ. Åñëè èíòåãðàë â ñèëó îñîáåííîñòåé íà÷íåò ðàñõîäèòüñÿ, åãî ìîæíî
äîîïðåäåëèòü êàê àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî α è α− èç òîé îáëàñòè, ãäå îí ñõîäèòñÿ. Ìîòèâè-
ðîâàííûå ýòèìè ñîîáðàæåíèÿìè, íàïèøåì îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå

eiα12φ(z′)

∫ z′

z

du eiα−φ(u) eiαφ(z) = R#(z′ − z)2αα12

∫ z′

z

du (z′ − u)−α2
−(u − z)2αα− + · · ·

= R#(z′ − z)1+(α−α−)α−
Γ(1 − α2

−)Γ(1 + 2αα−)
Γ(2 + 2αα− − α2

−)
ei(α−α12)φ(z) + · · · . (14)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå áåòà-ôóíêöèè∫ 1

0

duuα(1 − u)β =
Γ(α + 1)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 2)
.

Â (14) ìû êàê ðàç ïîëó÷èëè âòîðîé ÷ëåí â ïðàâèëå ñëèÿíèÿ! Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü

Fα,α12
α,α12

(α − α12; w) = A−1
− ⟨ei(2α0−α)φ(∞)eiα12φ(1)eiα12φ(w)S−(Cw

0 )eiαφ(0)⟩

= A−1
−

∫ w

0

du u2αα−(w − u)−α2
−(1 − u)−α2

− . (15)

Çäåñü Cz′

z îáîçíà÷àåò êîíòóð èäóùèé îò òî÷êè z äî òî÷êè z′, à A− � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Íàøà
óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî ìû ìîæåì ïîñòàâèòü çíàê ðàâåíñòâà îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ôàêòàõ:

1. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15) êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíà è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñâÿçàííîãî ñ íóëü-âåêòîðîì.

2. Ïðè îáõîäå ïåðåìåííîé w âîêðóã íóëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïðîñòî íàáåãàåò ìíîæèòåëü e2π(α−α−)α−

â òî÷íîñòè òàêîé, êîòîðûé íàáåãàåò äëÿ êîíôîðìíîãî áëîêà.
Îòìåòèì, ÷òî ýòè ñîîáðàæåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå è åñëè ìû íå ôèêñèðóåì òî÷êè çíà÷åíèÿìè∞, 1,

w, 0, à òàêæå â ñëó÷àå ìíîãîòî÷å÷íûõ ôóíêöèé. Ãëàâíîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ýòèõ ñîîáðàæåíèé
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñðåäè N ïîëåé èìååòñÿ êàê ìèíèìóì N − 2 âûðîæäåííûõ ïîëÿ.

Êàê íàéòè âòîðîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ? Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðî-
âåñòè êîíòóð êàê-íèáóäü ïî-äðóãîìó. ×òîáû ñâîéñòâà ìîíîäðîìèè âîêðóã íóëÿ îñòàëèñü òàêèìè æå
ïðîñòûìè, êîíòóð ñëåäóåò ïðîâåñòè îò åäèíèöû äî áåñêîíå÷íîñòè:

Fα,α12
α,α12

(α + α12; w) = A−1
+ ⟨ei(2α0−α)φ(∞)S−(C∞

1 )eiα12φ(1)eiα12φ(w)eiαφ(0)⟩

= A−1
+

∫ ∞

1

duu2αα−(u − w)−α2
−(u − 1)−α2

− . (16)

Ñ ýòèì êîíôîðìíûì áëîêîì ñâÿçàíî òàêæå ðàçëîæåíèå

ei(2α0−α)φ(z′)

∫ z′

z

du eiα−φ(u) eiα12φ(z)

= R#(z′ − z)1+(2α0−α−α−)α−
Γ(1 − α2

−)Γ(−1 − 2αα− + 2α2
−)

Γ(α2
− − 2αα−)

ei(2α0−α−α12)φ(z) + · · · , (17)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (14) çàìåíîé α íà 2α0 − α.
Êîíñòàíòû A± íåòðóäíî íàéòè. Ïðè w → 0 ÷åòûðåõòî÷êè ðàñïàäàþòñÿ â äâå òðåõòî÷êè:

⟨ei(2α0−α)φ(∞)eiα12φ(1)eiα12φ(w)S−(Cw
0 )eiαφ(0)⟩

= ⟨ei(2α0−α)φ(∞)eiα12φ(1)ei(α−α12)φ(0)⟩⟨ei(2α0−α+α12)φ(∞)eiα12φ(w)eiαφ(0)⟩
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= w1+(α−α−)α−
Γ(1 − α2

−)Γ(1 + 2αα−)
Γ(2 + 2αα− − α2

−)
.

Îòñþäà

A− =
Γ(1 − α2

−)Γ(1 + 2αα−)
Γ(2 + 2αα− − α2

−)
. (18)

Àíàëîãè÷íî,

⟨ei(2α0−α)φ(∞)S−(C∞
1 )eiα12φ(1)eiα12φ(w)eiαφ(0)⟩

= ⟨ei(2α0−α)φ(∞)S−(C∞
1 )eiα12φ(1)ei(α+α12)φ(0)⟩⟨ei(2α0−α−α12)φ(∞)eiα12φ(w)eiαφ(0)⟩

= w−αα−
Γ(1 − α2

−)Γ(−1 − 2αα− + 2α2
−)

Γ(α2
− − 2αα−)

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

A+ =
Γ(1 − α2

−)Γ(−1 − 2αα− + 2α2
−)

Γ(α2
− − 2αα−)

. (19)

Òåïåðü ìû èìååì ÿâíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ. Ïîýòîìó êîððå-
ëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê

G(w, w̄) = Cα,α12,α+α12C
α+α12
α12,α Fα,α12

α,α12
(α + α12; w)Fα,α12

α,α12 (α + α12; w)

+ Cα,α12,α−α12C
α−α12
α12,α Fα,α12

α,α12
(α − α12; w)Fα,α12

α,α12 (α − α12;w). (20)

Åñëè ìû íàéäåì ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Cα±α12
α12,α , ìû áóäåì èìåòü ÿâíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå äëÿ âñåõ (íå òîëüêî ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ) êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé â òåîðèè. Íî äëÿ ýòîãî
íóæíî âûïèñàòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ F(. . . ; w) ïî êîíôîðìíûì áëî-
êàì F(. . . ; 1−w), à çàòåì ðåøèòü óðàâíåíèÿ àññîöèàòèâíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ñäåëàòü ýòî íå òàê óæ
òðóäíî. Îáðàòèì âíèìàíèå íà êîíôîðìíûå áëîêè F(. . . ; 1−w) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ïðàêòè÷åñêè
òå æå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ýêñïîíåíò:

Fα ,α
α12,α12

(0; 1 − w) = A′−1
− ⟨ei(2α0−α)φ(∞)eiα12φ(1)S−(C1

w)eiα12φ(w)eiαφ(0)⟩

= A′−1
−

∫ 1

w

duu2αα−(u − w)−α2
−(1 − u)−α2

− , (21)

Fα ,α
α12,α12

(α13; 1 − w) = A′−1
+ ⟨ei(2α0−α)φ(∞)eiα12φ(1)eiα12φ(w)eiαφ(0)S−(C0

−∞)⟩

= A′−1
+

∫ 0

−∞
du (−u)2αα−(w − u)−α2

−(1 − u)−α2
− , (22)

ïðè÷åì

A′
− =

Γ2(1 − α2
−)

Γ(2 − 2α2
−)

, (23)

A′
+ =

Γ(−1 − 2αα− + 2α2
−)Γ(1 + 2αα−)

Γ(2α2
−)

. (24)

Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òîì, ÷òî êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîõîäÿò îò w äî 1 è îò −∞ äî 0.
Òî åñòü ôóíêöèè (15), (16) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç (21), (22) ïóòåì ïåðåêèäûâàíèÿ êîíòóðîâ. ß íå
áóäó óòîìëÿòü âàñ âû÷èñëåíèåì (õîòÿ îíî è î÷åíü ïîó÷èòåëüíî) è ïðèâåäó ëèøü ðåçóëüòàò:

Fα,α12
α,α12

(α − α12;w) = K−−Fα ,α
α12,α12

(0; 1 − w) + K−+Fα ,α
α12,α12

(α13; 1 − w),

Fα,α12
α,α12

(α + α12;w) = K+−Fα ,α
α12,α12

(0; 1 − w) + K++Fα ,α
α12,α12

(α13; 1 − w),
(25)

ãäå

K−− = −
A′

−
A−

sinπα2
−

sin 2πα2
−

, K−+ =
A′

+

A−

sin 2π(αα− − α2
−)

sin 2πα2
−

,

K+− = −
A′

−
A+

sinπα2
−

sin 2πα2
−

, K++ =
A′

+

A+

sin 2παα−

sin 2πα2
−

.

(26)

4



Â îáîçíà÷åíèÿõ Ëåêöèè 20, ïîëàãàÿ ϕm = ϕα−α12 , ϕm′ = ϕα+α12 , ïîëó÷èì

(Cα−α12
α,α12

)2K−−K−+ + (Cα+α12
α,α12

)2K+−K++ = 0

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â íàøåé òåîðèè, ïîëó÷èì(
Cα+α12

α,α12

Cα
α−α12,α12

)2

= −K+−K++

K−−K−+
= −

A2
+

A2
−

sin 2π(αα− − α2
−)

sin 2παα−

=
γ(1 + 2αα− − α2

−)γ(2 + 2αα− − α2
−)

γ(1 + 2αα−)γ(2 + 2αα− − 2α2
−)

, (27)

ãäå

γ(z) =
Γ(z)

Γ(1 − z)
.

Åñëè, íàïðèìåð, ìû ïîëîæèì α = α12, òî, ïîñêîëüêó Cα12
0,α12

= 1, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷èì

(C13
12,12)

2 =
γ(1 − 2α2

−)γ(2 − 2α2
−)

γ(1 − α2
−)γ(2 − 3α2

−)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå ìîäåëè Èçèíãà (α2
− = 3/4) ýòîò êâàäðàò ðàâåí åäèíèöå.

Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî íàéòè âñå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû C1.n+1
1n,12 . Çàìåíîé α2

− íà α2
+ ïîëó÷à-

þòñÿ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Cm+1.1
m1,21 . ×òîáû íàéòè âîîáùå âñå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Cm′′n′′

mn,m′n′

íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû âèäà

⟨ei(2α0−α−αmn−kα+−lα−)φ(∞)eiαmnφ(1)

∫ 1

0

duk

∫ uk

0

duk−1 . . .

∫ u2

0

du1 eiα+φ(uk) . . . eiα+φ(u1)

×
∫ 1

0

dvk

∫ vl

0

dvl−1 . . .

∫ v2

0

dv1 eiα−φ(vk) . . . eiα−φ(v1)eiαφ(0)⟩

=
∫ 1

0

duk

∫ uk

0

duk−1 . . .

∫ u2

0

du1

∫ 1

0

dvl

∫ vl

0

dvl−1 . . .

∫ v2

0

dv1

×
k∏

i=1

u2αα1n
i (1 − ui)(2α0−α−α1n−kα−)α1n

k∏
i>j

(ui − uj)2α2
−

×
l∏

i=1

v2αα1n
i (1 − vi)(2α0−α−α1n−lα−)α1n

l∏
i>j

(vi − vj)2α2
−

k∏
i=1

l∏
j=1

(ui − vj)−2

è íàó÷èòüñÿ ïåðåáðàñûâàòü èíòåãðàëû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûðåõòî÷êàõ. Ýòî áûëî ñäåëàíî Äî-
öåíêî è Ôàòååâûì (1985), ïðè÷åì áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò
âûðîæäåííûõ ïîëåé.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè k ≤ m, l ≤ n. Ñ ÷åì ýòî ñâÿçàíî? Íå ìîæåò
ëè áûòü êîððåëÿòîðà, íàðóøàþùåãî ýòî óñëîâèå? Îêàçûâàåòñÿ, íå ìîæåò. ×òîáû ïîíÿòü ýòî äà-
âàéòå âñïîìíèì, ÷òî èíòåãðàëû îò z äî z′ âîçíèêëè êàê ñæàòèå çàìêíóòûõ êîíòóðîâ. Ðàññìîòðèì
èíòåãðàë

Q
(m)
± =

∫
C(z0)

dum

∫
C(um)

dum−1 . . .

∫
C(u2)

du1 eiα+φ(um)eiα±φ(um−1) . . . eiα±φ(u1)

ãäå z0 ̸= z, êîíòóð C(ζ) íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå ζ, îáõîäèò òî÷êó z è âîçâðàùàåòñÿ â ζ. Ïóñòü Fα �
ôîêîâñêèé ìîäóëü íàä îïåðàòîðîì eiαφ(z), òî åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ, ïîëó÷àåìûõ èç
íåãî óìíîæåíèåì íà ïðîèçâîäíûå îò ïîëÿ φ(z):

Fα = span
{

(∂r1φ(z)∂r2φ(z) · · · )eiαφ(z)
}

, Fmn = Fαmn

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ

Q
(m)
+ Φ ∈ F−m,n, Q

(n)
− Φ ∈ Fm,−n, åñëè Φ ∈ Fmn.

5



Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî òàêîé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè z0. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììàð-
íàÿ ñòåïåíü èíòåãðàëà äëÿ ïåðâîãî âûðàæåíèÿ,

m + 2mα+αmn + 2
m(m − 1)

2
α2

+ + (öåëîå) = mn + (öåëîå),

öåëàÿ (àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî âûðàæåíèÿ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòîò èíòåãðàëû õîðîøî îïðåäåëåíû.

Ïðè ýòîì Q
(m)
+ äåéñòâóåò èç ôîêîâñêîãî ìîäóëÿ íàä ïîëåì eiαmnφ â ôîêîâñêèé ìîäóëü íàä ïîëåì

eiα−m,nφ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

∆−m,n = ∆m,−n = ∆mn + mn. (28)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ Φ = eiαmnφ èíòåãðàëû ðàâíû íóëþ:

Q
(m)
+ eiαmnφ(z) = Q

(n)
− eiαmnφ(z) = 0.

Òî åñòü ìû íå ìîæåì ¾íàâåñèòü¿ íà ïîëå eiαmnφ áîëüøå ÷åì m − 1 ýêðàíèðóþùèõ îïåðàòîðîâ S+

è áîëüøå ÷åì n − 1 îïåðàòîðîâ S−.
Ïóñòü v � íåêîòîðûé âåêòîð â Fmn íà óðîâíå mn. Òîãäà

Q
(m)
+ v = const eiα−m,nφ.

Åñëè êîíñòàíòà íå ðàâíà íóëþ, ýòîò âåêòîð íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ñòàðøåãî âåêòîðà äåéñòâèåì
àëãåáðû Âèðàñîðî, òàê êàê îíà êîììóòèðóåò ñ ýêðàíèðóþùèìè îïåðàòîðàìè. Ïîýòîìó ôèçè÷åñêèì
âåêòîðàì â ôîêîâñêîì ìîäóëè ñîîòâåòñòâóåò ïîäïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëåííîå óñëîâèåì

Q
(m)
+ Φ = 0

èëè
Q

(n)
− Φ = 0.

Îáà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.
Â ìîäóëå æå F−m,−n, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëþ ei(2α0−αmn)φ(z), ôèçè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿ-

þòñÿ ñîñòîÿíèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè Q
(m)
+ Fm,−n (ëèáî Q

(n)
− F−m,n. Òî åñòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü

íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, ïî ýòèì îáðàçàì íóæíî ïðîôàêòîðèçîâàòü. Âñå ýòî âåðíî äëÿ èððà-
öèîíàëüíûõ çíà÷åíèé α2

−. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ òåîðèé êîíñòðóêöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.
Â ñëó÷àå òåîðèè Ëèóâèëëÿ (c > 25) èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êàê ðàç íåâûðîæäåííûå ïîëÿ. Ïðè

ýòîì ïðåäñòàâëåíèå ñâîáîäíûìè ïîëÿìè îòñóòñòâóþò, îäíàêî ñîîòíîøåíèå (27) è íåêîòîðûå äðóãèå
ñîîòíîøåíèÿ äàþò ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü.
Îòâåò áûë íàéäåí À. Çàìîëîä÷èêîâûì è Àë. Çàìîëîä÷èêîâûì â 1995 ã.

Çàäà÷è

1. Íàéòè âñå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû âèäà C1.n+1
1.n,12 .

2. Íàéòè âñå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû âèäà Cα
α,α13

.
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