lEKCIQ 9 kWANTOWANIE FERMIONOW

rASSMOTRIM ALGEBRU kLIFFORDA, SOOTWETSTWU@]U@ ODNOMU FERMIONNOMU SOSTOQNI@ W FORMALIZME WTORI^NOGO KWANTOWANIQ:_{a2 = (a+)2 = 0, aa+ + a+a = 1. (1)}

wWEDEM WAKUUMNOE SOSTOQNIE |0⟩:_{a|0⟩ = 0, ⟨0|0⟩ = 1.}

sOOTWETSTWU@]IJ FOKOWSKIJ MODULX NATQNUT NA DWA WEKTORA |0⟩ I |1⟩ = a^+|0⟩. rASSMOTRIM GAMILXTO- NIAN_{H = εa+a (2)}

DLQ KOTOROGO SOSTOQNIQ |0⟩ I |1⟩ QWLQ@TSQ SOBSTWENNYMI WEKTORAMI S “NERGIQMI 0 I ε SOOTWETSTWENNO. mY POLNOSTX@ OPISALI KWANTOWU@ “WOL@CI@ SISTEMY I MOVEM WY^ISLITX L@BYE KORRELQCIONNYE FUNKCII. dEJSTWITELXNO, DLQ DWUHTO^EK POLU^AEM ⟨0|a(t)a^+(0)|0⟩ = ⟨0|e^{iHt}ae^{−iHt}a^+|0⟩ = ⟨0|ae^{−iεt}a^+|0⟩ = e^{−iεt}, ⟨0|a^+(t)a(0)|0⟩ = ⟨0|e^{iHt}a^+e^{−iHt}a|0⟩ = 0. mNOGOTO^E^NYE FUNKCII WY^ISLQEM PO tEOREME wIKA. ~TOBY WY^ISLITX MNOGOTO^E^NU@ KORRELQCIONNU@ FUNKCI@ FERMIONNYH POLEJ S

KWADRATI^NYM GAMILXTONIANOM, SLEDUET RASSMOTRETX WSE SPARIWANIQ, ZATEM DLQ KAVDOGO SPARIWANIQ PERESTAWITX POLQ TAK ^TOBY SPARIWAEMYE POLQ STOQLI PO SOSEDSTWU. pRI “TOM KAVDOJ PERESTANOWKE POLEJ SLEDUET SOPOSTAWITX ZNAK MINUS. zATEM KAVDOMU SPARIWANI@ SOPOSTAWITX DWUHTO^KU.

nAPRIMER, DLQ ^ETYREHTO^KI IZ PROIZWOLXNYH LINEJNYH PO a, a^+ POLEJ ϕi MOVNO NAPISATX

⟨0|ϕ_1ϕ_2ϕ_3ϕ_4|0⟩ = ⟨0|ϕ_1ϕ_2|0⟩⟨0|ϕ_3ϕ_4|0⟩ − ⟨0|ϕ_1ϕ_3|0⟩⟨0|ϕ_2ϕ_4|0⟩ + ⟨0|ϕ_1ϕ_4|0⟩⟨0|ϕ_2ϕ_3|0⟩

= • • • •_{1 2}

3 4 − • • • •^{...............}

......

......

......

......

......

...... ... ...... ...... ...... ...... . ...... ...... ...... ...... . 1 2

3 4 + • • • •_{1 2}

3 4 .

gRAFI^ESKI ZNAK MINUS OTWE^AET PERESTANOWKE DWUH HWOSTOW.

wY^ISLIM SREDNEE, IME@]EE SMYSL PROIZWODQ]EJ FUNKCII, Z[ζ, ζ̄] = ⟨e^i ∫_{dt (ζ̄a+ζa+)} ⟩ = ⟨0|Te^i ∫_{dt (ζ̄a+ζa+)} |0⟩ = ∞∑ n=0 ∫ t_1 >···>t_n d^nt i^n⟨0|z(t_1) . . . z(t_n)|0⟩, z(t) = ζ̄(t)a(t) + ζ(t)a^+(t). (3) Sic! pRI OPREDELENII NORMALXNOGO UPORQDO^ENIQ MY OBRA]ALISX S z(t) TAK VE KAK S BOZONNYM POLEM.

o^EWIDNO, ^TO Z[ζ, ζ̄] = ∞∑ n=0 (−1)^n ∫ t_1>···>t_{2n} d^{2n}t ζ̄(t_1)ζ(t_2) . . . ζ̄(t_{2n−1})ζ(t_{2n})e^{−iε(t1 −t2+···+t2n}�^{1 −t2n)}

= ∞∑ n=0 (−1)^n ∫ t_1,t_2>···>t_{2n}�_1 ,t_{2n} d^{2n}t ζ̄(t_1)ζ(t_2) . . . ζ̄(t_{2n−1})ζ(t_{2n}) n∏ j=1 θ(t_{2j−1} − t_{2j} )e^{−iε(t2j}�^{1 −t2j )}

(θ(t) — STUPEN^ATAQ FUNKCIQ). —TU FORMULU MOVNO UPROSTITX, ESLI S^ITATX, ^TO ζ(t), ζ̄(t) ANTIKOMMUTIRU@T DRUG S DRUGOM. dEJSTWITELXNO, ESLI MY W “TOM SLU^AE WOZXMEM INTEGRAL PO WSEM t_i PO WSEJ WE]ESTWENNOJ OSI, TO, NAPRIMER, WKLAD OT PODOBLASTI, GDE t_1 > t_2 > t_4 > t_3, SOKRATITSQ S

WKLADOM, GDE t1 > t4 > t2 > t3. tAKIM OBRAZOM, HOTQ PORQDOK PAR “NE^ETNYJ–^ETNYJ” BUDET PROIZWOLEN, SAMI PARY SOHRANQTSQ. ~ISLO PERESTANOWOK TAKIH PAR RAWNO n! I Z[ζ, ζ̄] = ∞∑ n=0 (−1)^n n! ∫ d^{2n}t ζ̄(t_1)ζ(t_2) . . . ζ̄(t_{2n−1})ζ(t_{2n}) n∏ j=1 G(t_{2j−1}, t_{2j} )

= exp ( − ∫ dt dt^′ ζ̄(t)ζ(t^′)G(t, t^′) ) , G(t, t^′) = θ(t − t^′)e^{−iε(t−t} 0_) . (4)

aNTIKOMMUTATIWNOSTX PEREMENNYH ζ(t),^¯ζ(t) NI^EGO NE PORTIT, TAK KAK POZWOLQET OPREDELITX KORRE- LQCIONNYE FUNKCII KAK FORMALXNYE WARIACIONNYE PROIZWODNYE PROIZWODQ]EJ FUNKCII PRI ζ(t) =

ζ̄(t) = 0, NAPRIMER ⟨a(t)a^+(t^′)⟩ = − δ δζ(t^′) δ δζ̄(t) Z[ζ, ζ̄] | | | |_{ζ(t)=ζ̄(t)=0} = G(t, t^′)

(ZDESX PORQDOK WZQTIQ PROIZWODNYH WAVEN). oTMETIM, ^TO ANTIKOMMUTATIWNOSTX ISTO^NIKOW PRIWODIT K SLEDU@]EMU ESTESTWENNOMU OPREDELENI@ HRONOLOGI^ESKOGO PROIZWEDENIQ FERMIONOW:

T[ϕ(t_1)ϕ(t_2)] = { ϕ(t_1)ϕ(t_2) PRI t_1 > t_2, −ϕ(t_2)ϕ(t_1) PRI t_1 < t_2.

zADA^A 1. wYWESTI IZ (4) TEOREMU wIKA DLQ FERMIONOW.

dAWAJTE OPREDELIM TEPERX FUNKCIONALXNYJ INTEGRAL. dEJSTWIE, SOOTWETSTWU@]EE GAMILXTONI- ANU (2) IMEET WID

S[a, a^+] = i ∫ dt a^+(ȧ + iεa). (5) w “TOM SLU^AE ia^+ = ∂L/∂ȧ — IMPULXS, SOOTWETSTWU@]IJ a, I MY IMEEM H = pq̇ − L = (ia^+)ȧ − ia^+(ȧ + iεa) = εa^+a. kLASSI^ESKIE URAWNENIQ DWIVENIQ IME@T WID ȧ = −iεa, ȧ^+ = iεa^+. oTMETIM, ^TO_{iS[a, a+] = −(a+, Ka), K = ∂}

t + iε + 0, (6)

PRI^EM_{KG(t, t′) = δ(t − t′) (7)}

I G(t, t^′) UBYWAET PRI t − t^′ → ∓i∞, ESLI PRODOLVENIE NA MNIMU@ OSX OPREDELENO PO PRAWILU WIKOWA POWOROTA. eSLI BY MY OPREDELILI PROIZWODQ]IJ FUNKCIONAL KAK Z[ζ, ζ̄] = ∫ Da Da^+ e^{iS+i(ζ̄,a)+i(ζ,a+)}, (8) NO S^ITALI BY ISTO^NIKI ζ,^¯ζ ANTIKOMMUTATIWNYMI WELI^INAMI, TO MY BY WYNUVDENY BYLI SDWIGATX KOMMUTIRU@]IE PEREMENNYE NA ANTIKOMMUTIRU@]IE SDWIVKI, ^TO SDELALO BY INTEGRAL BESSMYSLEN- NYM. eSLI BY MY S^ITALI ζ I^¯ζ KOMMUTIRU@]IMI, TO MY BY POLU^ILI PROSTU@ FORMULU (4), NEWERNU@ DLQ KOMMUTIRU@]IH ISTO^NIKOW. zAMETIM TAKVE, ^TO KLASSI^ESKIJ PREDEL KOMMUTACIONNYH SOOTNO- [ENIJ (1) DOLVEN IMETX WID_{a2 = (a+)2 = aa+ + a+a = 0.}

pO“TOMU ESTESTWENNO S^ITATX PEREMENNYE a(t), a^+(t) ANTIKOMMUTIRU@]IMI I BRATX FUNKCIONALXNYJ INTEGRAL PO ANTIKOMMUTIRU@]IM PEREMENNYM. ~TO BY “TO ZNA^ILO? kONE^NO, “ANTIKOMMUTIRU@]IE PEREMENNYE” — NIKAKIE NE PEREMENNYE, A OBRAZU@]IE GRASSMANOWOJ ALGEBRY (ALGEBRY FORM). iMENNO,

PUSTX IMEETSQ NABOR BUKW θi, i = 1, . . . , n. tOGDA GRASSMANOWA ALGEBRA — “TO ASSOCIATIWNAQ ALGEBRA S SOOTNO[ENIQMI_θ

iθ_j + θ_j θ_i = 0.

bAZIS W “TOJ ALGEBRE DAETSQ UPORQDO^ENNYMI PROIZWEDENIQMI θi_1 . . . θi_k , 0 ≤ k ≤ n, i1 < · · · < ik. rAZMERNOSTX k-LINEJNOGO PODPROSTRANSTWA RAWNA^{(n}_k^), A RAZMERNOSTX WSEJ ALGEBRY RAWNA 2^n.

oPREDELIM FUNKCI@ ANTIKOMMUTIRU@]IH PEREMENNYH f(θ) = f(θ1, . . . , θn) KAK PROIZWOLXNYJ “LE- MENT GRASSMANOWOJ ALGEBRY. eSTESTWENNO OPREDELITX PROIZWODNU@ SOOTNO[ENIQMI ∂ ∂θ_i 1 = 0, ∂ ∂θ_i · θ_j + θ_j · ∂ ∂θ_i = δ_{ij} ( T. E.^∂_{∂θi} (θj f(θ)) = δij f(θ) − θj^∂_{∂θi} f(θ) ) . mOVNO TAKVE OPREDELITX INTEGRAL KAK ∫ dθ_i 1 = 0, ∫ dθ_i θ_i = 1, dθ_i θ_j + θ_j dθ_i = 0

S ESTESTWENNYMI SWOJSTWAMI OPREDELENNYH INTEGRALOW. o^EWIDNO, ∫ dθ_i ∂ ∂θ_i f(θ) = 0. o^EWIDNO, ^TO ∫ dθ_1 dθ_2 e^{−kθ1θ2−ζ1 θ1−ζ2θ2} = ∫ dθ_1 dθ_2 (1 − kθ_1θ_2 − ζ_1θ_1 − ζ_2θ_2 − ζ_1ζ_2θ_1θ_2) = k(1 + k^{−1}ζ_1ζ_2) = ke^k

�1_{ζ1 ζ2} , GDE ζi — TOVE ANTIKOMMUTIRU@]IE PEREMENNYE (OBRAZU@]IE ALGEBRY), A k — ^ISLO.

oTS@DA LEGKO POLU^ITX, ^TO ∫ d^nθe^{− 12 (θ,Kθ)−(ζ,θ)} = √ det K e^{− 12 (ζ,K} �1_{ζ)} , (9)

GDE K — ANTISIMMETRI^NAQ MATRICA, A ζ1, . . . , ζn — ANTIKOMMUTIRU@]IE PEREMENNYE. —TO GRASSMANOW ANALOG FORMULY (16) IZ lEKCII 1. oBRATIM WNIMANIE NA TO, ^TO KORENX IZ OPREDELITELQ K STOIT W ^ISLITELE.

w KOMPLEKSNOM SLU^AE MOVNO WWESTI DWA KOMPLEKSNO SOPRQVENNYH NABORA PEREMENNYH θi, θ^+_i , TAK ^TO (9) DAST_∫ d^nθ^+ d^nθ e^{−(θ+,Kθ)−(ζ̄,θ)+(ζ,θ+)} = det K · e^{−(ζ̄K} �1_{ζ)} , (10)

GDE K — ^ISLOWAQ MATRICA,^¯ζi, ζi — GRASSMANOWY PEREMENNYE. iZ (7), (9) I (10) POLU^AEM (S TO^NOSTX@ DO KONSTANTY) (4).

w OB]EM SLU^AE FERMIONNYE STEPENI SWOBODY OPISYWA@TSQ ANTIKOMMUTIRU@]IMI PEREMENNYMI. zADA^A 2. rASSMOTRIM NERELQTIWISTSKIE WZAIMODEJSTWU@]IE FERMIONY S DEJSTWIEM S = ∑ σ=± ∫ dt d^3x ψ^+_σ ( i∂_tψ_σ + 1 2m ∇^2ψ_σ ) − ∑ σ,σ0_{=±} ∫ dt d^3x d^3x^′ V_{σσ}0(x, x^′)ψ^+_σ (x)ψ^+_σ0 (x^′)ψ_σ0(x^′)ψ_σ (x).

pOSTROITX DIAGRAMMNU@ TEHNIKU. pOKAZATX, ^TO KAVDOJ PETLE SLEDUET SOPOSTAWITX MNOVITELX (−1).