
Ëèñòîê 1.

Îäíîìåðíûé ïåðèîäè÷åñêèé îïåðàòîð Øðåäèíãåðà.

Â äàííîé ñåðèè çàäà÷ áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûé ïåðèîäè÷å-

ñêèé ñòàöèîíàðíûé îïåðàòîð Øðåäèíãåðà ñ ãëàäêèì âåùåñòâåííûì ïå-

ðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì.

L = −∂2

x
+ u(x), x ∈ R, u(x) ∈ R, u(x + Π) = u(x).

Îáîçíà÷èì Ψ1(E, x), Ψ2(E, x) ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

LΨ(E, x) = EΨ(E, x). (1)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð L âòîðîãî ïîðÿäêà, òî Ψ1(E, x) è Ψ2(E, x) îáðàçóþò
áàçèñ ðåøåíèé. Ïîñêîëüêó ïðè ñäâèãå íà Π îïåðàòîð ïåðåõîäèò â ñåáÿ,

ñäâèíóòûå ðåøåíèÿ Ψ1(E, x + Π) è Ψ2(E, x + Π) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè èñõîäíûõ

[

Ψ1(E, x + Π)
Ψ2(E, x + Π)

]

= T̂ (E)

[

Ψ1(E, x)
Ψ2(E, x)

]

, T̂ (E) =

[

t11(E) t12(E)
t21(E) t22(E)

]

Ìàòðèöà T̂ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè. Åå êîíêðåòíûé âèä, êî-

íå÷íî æå, çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà ðåøåíèé. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì

îïðåäåëåíèè E ìîæåò áûòü êàê âåùåñòâåííûì, òàê è êîìïëåêñíûì ÷èñ-

ëîì.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � èññëåäîâàíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè îãðàíè-

÷åííûõ íà âñåé ïðÿìîé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).

1. Äîêàæèòå, ÷òî det T̂ (E) ≡ 1 äëÿ âñåõ E ∈ C.

2. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 1 èìååò îãðàíè÷åííûå íà âñåé ïðÿìîé

ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà tr T̂ = ±2

3. Îáîçíà÷èì H
κ
ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé íà âå-

ùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè

f(x + Π) = κf(x), κ ∈ C, κ 6= 0. (2)

Ïóñòü |κ| = 1. Åñëè �óíêöèè f1(x), f2(x) ∈ H
κ
äîñòàòî÷íî õîðî-

øèå (èçìåðèìûå è íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b] f1(x), f2(x) ∈

1



L2([a, b])), òî åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

�îðìóëîé:

< f1, f2 >=

Π
∫

0

f1(x)f2(x)dx. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1(x), f2(x) ∈ H
κ
è äâàæäû íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèèðóåìû. Ïðîâåðüòå ñâîéñòâî ñèììåòðèè îïåðàòîðà L:

< Lf1, f2 >=< f1, Lf2 > .

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Ψ(x) ∈ H
κ
, |κ| = 1 è LΨ(x) = EΨ(x), òî E �

âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

5. Ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåð ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî u(x) � âåùåñòâåííàÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ, íî ñèíãóëÿðíàÿ �óíê-

öèÿ.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ κ òàêèõ, ÷òî |κ| = 1 îïåðàòîð L íåîãðàíè-

÷åí.
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