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Учебные материалы (программа курса по неделям
с задачами на семинар и домашнее задание, конспект
лекций и дополнительная литература) и текущая ведо-
мость успеваемости находятся на yandex.disk:

папка с учебными материалами

Домашнее задание сдаётся каждую неделю. Домаш-
ние задания прошлых недель, по каким-то причинам
не(до)выполненные, можно доносить, но баллы будут
выставляться с понижающим коэффициентом (около
0.5). При этом в течении последней недели перед экза-
меном сдавать можно только задание последней недели;
в течении предпоследней недели перед экзаменом мож-
но сдавать только задания последних трёх недель.

Домашние задания и контрольные желательно вы-
полнять на листах A4. Сдавать домашние задания и
контрольные лучше и желательно в электронном виде.
Такой порядок позволяет более оперативно производить
проверку работ и установить обратную связь. Для изго-
товления скана работы в требуемом виде на смартфоне
следует использовать программы

android: Genius Scan
iphone: tapScanner или Adobe Scan

Эта программа даёт возможность изготовить из фото-
графии вычищенный pdf-документ в чёрно-белом фор-
мате. Разумеется, допустимы и некоторые другие про-
граммы. Но сканы в шкале серого, или с полями, или с
грязным фоном сильно не приветствуются. Совершенно
невозможен приём архивов с фотографиями отдельных
страниц.

У некоторых студентов есть touch-планшеты с пе-
ром, благодаря чему они могут подготавливать свои ру-
кописные работы непосредственно в электронном виде.
Это приветствуется. В этом случае студент может ис-
пользовать несколько цветов за исключением красного
цвета, которым преподаватель будет выделять свои по-
метки при проверке работ.

Оформляя лист, следует выделить вверху информа-
ционное поле горизонтальной чертой. В этом поле ука-
зывается Фамилия Имя автора, тип работы (домашнее
задание №2, контрольная №1 и т.д.), номер листа. На-
звание pdf-файла надо составлять по шаблону:

Ларина Татьяна - дз03.pdf
Ларина Татьяна - дз03 - доделки.pdf

Ларина Татьяна - кр2.pdf

Шаблон определяет, в том числе, пробелы, дефисы,
строчные и прописные буквы. Совершенно не допуска-
ется машинное название pdf-файла, автоматически сге-
нерированное при его первичном создании.

Высылать домашние задания надо с корпоративной
почты ВШЭ. Высылать с другой почты не желательно
и можно только в том случае, если по названию почто-
вого адреса ясно можно понять фамилию и первую бук-
ву имени отправителя, а в реквизитах почтового адреса
указаны полностью Фамилия и Имя. Адреса преподава-
телей:
– Вергелес Сергей Сергеевич:

ssvergeles@yandex.ru
– Воинцев Иван Алексеевич:

ivointsev@hse.ru

https://disk.yandex.ru/d/xcRdMwa_vxfKnQ
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ПРОГРАММА КУРСА

Темы лекций и семинаров по курсу “Электродинамика конденсированных
сред”

1 Уравнения Максвелла в среде; плоские волны

Уравнения Максвелла в среде. Линейный отклик среды: диэлектрическая проницаемость и магнит-
ная восприимчивость. Принцип причинности; соотношения Крамерса-Кронига. Две простейшие
модели электромагнитного отклика сред: плазма с затуханием и среда с фононным резонансом.
Волновые пакеты: фазовая и групповая скорость, дисперсия. Граничные условия для уравнений
Максвелла.

2 Термодинамика и кинетика переменного электромагнитного поля в среде с линейным
откликом

Поток энергии в электромагнитной волне; вектор Умова-Пойнтинга. Плотность энергии перемен-
ного электромагнитного поля для среды с линейным откликом; формула Бриллюэна. Тепловые
потери при распространении электромагнитной волны.

3 Скин-эффект

Скин-эффект: запись граничных условий в форме Леонтовича; условие применимости описания
отражения волны от поверхности в терминах скин-эффекта. Скорость потока энергии в металл.
Идеальный металл. Нормальный скин-эффект; условия для нормальности скин-эффекта в метал-
лах. Глубина проникновения. Связь поверхностного импеданса с тепловым излучением.

4 Волноводы с металлическими стенками

Распространение волн в полых волноводах с идеально проводящими стенками. Волноводы с од-
носвязными полостями. Дисперсия мод, частота отсечки. Волноводы с круглым и прямоугольным
поперечным сечениями: поперечная структура мод; моды с минимальной частотой отсечки в вол-
новоде с круглым сечением. Определение длины распространения мод в полых металлических
волноводах с учётом потерь на стенках. Двухжильные волноводы: ёмкость, индуктивность и вол-
новое сопротивление линии. Коаксиальный волновод.

5 Диэлектрические волноводы

Плоские диэлектрические волноводы: TE- и TM-моды; количество направленных мод при фикси-
рованной частоте, фундаментальные моды. Аксиально-симметричные диэлектрические волноводы:
ступенчатый радиальный профиль показателя преломления; 𝑉 - и Δ-параметры.
Аксиально-симметричные волноводы. Волноводы со ступенчатым радиальным распределением по-
казателя преломления: дисперсионное уравнение, 𝑉 - и Δ-параметры. Приближение слабо-ведущего
волновода. Оптоволокно: физические характеристики, фундаментальная мода.

6 Рассеяние электромагнитных волн на макроскопических телах

Рассеяние электромагнитных волн на макроскопических телах. Оптическая теорема. Сечения рас-
сеяния, поглощения и взаимодействия. Предел рассеяния на малом шаре субволнового диаметра;
поведение параметров рассеяния вблизи резонансов. Прохождение света через коллоидные раство-
ры резонансных частиц малого размера.
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7 Электростатика
Уравнение на распределение электростатического поля. Однородный шар в электрическом поле.
Двумерные задачи: погонные ёмкости цилиндрического конденсатора и двух параллельных про-
водов. Однородный эллипсоид во внешнем однородном поле: факторы деполяризации. Аксиально-
симметричное удлинённое тело во внешнем однородном поле.
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§1. Уравнения Максвелла в среде; плоские волны

Уравнения Максвелла в среде. Диэлектри-
ческая проницаемость и магнитная восприим-
чивость. Уравнения Максвелла в вакууме. Разделе-
ние полного тока на поляризационный ток (ток свя-
занных зарядов), циркулирующий ток (ток, связан-
ной с намагниченностью среды) и ток свободных за-
рядов. Получение уравнений Максвелла в среде из урав-
нений Максвелла в пустоте. Диэлектрическая прони-
цаемость и магнитная восприимчивость: понятие о
временной и пространственной дисперсии. Литерату-
ра: § 1-4.

Граничные условия для уравнений Максвелла
в среде. Вывод, физическая интерпретация гранич-
ных условий для уравнений Максвелла в среде. Поверх-
ностные заряды. Поверхностные токи. Методы изме-
рения электрического поля E, электрической индукции
D], магнитной индукции B и магнитного поля H.

В ходе решения физических задач часто бывает по-
лезным иметь возможность проводить описание откли-
ка среды на электромагнитное поле, переходя от урав-
нений Максвелла в среде к уравнениям Максвелла в пу-
стоте и обратно. Этот переход может прояснить физи-
ческую суть явления.

Принцип причинности; соотношения
Крамерса-Кронига. Связь между электрической ин-
дукцией и электрическом полем в частотном пред-
ставлении в случае нетривиальной временно́й диспер-
сии и отсутствии пространственной дисперсии. Ана-
литические свойства функции отклика в частотном
представлении; физический смысл полюсов функции
отклика. Соотношение Крамерса-Кронига. Литерату-
ра: § 7-2, а также [Ландау и Лифшиц, 1982, § 82].

• Задача 1: Вычислить диэлектрическую прони-
цаемость в частотном представлении 𝜀(𝜔), если извест-
но, что коэффициент поляризуемости (диэлектрическая
восприимчивость) (1.14d) во временно́м представлении
имеет зависимость 𝜒(𝑡) = 𝐴 exp(−𝑡/𝜏).

Две простейшие модели электромагнитного
отклика сред: плазма с затуханием и среда с фо-
нонным резонансом. Модель Друде для электронной
плазмы в 𝜏 -приближении: запись кинетического урав-
нения в 𝜏 -приближении, выражение проводимости 𝜎
при конечной частоте 𝜔 через проводимость 𝜎0 при
нулевой частоте. Плазменная частота, предел низких
частот 𝜔𝜏 ≪ 1; связь диэлектрической проницаемо-
сти с проводимостью. Модель диэлектрика как среды,
состоящей из лорентцевых осцилляторов. Литерату-
ра: [Памятных и Туров, 2000, § 15, § 17].

• Задача 2: Найдите диэлектрическую проница-
емость 𝜀𝜔 для среды, состоящей из лорентцевых осцил-
ляторов. Осциллятор представляет собой заряд 𝑒 мас-

сы 𝑚, помещённый в потенциал. Резонансная частота
осциллятора и скорость затухания его амплитуды ко-
лебаний суть 𝜔0 и 𝛾 ≪ 𝜔0. Концентрация осциллято-
ров равна 𝑛. Постройте графики действительной 𝜀′(𝜔)
и мнимой 𝜀′′(𝜔) частей диэлектрической проницаемости,
а также относительной фазы между вектором поляри-
зации и электрическим полем, отдельно уделив внима-
ние их поведению в областях i) область низких частот
𝜔0−𝜔 ≫ 𝛾, ii) область резонанса |𝜔−𝜔0| ≲ 𝛾, iii) область
высоких частот 𝜔 − 𝜔0 ≫ 𝛾.

• Задача 3: Покажите, что для системы свобод-
ных зарядов при наличии трения (модель Друде) ди-
электрическая проницаемость, как функция частоты,
может быть записана следующим образом:

𝜀 = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝑖𝛾𝜔
, 𝜔2

𝑝 =
4𝜋𝑒2𝑛𝑒
𝑚𝑒

, (1)

где 𝜔𝑝 — плазменная частота (и для модели плазмы 𝑛𝑒
— концентрация зарядов, 𝑚𝑒 — масса зарядов), а 𝛾 —
декремент затухания.

Найдите диэлектрическую поляризуемость во вре-
менно́м представлении 𝜒(𝑡) (1.14d), соответствующую
проницаемости (3.4). Объясните качественно поведение
функции 𝜒(𝑡) на малых и больших временах.

Плоские монохроматические волны. Волновое
уравнение для свободного электромагнитного поля в
среде. Разложение электромагнитного поля по времен-
ным и пространственным гармоникам. Связь закона
дисперсии с дисперсией диэлектрической восприимчи-
вости и магнитной проницаемости. Показатели пре-
ломления и поглощения. Прозрачные среды. Литерату-
ра: § 3-1.

Волновые пакеты – фазовая и групповая ско-
рость, дисперсия. Понятие о волновом пакете, спек-
тральная ширина волнового пакета. Плоской волновой
пакет. Фазовая скорость. Групповая скорость. Огиба-
ющая волнового пакета. Вторая дисперсия. Сопровож-
дающая система координат. Уравнение Шредингера на
волновой пакет в лабораторной запаздывающей систе-
ме координат. Литература: § 3-3.

• Задача 4: Непосредственными вычислениями
покажите, что неравенства (3.13c) на групповую ско-
рость в изотропной прозрачной среде действительно
следуют из общих неравенств (7.9f,7.9g) на обобщённую
восприимчивость, если взять 𝛼(𝜔) = 𝜀(𝜔)𝜇(𝜔) − 1 (рас-
смотрите случай, когда пространственная дисперсия у
𝜀 и 𝜇 отсутствует).

Домашнее задание

• Задача 1: Получите уравнение на огибающую
в сопровождающей (движущейся) системе координат, в
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которой одной из координат является 𝑧rel = 𝑧 − vg𝑡, а
другой координатой — 𝑡.

• Задача 2: Пусть в начальный момент време-
ни огибающая плоского волнового пакета в сопровож-
дающей системе координат имела гауссову зависимость:
Φ(𝑧, 𝑡 = 0) = exp(−𝑧2/2𝜁2), где 𝜁/vg – длительность

импульса, vg – групповая скорость. Найти дальнейшую
эволюцию огибающей, если известна вторая диспер-
сия 𝛽2. Нарисовать график огибающей (действительной
и мнимой частей, желательно компьютерной програм-
мой для выявления всех характерных особенностей кри-
вых) при 𝑡 = 30𝜁2/(v3g 𝛽2) в интервале 𝑧 ∈ [−100𝜁, 100𝜁].

§2. Термодинамика и кинетика переменного электромагнитного поля в
среде с линейным откликом

Поток энергии в электромагнитной волне;
вектор Умова-Пойнтинга. Условие непрерывности
потока энергии на границе раздела; связь этого усло-
вия с граничными условиями для уравнений Максвел-
ла в среде. Выражение для потока энергии через ком-
плексные амплитуды полей. Литература: § 3-7, а также
[Ландау и Лифшиц, 1982, § 80].

Плотность энергии переменного электромаг-
нитного поля; формула Бриллюэна. Запись выра-
жения для плотности электромагнитной энергии че-
рез комплексные амплитуды. Условие применимости
формулы Бриллюэна – малые потери.

• Задача 1: Показать, что в прозрачной диспер-
гирующей среде для плоской монохроматической волны
выполняется соотношение

vg 𝐸̄ = 𝑆, (2)

где vg — групповая скорость, 𝐸̄ — средняя по вре-
мени плотность запасённой электромагнитной энергии,

𝑆 – среднее по времени абсолютное значение вектора
Умова-Пойнтинга.

Тепловые потери при распространении элек-
тромагнитной волны. Запись выражения для объём-
ной плотности тепловых потерь через комплексные
амплитуды полей. Выражение для полного количества
выделившегося тепла для импульса конечной длитель-
ности.

• Задача 2: Показать, что в почти прозрачной
диспергирующей среде для плоской монохроматической
волны выполняется соотношение

𝑆

𝑄̄
=

𝜆0
4𝜋k

, (3)

где k = Im
√
𝜀𝜇 — показатель поглощения среды (3.3b),

𝜆0 — длина волны в вакууме, а 𝑄̄ — средняя по времени
объёмная плотность потерь волны, уходящих в тепло.

§3. Скин-эффект.

Граничные условия в форме Леонтовича позволяют
решать задачу об отражении электромагнитных волн от
поверхности тела, избегая рассмотрения того, что про-
исходит внутри самого этого тела. Отражательные свой-
ства поверхности характеризуются только поверхност-
ным импедансом. Практическое применение этого под-
хода весьма обширно в электротехнике.

Скин-эффект: запись граничных условий в
форме Леонтовича; условие применимости опи-
сания отражения волны от поверхности в тер-
минах скин-эффекта. Связь тангенциальных ком-
понент электрического и магнитных полей на грани-
це оптически плотного материала. Глубина скин-слоя.
Условие применимости локальной связи между поля-
ми: малая величина глубины проникновения в материал
(длины волны в материале) по сравнению с длиной вол-
ны в окружающем пространстве и радиусом кривизны

поверхности. Принцип причинности для поверхност-
ного импеданса; принцип причинности для обратного
поверхностного импеданса. Физический смысл поверх-
ностного импеданса: связь между электрическим полем
и поверхностным током. Поток энергии в металл. Гра-
ничные условия на поверхности идеального металла.

Нормальный скин-эффект. Поверхностный им-
педанс. Глубина проникновения. Условия нормальности
для скин-эффекта. Литература: § 4-2, а также [Ландау
и Лифшиц, 1982, § 87].

Семинар

• Задача 1: Выразить поверхностной импеданс
через диэлектрическую проницаемость 𝜀 и магнитную
восприимчивость 𝜇 отражающего материала в случае
нормального скин-эффекта. Связать между собой глу-
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бину скин-слоя 𝛿, частоту волны 𝜔 и поверхностный им-
педанс 𝜁.

• Задача 2: Вычислить закон дисперсии по-
верхностного импеданса для почти идеального металла,
дисперсия проводимости которого соответствует модели
Друде.

• Задача 3: Пользуясь непосредственно соотно-
шением (4.5d), определите коэффициент отражения от
поверхности металла для нормально падающей волны.
Найдите мощность, уходящую в единицу поверхности
металла, если амплитуда колебаний электрического по-
ля в падающей волне равна E0.

• Задача 4: Определить коэффициент отраже-
ния от поверхности металла как функцию угла падения
и поляризации, зная поверхностный импеданс металла.

• Задача 5: Определить площадь полезного се-
чения для проводов (цилиндрических прутов) диамет-
ром 2𝑎 = 10 см, сделанных из меди и из стали, по кото-
рым течёт переменный ток с частотой 50Гц. Принять,
что сопротивление меди равно 𝜎Cu = 580ксим/см, маг-
нитная восприимчивость 𝜇Cu = 1, сопротивление стали
𝜎Fe = 100ксим/см, магнитная восприимчивость стали
𝜇Fe = 1000. Указание: Площадь полезного сечения 𝑆
определим как

𝑆 =
|𝐼|
𝐼0

· 𝜋𝑎2, (4)

где 𝐼 — комплексная амплитуда тока, протекающего по
всему сечению провода, 𝐼0 = 𝜋𝑎2𝜎|𝜕𝑧𝑉 | — величина по-
стоянного тока, который бы протекал, если бы падение
напряжения на единицу длины 𝜕𝑧𝑉 было постоянным
во времени.

Обсуждение области существования в частот-
ном представлении нормального скин-эффекта для ме-
талла через рассмотрение кинетического уравнения
Больцмана: длина свободного пробега должна быть

меньше чем масштаб, на котором изменяется элек-
трическое поле, т.е. глубина проникновения. Литера-
тура: [Абрикосов, 1987, § 7.2].

Домашнее задание

Связь поверхностного импеданса с тепловым
излучением Скорость излучения нагретой поверхно-
сти в пустоту.

• Задача 1: Определите полную интенсивность
теплового излучения, производимую поверхностью ме-
талла, характеризующуюся поверхностным импедансом
𝜁(𝜔) (предполагается предел |𝜁| ≪ 1). Сначала найди-
те спектральную плотность интенсивности уходящего
излучения в малый телесный угол d𝑜, d𝐼𝜔/d𝑜. Затем
найдите нормальную к поверхности металла компонен-
ту этого потока энергии и проинтегрируйте по всем на-
правлениям и частотам. При вычислении интеграла по
углам пренебрегите поправками, малыми по 𝜁. При вы-
числении интеграла по частотам подставьте явную за-
висимость поверхностного импеданса от частоты, вы-
раженную через статическую проводимость металла 𝜎.
Металл немагнитный, температура 𝑇 (измеряется в эрг)
мала по сравнению с частотой, на которой нормаль-
ный скин-эффект переходит в аномальный, кроме того
𝑇 ≪ ℏ𝜎 и 𝑇 ≪ ℏ/𝜏 , где 𝜏 — время релаксации электро-
нов.

Указание: Пусть 𝑅 — коэффициент отражения,
d𝐼𝑏𝜔/d𝑜 (размерность эрг/см2) — величина, соответ-
ствующая чёрному излучению. Искомая величина есть
d𝐼𝜔/d𝑜 = (1 − 𝑅)d𝐼𝑏𝜔/d𝑜, это соотношение называется
законом Кирхгофа. Телесный угол d𝑜 = sin 𝜃d𝜃d𝜙, где
𝜃 — угол между нормалью к поверхности и направле-
нием распространения волны. Обратите внимание, что
решение этой задачи, изложенное в [Ландау и Лифшиц,
1982], содержит ошибку.

§4. Волноводы с металлическими стенками

Распространение волн в полых волноводах с
идеально проводящими стенками. Волноводы с
односвязными полостями. Дисперсия мод, часто-
та отсечки. Определение длины распростране-
ния мод в полых металлических волноводах с
учётом потерь на стенках. Практическое примене-
ние волноводов. Выражение всех компонент полей E и
H через компоненты, направленные вдоль оси волново-
да, E𝑧 и H𝑧; классификация мод. Достаточные гранич-
ные условия для TM- и TE-волн. Получение дисперсион-
ного соотношения, минимальная частота распростра-
нения. Конечность длины распространения мод: выра-
жение коэффициента затухания через поверхностный

импеданс металла. Литература: § 5-3, а также [Ландау
и Лифшиц, 1982, § 91], [Топтыгин, 2005, § 14.1].

Волноводы с круглым и прямоугольным по-
перечным сечениями. Поперечная структура мод, в
частности, моды с минимальной частотой отсечки.

• Задача 1: Найти возможные типы волн в круг-
лом волноводе радиуса 𝑎, считая его стенки идеально
проводящими. Определить граничную частоту 𝜔0 для
такого волновода. Найти коэффициенты затухания 𝛼
разных типов волн в случае, если поверхностный им-
педанс стенок равен 𝜁. Литература: Пункт 5-3.4.2, а
также [Топтыгин, 2005, стр. 628, задачи 14.12 и 14.13].
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Двухжильные волноводы. Существование в вол-
новоде с двумя металлическими жилами в пределе иде-
ального металла полностью поперечной моды, не имею-
щей частоты отсечки. Ёмкость, индуктивность и волно-
вое сопротивление линии; условие согласования нагруз-
ки за волноводом.Литература: § 5-4.

Коаксиальный волновод. Рассмотрение коакси-
ального волновода на языке уравнений Максвелла. Опи-
сание коаксиального волновода в терминах линии Лехе-
ра: погонные ёмкость и индуктивность волновода, вол-
новое уравнение на напряжение и ток. Эквивалентность
описания моды в терминах уравнений Максвелла и ли-
нии Лехера. Литература: § 5-4, а также [Ландау и Лиф-
шиц, 1982, § 91], [Сивухин, 2004, § 143], [Kuphaldt, 2007,
Ch. 14].

• Задача 2: Найти погонную ёмкость (ёмкость
на единицу длины) для цилиндрического конденсатора.
Внутренняя обкладка имеет внешний радиус 𝑎, внеш-
няя обкладка имеет внутренний радиус 𝑏. Пространство
между обкладками заполнено средой с диэлектрической
проницаемостью 𝜀.

• Задача 3: Найти погонную ёмкость (ёмкость
на единицу длины) 𝐶 для конденсатора, образованно-
го двумя параллельными металлическими стержнями
круглого сечения. Радиус обоих стержней равен 𝑎, рас-
стояние между их осями равно 𝑏. Пространство меж-
ду проводами заполнено средой с диэлектрической про-
ницаемостью 𝜀. Отдельно рассмотреть пределы дале-
ко разнесённых стержней 𝑏 ≫ 𝑎 и почти касающихся
стержней, когда расстояние между их поверхностями
𝑑 = 𝑏− 2𝑎≪ 𝑎.

• Задача 4: Учесть затухание сигнала в коакси-
альном волноводе за счёт потерь в скин-слое и вычис-

лить длину 𝑙 распространения главной моды. Внутрен-
ний радиус коаксиального волновода равен 𝑎, внешний
– 𝑏, частота сигнала — 𝜔, поверхностный импеданс ме-
талла – 𝜁, диэлектрическая проницаемость и магнит-
ная восприимчивость материала между жилами рав-
ны 𝜀 и 𝜇.

Домашнее задание

• Задача 1: Исследовать TE- и TM-моды, име-
ющие наиболее низкие частоты отсечки в волноводе с
круглым поперечным сечением радиуса 𝑎, считая его
стенки идеально проводящими. а) Определить частоты
отсечки 𝜔𝑐 для этих мод. Нарисовать пространственную
структуру проекции электрического и магнитного полей
на поперечную плоскость. б) Найти длины распростра-
нения ℓ для каждой из этих мод (численное выражение
для коэффициента перед 𝑎/𝜁 ′), если поверхностный им-
педанс стенок равен 𝜁 ≪ 1, а частоты сигналов в каждой
из мод в 𝛼 = 2 раза больше соответствующей частоты
отсечки. Литература: Пункт 5-3.4.2.

• Задача 2: Рассмотрим коаксиальный провод
(SAT 703): Обе жилы линии сделаны из меди, диаметр
центральной жилы равен 𝑎 = 1.13мм, внутренний диа-
метр обмотки (вторая жила) равен 𝑏 = 4.8мм. Про-
странство между жилами заполнено вспененным поли-
этиленом, у которого диэлектрическая проницаемость
(частота сигнала 2 ГГц) равна 𝜀 = 1.6. Найдите вол-
новое сопротивление (в омах), погонные ёмкость 𝐶 и
индуктивность 𝐿. Учтя потери, найдите длину распро-
странения сигнала 𝑙. Поверхностное сопротивление (см.
(4.5f,4.5h)) меди при указанной частоте равно 𝑅𝑠 =
0.011Ом. Чему равна величина 𝜁 ′ в (4.5f)?

§5. Диэлектрические волноводы

Связанные моды в плоских волноводах. Клас-
сификация связанных мод в плоском волноводе, TE- и
TM-волны. Разделение TE-мод на чётные и нечётные,
структура поля и собственные значения. Отсутствие
частоты отсечки для чётной TE-моды низшего поряд-
ка. Литература: § 5-5, а также [Маркузе, 1974, § 8.3].

Плоские диэлектрические волноводы: TE- и
TM-моды. Количество направленных мод при фикси-
рованной частоте, фундаментальные моды.

• Задача 1: Пусть разница показателей прелом-
ления сердцевины и обкладок волновода мала,

Δ = 𝜀− 1 ≪ 1,

но волновод не обязательно является тонким. Найдите в
главном порядке по Δ разницу постоянных распростра-
нения 𝛿𝛽 = 𝛽𝑇𝑀 − 𝛽𝑇𝐸 симметричных TE- и TM-мод.

Указание: Считайте, что 𝛽𝑇𝐸 ≡ 𝛽 известно как решение
(5.17i); ответ для 𝛿𝑝 выразите в терминах 𝑝, 𝑉 , ответ для
𝛿𝛽 выразите в терминах 𝑘, 𝛽, 𝑞, 𝜅, 𝑎 (но не 𝑝), избавив-
шись в обоих случаях от тригонометрии. Задачу решите
двумя способами: путём вычитания с последующей ли-
неаризацией по малым 𝛿𝑝, Δ уравнений (5.17h,5.18g), и
путём квантовомеханической теории возмущений, когда
невозмущённой частью уравнения (5.18a) на структу-
ру TM-моды принимается уравнение на структуру TE-
моды (5.17b).

• Задача 2: Рассмотрите моды в плоском симмет-
ричном волноводе, не имеющие частоты обрезки. Опре-
делите пространственную структуру электромагнитно-
го поля и вектора поляризации для предела, когда моды
являются слабо-связанными.

Цилиндрический волновод. Волноводы со сту-
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пенчатым радиальным профилем показателя прелом-
ления. Классификация мод. Ступенчатый радиальный
профиль показателя преломления; 𝑉 -параметр. Лите-
ратура: § 5-6, а также [Маркузе, 1974, Гл.8].

• Задача 3: В аксиально-симметричном волново-
де найти частоту отсечки для аксиально-симметричных
мод (имеющие аксиальное число 𝜈 = 0). Выразить
эту частоту отсечки в терминах 𝑉 -параметра (5.20c),
𝑉 = ^ . При 𝑉 < ^ в волноводе возможно распростра-
нение только фундаментальной моды. Покажите, что
аксиально-симметричные моды являются либо TE-, ли-
бо TM-модами.

Оптоволокно. Приближение слабо-ведущего вол-
новода. Линейно-поляризованные моды. Фундаменталь-
ная мода в аксиально-симметричном диэлектрическом
волноводе в приближении слабо-ведущего волновода.
Оптоволокно: физические характеристики, фундамен-
тальная мода. Литература: § 5-7, а также [Снайдер и
Лав, 1987].

Домашнее задание

• Задача 1: Рассмотрите моды в плоском симмет-
ричном волноводе, имеющие высокий номер. Как струк-
тура таких мод описывается в квази-классическом при-
ближении? Используя правило Бора-Зоммерфельда, по-
кажите, что параметр 𝑉 (5.17g) действительно опреде-
ляет, сколько имеется направленных мод в волноводе
при фиксированной частоте.

• Задача 2: Для одномодового оптоволокна с фи-
зическими параметрами (5.29) определить безразмер-
ный параметр 𝑉 (5.20c).

• Задача 3: Исходя из квази-классического при-
ближения показать, что оценка для количества направ-
ленных мод 𝑁modes (5.20d) в аксиально симметричном
волноводе со ступенчатым радиальным профилем пока-
зателя преломления действительно справедлива. Ука-
зание: при подсчёте количества доступных состояний
учесть требование полного внутреннего отражения для
поля связанной волны внутри сердцевины и воспользо-
ваться правилом квантования Бора-Зоммерфельда.

• Задача 4: Для аксиально симметричного вол-
новода со ступенчатым радиальным профилем в преде-
ле малого изменения показателя преломления выяснить
(параметры даны в абзаце с формулой (5.29)), можно ли
описывать дисперсию фундаментальной моды прибли-
жённым уравнением (5.28r).

• Задача 5: Пусть распределение диэлектри-
ческой проницаемости в оптоволокне имеет ступенча-
тый вид. У оптоволокна имеется слабая асимметрия,

так что поперечное сечение сердцевины имеет не стро-
го круглую форму, а эллиптическую с малым эксцен-
триситетом 𝑒 = 0.03. Средний радиус сердцевины равен
𝑎 = 4.5мкм, коэффициент преломления n = 1.48, а раз-
ность Δ = 0.004 (5.20b), на несущей частоте сигнала
длина волны в пустоте 𝜆0 = 1.5мкм. Отталкиваясь от
вида поправки к скорости распространения (5.30j), оце-
ните длину 𝐿𝐵𝐿, на которой одна поляризация обгоняет
другую на одну длину волны. Указание: Сначала уста-
новите функциональную зависимость 𝐿𝐵𝐿 от парамет-
ров оптоволокна, потом произведите численный расчёт.

• Задача 6: Рассмотрите работу дифракционной
решётки с узким спектром отражения в волноводе. Ди-
фракционная решётка представляет собой слабую пе-
риодическую модуляцию диэлектрической проницаемо-
сти, так что в области 0 < 𝑧 < 𝐿

𝜀 = 𝜀0(𝑥, 𝑦) + 𝛿𝜀(𝑥, 𝑦) sin(2𝑝𝑧)

с 𝛿𝜀 ≪ 1, где 2𝜋/𝑝 — период модуляции решётки. Эф-
фективным уравнением на распространение моды на
фоне дифракционной решётки является(︀

𝜕2𝑧 + 𝑞2
)︀
E = 0, 𝑞2(𝑧) = 𝛽2

(︀
1 + 𝜖 sin(2𝑝𝑧)

)︀
(5)

с безразмерным параметром 𝜖 ≪ 1, принимающим по-
стоянное значение в области 0 < 𝑧 < 𝐿. Положим,
что сигнал налетает на дифракционную решётку слева.
Найдите коэффициент отражения 𝑟 сигнала на частоте
𝜔, считая, что 𝛽(𝜔) близко к 𝑝. Указание: Перейдите от
электрического поля E к полям

Ψ± =
E∓ 𝑖𝜕𝑧E/𝑞

2
,

описывающим распространяющиеся вправо и влево вол-
ны. Получите систему линейных дифференциальных
уравнений на поля Ψ±. Затем сделайте разложение по
малому параметру 𝜖, удержите только резонансные чле-
ны и получите замкнутое уравнение второго порядка на
амплитуду распространяющейся вправо волны Ψ+.

• Задача 7: Пусть распределение диэлектри-
ческой проницаемости в оптоволокне имеет ступенча-
тый вид. У оптоволокна имеется слабая асимметрия,
так что поперечное сечение сердцевины имеет не стро-
го круглую форму, а эллиптическую с малым эксцен-
триситетом 𝑒 = 0.03. Средний радиус сердцевины равен
𝑎 = 4.5мкм, коэффициент преломления n = 1.48, а раз-
ность Δ = 0.004 (5.20b), на несущей частоте сигнала
длина волны в пустоте 𝜆0 = 1.5мкм. Отталкиваясь от
вида поправки к скорости распространения (5.30j), оце-
ните длину 𝐿𝐵𝐿, на которой одна поляризация обгоняет
другую на одну длину волны. Указание: Сначала уста-
новите функциональную зависимость 𝐿𝐵𝐿 от парамет-
ров оптоволокна, потом произведите численный расчёт.
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§6. Рассеяние электромагнитных волн на макроскопических телах.

Рассеяние электромагнитных волн на макро-
скопических телах. Сечения рассеяния, поглоще-
ния и взаимодействия. Оптическая теорема.

Асимптотический вид электромагнитного поля
вдали от рассеивающего тела: понятие амплитуды
рассеяния; парциальные амплитуды рассеяния. Сече-
ния взаимодействия, поглощения и рассеяния. Связь
сечения рассеяния с амплитудой рассеяния. Оптиче-
ская теорема. Литература: § 4-3, а также [Топтыгин,
2005, стр. 480, Задача 12.77].

Рассеяние на малом шаре субволнового диа-
метра. Оценки по порядку величины для амплитуд рас-
сеяния и поглощения. Предел идеального металла. Ре-
зонансное рассеяние на мелких частицах. Литература:
§§ 4-4, 4-5.

• Задача 1: Вычислить сечения поглощения 𝜎𝑎
и рассеяния 𝜎𝑠 монохроматической электромагнитной
волны на металлическом шаре, размер которого 𝑎 мал
по сравнению с глубиной скин-слоя, 𝑎≪ 𝛿, полагая, что
частота падающей волны 𝜔 близка к резонансной часто-
те дипольной поверхностной плазмонной моды шарика.
Литература: §4-4 .

Рассеяние света на коллоиде мелких частиц.
Эффект просветления. Рассеяние и прохождение белого
света на коллоидном растворе частиц — независимость
сечения взаимодействия от добротности резонанса и за-
висимость от неё сечения рассеяния.

• Задача 2: Покажите, что в плазмонном резо-
нансе на малой металлической грануле средняя энер-
гия колебаний, запасённая в электрическом поле, равна
средней кинетической энергии электронов. Используй-
те общее выражение (2.6) для поляризуемости шара в
электрическом поле (т.е., пренебрегите потерями на из-
лучение) и модель Друде (5.32a) для диэлектрической
проницаемости металла в пределе малых потерь.

• Задача 3: Определите погонную плотность
дипольной поляризуемости для стержня кругового се-
чения. Электрическое поле направлено поперёк оси
стержня. Диэлектрическая проницаемость материала
стержня равна 𝜀.

Магнито-дипольный резонанс на диэлектри-
ческой частице сферической формы. Условие ре-
зонанса, его добротность. Магнито-дипольная воспри-
имчивость частицы с размером, малым по сравнению с
длиной волны в материале. Литература: пункт 4-5.1.

Домашнее задание

• Задача 1: Вычислить сечение поглощения 𝜎𝑎 мо-
нохроматической электромагнитной волны проводящим
шаром с малым поверхностным импедансом 𝜁 = 𝜁 ′+ 𝜁 ′′.
Радиус шара 𝑎 мал по сравнению с длиной волны 𝜆, но
велик по сравнению с глубиной скин-слоя 𝛿, 𝛿 ≪ 𝑎≪ 𝜆.

• Задача 2: Пусть известна формула (4.26a)
для магнитно-дипольной восприимчивости малой сфе-
рической диэлектрической частицы далеко от резонан-
сов. Рассмотрим первый резонанс, определяемый равен-
ством n𝑘𝑎 = 𝜋 (4.27b). Примем, что в материале частице
нет потерь вблизи этой частоты. Используя общую тео-
рию для резонансного поведения рассеяния на мелких
частицах, см. § 4-4 и, в частности, выражение (4.21h)
для поляризуемости в резонансе, установите поведение
поляризуемости диэлектрического шарика вблизи рас-
сматриваемого резонанса.

• Задача 3: Рассмотрим гранулу сферической
формы радиуса 𝑎, находящуюся в вакууме и имею-
щую температуру 𝑇 . Радиус гранулы мал на частоте
𝜔𝑇 = 𝑇/ℏ, соответствующей температуре,

√
𝜀𝑘𝑎 ≪ 1,

при этом задана дисперсия диэлектрической проница-
емости 𝜀(𝜔) материала частицы, а его магнитная вос-
приимчивость равна единице (предполагается, что ра-
диус гранулы всё же достаточно велик для того, что-
бы возможно было пользоваться приближением локаль-
ной связи между электрическим полем и плотностью
тока). Найти в общем виде интенсивность теплового из-
лучения гранулы на частоте, выразив её через 𝜀(𝜔). Че-
му равна характерная частота излучения, какой при-
ближённый вид принимает диэлектрическая проница-
емость на этой частоте? Найти полную интенсивность
излучения для модели Друде, в которой статическая
проводимость металла равна 𝜎. Металл немагнитный,
температура 𝑇 (измеряется в эрг) мала по сравнению с
частотой, на которой нормальный скин-эффект перехо-
дит в аномальный, кроме того 𝑇 ≪ ℏ𝜎 и 𝑇 ≪ ℏ/𝜏 , где 𝜏
— время релаксации электронов.

Указание: Найдите гамильтониан взаимодействия
между полем электромагнитной волны и дипольным
моментом гранулы, имеющим общий вид (7.1a). За-
тем, чтобы вычислить тепловую амплитуду колебаний
электро- и магнито-дипольного моментов гранулы вос-
пользуйтесь флуктуационно-диссипационной теоремой
(7.17f) (для определения интенсивности излучения из
квадрата амплитуды колебаний надо вычесть квадрат
амплитуды квантовых флуктуаций при нулевой темпе-
ратуре). В соответствии с условием задачи, следует счи-
тать длину волны большой по сравнению с размером
гранулы.
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§7. Электростатика

Уравнение электростатики. Элементарные элек-
тростатические задачи: шар в однородном поле. Дву-
мерная электростатика: погонные ёмкости цилиндриче-
ского конденсатора и двух параллельных проводов. Ли-
тература: § 2-1.

Тела эллипсоидальной формы во внешнем од-
нородном электрическом поле. Тензор дипольной
поляризуемости тела эллипсоидальной формы. Факто-
ры деполяризации. Эллипсоиды вращения. Момент сил,
действующий на аксиально-симметричный эллипсоид
во внешнем однородном электрическом поле. Фактор
деполяризации для сильно вытянутого эллипсоида вра-
щения. Литература: § 2-2, а также [Ландау и Лифшиц,
1982, §8].

Сильно удлинённое тело. Описание поляризации
сильно удлинённого тела вращения в постоянном про-
дольном электрическом поле с логарифмической точ-
ностью. Применение к сильно вытянутого эллипсоида;
распределение поля вокруг него – вблизи кончика, у бо-
ковых сторон и вдалеке. Литература: Пункт 2-2.2.

• Задача 1: Найти с логарифмической точно-
стью распределение поля вокруг удлинённого эллипсои-
да вращения (полуоси 𝑏≫ 𝑎, 𝑎), сделанного из материа-
ла с диэлектрической проницаемостью 𝜀 и помещённого
во внешнее постоянное электрическое поле, направлен-
ное вдоль его оси вращения. Найти зависимость поля i)
на расстояниях 𝑎 < 𝑟⊥ ≪ 𝑏 от оси вращения и 𝑟 < 𝑏 от
центра эллипсоида; ii) на расстояниях 𝑟 ≫ 𝑏 от центра
эллипсоида. Указание: на близких расстояниях удобно

сначала найти электростатический потенциал. Литера-
тура: § 2-2

Домашнее задание

• Задача 1: Определите сечение рассеяния элек-
тромагнитной волны с частотой 𝑓 = 1МГц на стеклян-
ном эллипсоиде вращения (диэлектрическая проницае-
мость стекла на этой частоте 𝜀 = 3.75). Волна линейно
поляризована. Главная ось эллипсоида лежит в плоско-
сти, ортогональной направлению распространения вол-
ны и повёрнута на угол 𝜑 = 𝜋/6 относительно направле-
ния электрического поля волны. Длина главной полуоси
эллипсоида равна 𝑏 = 2 см, длина малой полуоси равна
𝑎 = 1 см. Указание: Введите декартову систему коор-
динат 𝑂𝑥𝑦𝑧, у которой ось 𝑂𝑧 сонаправлена волновому
вектору падающей волны, а ось 𝑂𝑥 направлена по глав-
ной оси эллипсоида.

• Задача 2: Найти с логарифмической точностью
распределение поля вокруг удлинённого металлическо-
го эллипсоида вращения (полуоси 𝑏≫ 𝑎, 𝑎), помещённо-
го во внешнее постоянное электрическое поле, направ-
ленное вдоль его оси вращения. Найти зависимость по-
ля i) на расстояниях 𝑎 < 𝑟⊥ ≪ 𝑏 от оси вращения и
𝑟 < 𝑏 от центра эллипсоида; ii) на расстояниях 𝑟 ≫ 𝑏
от центра эллипсоида. Указание: на близких расстоя-
ниях удобно сначала найти электростатический потен-
циал, используя обобщённую соответствующим образом
(2.9e) и (2.9j). Литература: § 2-2

Контрольная
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Глава 1

НЕПРЕРЫВНАЯ СРЕДА В
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ

§1-1. Уравнения Максвелла в среде

Напомним, что уравнения Максвелла имеют вид

rotb =
1

𝑐

𝜕e

𝜕𝑡
+

4𝜋

𝑐
𝑗tot, (1.6a)

rot e = −1

𝑐

𝜕b

𝜕𝑡
, (1.6b)

div e = 4𝜋𝜌tot, (1.6c)

divb = 0. (1.6d)

Здесь e – напряжённость электрического поля, b –
напряжённость магнитного поля, 𝜌tot – плотность элек-
трического заряда, а 𝑗tot – плотность электрического
тока. Уравнения (1.6a-1.6d) называются “уравнениями
Максвелла в пустоте”. “В пустоте” не означает, что нет
зарядов и токов, а означает, что эти заряды и токи на-
ходятся на фоне вакуума, т.е. “пустоты”.

1-1.1 Разделение на составляющие плот-
ностей заряда и тока.

С точки зрения теории непрерывной среды, поля́, фигу-
рирующие в (1.6), называются микроскопическими. Эти
поля сильно флуктуируют на атомных масштабах, кото-
рые находится за пределами области применения теории
непрерывной среды. Эта теория имеет дело с расстоя-
ниями, большими по сравнению с меж-атомными. Наша
ближайшая цель — переписать микроскопические урав-
нения Максвелла, усреднив их по масштабам, большим
по сравнению с меж-атомными. Для этого, в частности,
надо разделить полный заряд и полный ток на состав-
ляющие согласно их физическому происхождению.

Под действием проникшего в среду электромагнит-
ного поля в ней начинают циркулировать токи. Вели-
чины этих токов определяется самим электромагнит-
ным полем и свойствами среды. В среде могут быть и
посторонние заряды, которые при движении также со-
здают электрический ток. Происхождение посторонних
зарядов определяется не свойствами среды, а внешни-
ми условиями. В соответствии с этим физическим по-
ниманием разделим заряды и токи на заряды и токи,
которые являются результатом отклика среды на элек-

тромагнитное поле, и на внешние заряды и токи:

𝜌tot = 𝜌+ 𝜌ext, 𝑗tot = 𝑗 + 𝑗ext, (1.7a)

где индекс ‘ext’ означает внешние источники.

1-1.1.1 Плотность заряда 𝜌

Ненулевая плотность зарядов 𝜌, появляющихся при
отклике среды на электромагнитное поле, означает, что
среда под действием электромагнитного поля приобре-
тает ненулевую поляризацию. Поэтому мы вводим пе-
реобозначение

𝜌 ≡ 𝜌p. (1.7b)

Вследствие изначальной электро-нейтральности среды
интеграл по объёму от величины 𝜌𝑝 равен нулю,

ˆ
d3𝑟 𝜌p = 0. (1.7c)

1-1.1.2 Разделение плотности тока 𝑗 на состав-
ляющие

Электрический ток 𝑗, в отличие от поляризационных
зарядов 𝜌p, имеет более сложную структуру. Дело в
том, что некоторая часть тока среды 𝑗 является чисто
соленоидальной и не приводит к появлению поляриза-
ционных зарядов, но приводит, с другой стороны, к воз-
буждению дополнительного магнитного поля. Выделим
в электрическом токе два вклада:

𝑗 = 𝑗𝑝 + 𝑗𝑚. (1.7d)

Первый вклад 𝑗𝑝 в (1.7d) появляется из-за дви-
жения поляризационных зарядов. Введём вектор поля-
ризованности P, который задаёт дипольный момент
единицы объёма среды. Поле P связано с плотностью
𝜌𝑝 и током 𝑗𝑝 уравнениями

𝜌𝑝 = −div P, 𝜕𝑡P = 𝑗𝑝. (1.7e)

Второй вклад 𝑗m в (1.7d) возникает из-за движения
зарядов внутри атомов или элементарных ячеек среды.
Природа 𝑗m отличается от 𝑗p тем, что в 𝑗m вносит
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вклад орбитальное движение электронов в элементар-
ных ячейках. В токе 𝑗m нет дивергентной составля-
ющей, поскольку дивергентную составляющую мы вы-
делили в токе 𝑗p. Поэтому ток 𝑗m представляется в
виде

𝑗m = 𝑐 rotM. (1.7f)

Если ограничиться этим определением величины M,
то она оказывается не полностью зафиксированной, по-
скольку к ней можно добавить градиент любой скаляр-
ной величины при неизменном токе 𝑗m. Удобно зафик-
сировать M, положив эту величину равной магнитно-
му моменту единицы объёма. Это становится осмыслен-
ным, если понимать материальные уравнения в усред-
нённом смысле, а именно, на масштабах много больших
размера ячейки среды.

Отметим, что в общем случае разделение тока среды
(1.7d) является неоднозначным с математической точ-
ки зрения. Поэтому при произведении разделения (1.7d)
надо пользоваться физическими соображениями.

1-1.1.3 Материальные уравнения Максвелла

Теперь усредним поля E, H, P и M на расстояниях,
много больших межатомного расстояния в среде. Вве-
дём электрическое поле E, поле электрической индук-
ции D, магнитное поле H и поле магнитной индукции
B согласно равенствам

E = ⟨e⟩, D = E+ 4𝜋⟨P⟩

B = ⟨b⟩, H = B− 4𝜋⟨M⟩.
(1.8)

Угловые скобки обозначают усреднение по расстояниям,
иного большим межатомных. В дальнейшем под P и M
мы будем понимать усреднённые ⟨P⟩ и ⟨M⟩, в таком слу-
чае эти поля называются вектором поляризации и век-
тором намагниченности соответственно. Тогда уравне-
ния Максвелла в пустоте (1.6) можно переписать в виде
уравнений Максвелла в среде

rotH =
1

𝑐

𝜕D

𝜕𝑡
+

4𝜋

𝑐
𝑗ext (1.9a)

rotE = −1

𝑐

𝜕B

𝜕𝑡
(1.9b)

divD = 4𝜋𝜌ext (1.9c)

divB = 0. (1.9d)

Величину 𝜕𝑡D/4𝜋 называют током смещения. К урав-
нениям (1.9) нужно добавить связь между полями H,
B и E, D, иначе нет выгоды от произведённого раз-
деления зарядов и токов.

1-1.2 Граничные условия
Пусть есть граница раздела, на которой меняются скач-
ком свойства среды. Кроме того, вдоль границы разде-

ла может течь поверхностный ток iext, и на ней мо-
жет находиться ненулевая поверхностная плотность за-
ряда 𝜎ext: эти величины являются частями величин
𝑗ext и 𝜌ext соответственно, сконцентрированными на
поверхности раздела. Обозначим единичную нормаль к
поверхности 𝑛𝑖. Примем соглашение, что нормаль 𝑛 на-
правлена из среды с номером 1 в среду с номером 2. Раз-
ность значения произвольной величины 𝑓 на разных
сторонах границы раздела, а именно разность “2 − 1”,
будем обозначать как ⌊𝑓⌋. Тогда из уравнений (1.9)
следует

from eq. (1.9a) :
⌊︁
[n×H]

⌋︁
=

4𝜋

𝑐
iext, (1.10a)

from eq. (1.9b) :
⌊︁
[n×E]

⌋︁
= 0, (1.10b)

from eq. (1.9c) :
⌊︁
(n ·D)

⌋︁
= 4𝜋𝜎ext, (1.10c)

from eq. (1.9d) :
⌊︁
(n ·B)

⌋︁
= 0. (1.10d)

Нормальная компонента магнитной индукции B𝑛 и ка-
сательные компоненты электрического поля E𝑡 остают-
ся непрерывными на границе раздела. Скачок нормаль-
ной компоненты электрической индукции D𝑛 определя-
ется плотностью поверхностного заряда 𝜎ext, а скачок
касательных компонент магнитного поля H𝑡 определя-
ется поверхностным током iext.

1-1.3 Гамильтониан тела во внешнем
электромагнитном поле

Для того, чтобы в дальнейшем изучать термодинамику
образцов в присутствии электромагнитног ополя, пере-
формулирвуем уравнения Максвелла в формализме Га-
мильтона. Знание гамильтониана позволит нам ввести
свободную энергию 𝐹 , а вслед за ней и все остальные
термодинамические потенциалы.

Положим, что мы изучаем поведение некоторого те-
ла, помещённого во внешнее электромагнитное поле.
Этот образец описывается гамильтонианом ℋ̂(A𝜇), где
A𝜇(𝑟, 𝑡) – 4-потенциал электромагнитного поля. Элек-
тромагнитное поле создаётся как внешними источника-
ми, имеющими плотность зарядов 𝜌ext и плотность тока
𝑗ext, так и зарядами и токами в самом образце.

Полный гамильтониан системы, состоящей из иссле-
дуемого образца и электромагнитного поля, возбужда-
емого источниками, складывается из трёх частей:

ℋ̂tot = ℋ̂(A𝜇) + ℋ̂𝑓 + ℋ̂𝑓,ext. (1.11a)

В (1.11a) гамильтониан исследуемого образца в элек-
тромагнитном поле би-линеен по операторам рождения
и уничтожения частиц,

ℋ̂ =
∑︁
𝑎

ˆ
d3𝑟 Ψ̂†

𝑎(𝑟) ℋ̂𝑎(𝑟;𝐴
𝜇) Ψ̂𝑎(𝑟), (1.11b)
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где Ψ̂𝑎(𝑟) – оператор уничтожения частицы сорта 𝑎
в точке 𝑟, а локальная плотность гамильтониана для
частиц сорта 𝑎

ℋ̂𝑎(𝑟;𝐴
𝜇) =

1

2𝑚𝑎

(︁
𝑝̂𝑎 −

𝑒𝑎
𝑐
A𝑎

)︁2
+ 𝑒𝑎𝜙𝑎 − (𝜇̂𝑎B𝑎) ,

(1.11c)
где Â𝑎, B̂𝑎 и 𝜙𝑎 означают локальные значения
вектор-потенциала, магнитного поля и скалярного по-
тенциала в точке положения частицы 𝑎. Шляпки над
этими величинами означают, что электромагнитное по-
ле само является функцией состояния исследуемой си-
стемы. Далее, гамильтониан собственно электромагнит-
ного поля есть

ℋ̂𝑓 =
1

8𝜋

ˆ
d3𝑟

(︀
E2 + B2 − 2𝜙divE

)︀
. (1.11d)

Наконец, часть гамильтониана, отвечающая за возбуж-
дение внешними источниками электромагнитного поля,
имеет вид

ℋ̂𝑓,ext =

ˆ
d3𝑟

(︂
𝜙𝜌ext − 1

𝑐
(A·𝑗ext)

)︂
. (1.11e)

Каноническими переменными электромагнитного
поля являются компоненты 4-потенциала ||𝜙,A||. Кано-
нический импульс, сопряжённый векторному потенци-
алу A, пропорционален электрическому полю и равен
−E/(4𝜋𝑐). Канонический импульс, сопряжённый ска-
лярному потенциалу, равен нулю.

1-1.3.1 Уравнения Максвелла

Уравнения Гамильтона для электромагнитного поля по-
лучается в результате вариации полного гамильтониана
ℋ̂tot (1.11a)

𝜕𝑡E = 4𝜋𝑐
𝛿ℋ̂tot

𝛿A
, (1.11f)

𝜕𝑡A = −4𝜋𝑐
𝛿ℋ̂tot

𝛿E
, 0 = 4𝜋𝑐

𝛿ℋ̂tot

𝛿 𝜙
. (1.11g)

Уравнения (1.11f,1.11g) следует рассматривать как
определения, которые оправдываются тем, что воспро-
изводят уравнения Максвелла. Проверим это, выразив
в выражении для гамильтониана магнитное поле че-
рез вектор-потенциал, B = rotA. В первом уравнении
(1.11f) вариация частей ℋ̂ (1.11b) и ℋ̂𝑓,ext (1.11e) пол-
ного гамильтониана

𝛿ℋ̂
𝛿A

+
𝛿ℋ̂𝑓,ext

𝛿A
= −𝑗 + 𝑗ext

𝑐
≡ −𝑗tot

𝑐
(1.11h)

даёт полный электрический ток, а вариация оставшейся
части гамильтониана есть

𝛿ℋ̂𝑓

𝛿A
=

1

4𝜋

´
d3𝑟

(︀
B · rot 𝛿A

)︀
𝛿A

=
rotB

4𝜋
. (1.11i)

Уравнения (1.11h,1.11i) вместе с (1.11a), будучи под-
ставленными в (1.11f), приводят к уравнению Максвел-
ла (1.6a):

𝜕𝑡E = −4𝜋𝑗 + 𝑐 rotB. (1.11j)

Вариация гамильтониана по электрическому полю
(1.11g) сводится к выражению электрического поля че-
рез 4-потенциал,

𝜕𝑡A = −4𝜋𝑐
𝛿ℋ𝑓

𝛿E
= −𝑐E− grad𝜙. (1.11k)

Если взять ротор от этого выражения, мы придём к
уравнению Максвелла (1.6b). Вариация гамильтониана
по потенциалу (1.11g) расписывается в виде

0 =
𝛿
(︀
ℋ̂body + ℋ̂𝑓,ext

)︀
𝛿 𝜙

+
𝛿ℋ̂𝑓

𝛿 𝜙
= 𝜌+ 𝜌ext−

divE

4𝜋
, (1.11l)

то есть приводит к уравнению Максвелла (1.6c) на плот-
ность заряда,

divE = 4𝜋𝜌tot. (1.11m)

§1-2. Термодинамика тела в статическом электромагнитном поле

Используя обозначения Пункта 1-1.3, рассмотрим со-
стояние теплового равновесия, когда, в частности, внеш-
ние источники 𝜌ext и 𝑗ext постоянны во времени. Бу-
дем пренебрегать тепловым возбуждением электромаг-
нитных волн и вариацией во времени электромагнит-
ного поля, связанного с тепловым движением зарядов.
Тогда полное электрическое поле в статистическом рав-
новесии становится стационарным и потому чисто по-
тенциальным,

E = − grad𝜙, (1.12a)

поскольку вихревая его часть всегда нестационарна,
см. (1.11k).

Статистические свойства системы описываются рас-
пределением Гиббса, в котором в качестве гамильто-
ниана выступает полный гамильтониан системы ℋ̂tot

(1.11a), включающей в себя гамильтониан самой систе-
мы и электромагнитного поля, индуцированного внеш-
ними источниками. Свободная энергия 𝐹 для такой си-
стемы является, с одной стороны, формально функцией
электрического потенциала 𝜙 и векторного потенциала
A, реально же — функцией физических полей E и B. А
с другой стороны, 𝐹 есть функция внешних источников
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𝜌ext и 𝑗ext. Таким образом,

𝐹 (E,B; 𝜌ext, 𝑗ext) = −𝑇 ln

⟨
exp

(︃
−ℋ̂tot

𝑇

)︃⟩
, (1.12b)

где усреднение ⟨. . .⟩ производится по распределению
Гиббса при фиксированном распределении электромаг-
нитного поля и конфигурации источников. Если прене-
бречь тепловыми флуктуациями, то реальное распреде-
ление электромагнитного поля соответствует экстрему-
му свободной энергии, т.е. определяется уравнениями

𝛿𝐹

𝛿𝜙
= 𝜌+ 𝜌ext −

divE

4𝜋
= 0 : divD = 4𝜋𝜌ext, (1.12c)

𝛿𝐹

𝛿A
= −𝑗 + 𝑗ext

𝑐
+

rotB

4𝜋
= 0 : rotH =

4𝜋

𝑐
𝑗ext. (1.12d)

Правое уравнение (1.12c) следует из (1.11m) с учётом
определение поля электрической индукции (1.8). Усло-
вие (1.12d) равенства нулю вариации свободной энер-
гии по векторному потенциалу эквивалентно условию
равенства нулю её вариации по полю магнитной индук-
ции B; правое уравнение (1.12d) следует из стационар-
ной версии уравнения Максвелла (1.11j) с учётом опре-
деления магнитного поля H (1.8).

В статике выражение для полного гамильтониана
ℋ̂tot возможно упростить. Сперва определим поля и по-
тенциалы, создаваемые только внешними источниками:

Δ𝜙ext = −4𝜋𝜌ext, Eext = − grad𝜙ext,

rot rotAext =
4𝜋

𝑐
𝑗ext, Bext = rotAext.

(1.12e)

В отсутствии тела свободная энергия внешних зарядов
и токов равна

𝐹ext = ℋ𝑓 +ℋ𝑓,ext =

=
1

8𝜋

ˆ
d3𝑟

(︀
E2

ext − B2
ext

)︀
. (1.12f)

Обратим внимание, что под интегралом в (1.12f) стоит
плотность лагранжиана для электромагнитного поля.
Выразим теперь электрическое поле через потенциал в
выражении для гамильтониана полной системы:

ℋ̂tot = ℋ̂(𝜙,A) +

ˆ
d3𝑟

(︂
B2

8𝜋
− E2

8𝜋

)︂
+

+

ˆ
d3𝑟

(︂
𝜙𝜌ext −

1

𝑐
(A·𝑗ext)

)︂
, (1.12g)

Разумеется, вариация этого гамильтониана по потенци-
алу по-прежнему нас приводит к статическому урав-
нению на электрический потенциал (1.11m). С учётом
определений (1.12e) гамильтониан можно переписать в

виде

ℋ̂tot = ℋ̂(𝜙,A) + (1.12h)

+

ˆ
d3𝑟

(︂
B2

8𝜋
− BBext

4𝜋

)︂
−
ˆ

d3𝑟

(︂
E2

8𝜋
− EEext

4𝜋

)︂
.

Фиксированное распределение зарядов и токов
вокруг исследуемого тела. Найдём вариацию сво-
бодной энергии (1.12b) по источникам, используя най-
денные выражения для полного гамильтониана ℋ̂tot

(1.12g,1.12h). Её можно переписать в следующих видах:

𝛿𝐹 (E,B; 𝜌ext, 𝑗ext) = 𝛿ℋext =

=

ˆ
d3𝑟

(︂
𝜙 𝛿𝜌ext −

1

𝑐
A 𝛿𝑗ext

)︂
=

=

ˆ
d3𝑟

(︂
E 𝛿D

4𝜋
− B 𝛿H

4𝜋

)︂
. (1.12i)

При выводе второго выражения мы пользовались урав-
нениями Максвелла в статике (1.12c,1.12d).

Свободная энергия 𝐹ext (1.12f) является не завися-
щей от факта существования образца величиной в том
смысле, что полное поле является прямой суммой

E = E𝑃 +Eext, B = B𝑀 +Bext, (1.12j)

где поля Eext, Bext не зависят от факта присутствия об-
разца, а поля E𝑃 и B𝑀 , хотя и зависящие в том числе
от источников, непосредственно индуцированы поляри-
зацией и намагниченностью образца. Поэтому бо́льший
интерес может представлять разность 𝐹in полной сво-
бодной энергии 𝐹 в присутствии тела и в его отсутствии,
когда она равна 𝐹ext (1.12f):

𝐹in = 𝐹 − 𝐹ext. (1.12k)

Вариация потенциала 𝐹in может быть записана в следу-
ющем виде:

𝛿𝐹in(𝜌ext, 𝑗ext) = 𝛿
(︀
𝐹 (𝜌ext, 𝑗ext) − 𝐹ext

)︀
= (1.12l)

= −
ˆ
d3𝑟

(︀
P 𝛿Eext +M 𝛿Bext

)︀
.

Обратим внимание, что интегрирование в последнем
выражении (1.12l) производится только по объёму об-
разца.

Фиксированное значение поля вокруг исследуе-
мого тела Рассмотрим теперь ситуацию, когда фик-
сированы не внешние источники, а значение электро-
магнитного потенциала на поверхности проводников, на
которых находятся внешние заряды 𝜌ext и по которым
текут внешние токи 𝑗ext. Свободная энергия для такого
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процесса получается из свободной энергии (1.12i) пре-
образованием Лежандра:̃︀𝐹 (E,B) = (1.12m)

= 𝐹 (𝜌ext, 𝑗ext)−
ˆ
d3𝑟

(︂
𝜙𝜌ext −

1

𝑐
A𝑗ext

)︂
=

= 𝐹 (𝜌ext, 𝑗ext)−
ˆ

d3𝑟
(E ·D)− (B ·H)

4𝜋
,

где определением 𝜙 и A является выражение для
вариации (1.12i). Вариация потенциала ̃︀𝐹 равна

𝛿 ̃︀𝐹 =

ˆ
d3𝑟

(︂
−𝜌ext 𝛿𝜙 +

1

𝑐
𝑗ext 𝛿A

)︂
=

=

ˆ
d3𝑟

(︂
−D 𝛿E

4𝜋
+

H 𝛿B

4𝜋

)︂
. (1.12n)

Рассмотрение разности, аналогичной разности (1.12k),
не имеет смысла, поскольку поля Eext, Bext изменяются
при исчезновении образца.

Из условия минимума свободной энергии 𝐹
(1.12c,1.12d) и определения термодинамического потен-
циала ̃︀𝐹 (1.12n) следует, что истинное распределение

электрического и магнитного полей определяется усло-
виями

𝛿 ̃︀𝐹
𝛿𝜙

= −𝜌ext,
𝛿 ̃︀𝐹
𝛿A

= 𝑗ext. (1.12o)

При этом распределения зарядов 𝜌ext(𝑟) и токов 𝑗ext(𝑟)
таково, что полный потенциал (𝜙,A) удовлетворяет за-
данным граничным условиям. Обычно эти условия ста-
вятся на поверхности проводников, вне которых источ-
ники отсутствуют, так что уравнения (1.12o) эквива-
лентны уравнениям

𝛿 ̃︀𝐹
𝛿𝜙

= −divD

4𝜋
= 0

𝛿 ̃︀𝐹
𝛿A

=
rotH

4𝜋
= 0, (1.12p)

дополненным соответствующими граничными условия-
ми на поверхностях проводников, создающих внешнее с
точки зрения образца поле.

Термодинамический потенциал ̃︀𝐹 (1.12m) хорош тем,
что он зависит только от локальных значений электри-
ческого и магнитного полей. От распределения внешних
источников он не зависит, поскольку эти источники учи-
тываются не непосредственно, а через постановку гра-
ничных условий на электромагнитное поле.

§1-3. Пондеромоторные силы

Литература: [Тамм, 1966, §32] и [M. Grinfeld и P.
Grinfeld, 2015]

Свободная энергия тела ̃︀𝐹 равна интегралу от объ-
ёмной плотности ̃︀ℱ свободной энергии по объёму:

̃︀𝐹 =

ˆ
d3𝑟 ̃︀ℱ(︀𝑇, 𝜌, 𝑢𝑖𝑘,E)︀, (1.13a)

где 𝜌 есть концентрация (а не массовая плотность), 𝑇 –
температура, 𝑢𝑖𝑘(𝑟) — тензор деформации среды (ниже
в целях упрощения изложения полагаем, что деформа-
ция у среды отсутствует). Отметим, что мы использу-
ем именно термодинамический потенциал ̃︀𝐹 (1.12m), по-
скольку он зависит только от локальных значений элек-
трического и магнитного полей, в отличие от потенциа-
ла 𝐹 (1.12b).

Мы полагаем, что среда находится в термодинами-
ческом равновесии, так что температура и химический
потенциал 𝜇 однородны в пространстве. Кроме того, мы
полагаем, что сторонние заряды отсутствуют. В таком
случае условиями равновесия являются

𝜕𝜇

𝜕𝑟𝑖
= 0,

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑖
= 0, divD = 0, (1.13b)

где D — вектор индукции магнитного поля, 𝑟 – радиус-
вектор. Последнее равенство в (1.13b) было нами уста-
новлено для электростатики ранее, см. (1.12c).

Выразим полную пространственную производную
плотности свободной энергии через градиенты локаль-
ных величин:

d ̃︀ℱ
d𝑟𝑖

=
𝜕 ̃︀ℱ
𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑟𝑖
+

𝜕 ̃︀ℱ
𝜕E𝑘

𝜕E𝑘

𝜕𝑟𝑖
. (1.13c)

Замечаем, что в условиях термодинамического равнове-
сия

𝜕 ̃︀ℱ
𝜕E𝑘

= −D𝑘

4𝜋
,

𝜕 ̃︀ℱ
𝜕𝜌

= 𝜇. (1.13d)

Первое равенство в (1.13d) было нами получено ранее,
см. (1.12n,1.12p); второе равенство есть определение хи-
мического потенциала. Поскольку мы имеем дело со ста-
тикой, то электрическое поле потенциально, см. (1.12a),
то1

𝜕𝑖E
𝑘 = 𝜕𝑘E

𝑖.

Используя условия равновесия (1.13b) и потенциаль-
ность электрического поля, получаем, что в правой ча-
сти (1.13c) производную по 𝑟𝑘 можно вынести перед
всем выражением. Перенося в (1.13c) всё в одну сторону

1С математической точки зрения равенства (1.13b) можно считать уравнениями движения, а условие потенциальности электрического
поля – связью первого рода Дирак [1979, Лекции по квантовой механике. Лекция 1].
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уравнения, получаем, что это уравнение переписывает-
ся в виде

𝜕𝑘𝜎
𝑖𝑘 = 0, (1.13e)

𝜎𝑖𝑘 = (ℱ − 𝜇𝜌) 𝛿𝑖𝑘 +
E𝑖D𝑘

4𝜋
,

В (1.13e) 𝜎𝑖𝑘 — тензор напряжений, или, что то же
самое, пространственные компоненты тензора энергии-
импульса. Отметим также, что комбинация

ℱ − 𝜇𝜌 = −𝑃𝑡𝑜𝑡, (1.13f)

где 𝑃𝑡𝑜𝑡 есть полное давление, которое включает в себя в
нашем случае два вклада — от вещества и от электриче-
ского поля. Так, при отсутствии вещества 𝑃𝑡𝑜𝑡 = E2/8𝜋,
а полное выражение для тензора напряжений соответ-
ствует свободному электрическому полю.

Предел слабых полей в жидкости. Будем предпо-
лагать, что средой является жидкость, в которой тензор
напряжений 𝜎𝑖𝑘

0 в отсутствии электромагнитного поля
определяется только давлением. Отметим, что для жид-
костей установленный нами тензор напряжений (1.13e)
совпадает с уравнением [Ландау и Лифшиц, 1982, Ур.
(15.7)], полученным другим, более физически нагляд-
ным, но менее компактным образом. Кроме того, рас-
смотрим предел слабых полей, когда связь между ин-
дукцией электрического поля и интенсивностью элек-

трического поля линейна, D = 𝜀E. В этом случае

̃︀ℱ(𝑇, 𝜌,E) = ℱ0(𝑇, 𝜌)−
𝜀E2

8𝜋
,

где ℱ0 – выражение для свободной энергии в отсутствии
электрического и магнитного полей. Проводя дальней-
шие вычисления получаем тензор напряжений

𝜎𝑖𝑘 = 𝜎𝑖𝑘
0 + 𝜎𝑖𝑘

𝐸 , 𝜎𝑖𝑘
0 = −𝑃0𝛿

𝑖𝑘, (1.13g)

𝜎𝑖𝑘
𝐸 =

(︂
𝜌
𝜕𝜀

𝜕𝜌
− 𝜀

)︂
E2

8𝜋
𝛿𝑖𝑘 +

𝜀E𝑖E𝑘

4𝜋
.

Часть тензора напряжений 𝜎̂0 соответствует тензору на-
пряжений при нулевом электрического поле. Оставша-
яся часть 𝜎̂𝐸 описывает влияние именно электрического
поля, то есть описывает пондеромоторные силы, дей-
ствующие в образце. Сила, называемая пондеромотор-
ной силой, действующая на единицу объёма образца со
стороны электрического поля, равна

𝑓 𝑖 = 𝜕𝑘𝜎
𝑖𝑘
𝐸 = grad

(︂
𝜌
𝜕𝜀

𝜕𝜌

E2

8𝜋

)︂
− E2

8𝜋
grad 𝜀 (1.13h)

Выражение (1.13e) верно также и для слабо-
неоднородной среды, поскольку в этом случае получен-
ное локальное выражение для тензора напряжений 𝜎𝑖𝑘

также применимо.

§1-4. Линейный отклик однородной среды на электромагнитное поле

Рассмотрим однородную среду и будем предпола-
гать, что электромагнитное поле слабое, так что отклик
среды на него является линейным. В этом случае элек-
трическая и магнитная индукция линейно зависят от
электрического и магнитного полей,

D = 𝜀E, B = 𝜇̂H. (1.14a)

Здесь диэлектрическая проницаемость (dielectric
permittivity) 𝜀 и магнитная восприимчивость 𝜇̂ в об-
щем случае являются линейными операторами, нело-
кальными как по времени, так и в пространстве. Кроме
того, эти величины являются тензорами второго ран-
га. Таким образом, например, индукция электрического
поля

D𝑖(𝑡, 𝑟) =
(︀
𝜀E
)︀𝑖
(𝑡, 𝑟) = (1.14b)

=

𝑡ˆ

−∞

d𝑡′
ˆ

d3𝑟′ 𝜀𝑖𝑗(𝑡− 𝑡′, 𝑟 − 𝑟′) E𝑗(𝑡′, 𝑟′).

При записи интеграла по времени мы учли принцип
причинности, выражающий собой то, что диэлектриче-

ская поляризация (1.8)

P = (D−E)/4𝜋 = 𝜒̂E (1.14c)

может определяться только значением электрическо-
го поля в более ранние моменты времени. Мы ввели
диэлектрическую восприимчивость, или диэлектриче-
скую поляризуемость (electric susceptibility), среды

𝜒̂ =
𝜀− 1

4𝜋
. (1.14d)

В случае металлов для описания отклика среды на элек-
трическое поле вместо диэлектрической проницаемости
используют проводимость 𝜎, которая определяет элек-
трический ток,

𝑗𝑝 = 𝜎̂E. (1.14e)

задающий скорость изменения вектора поляризации,
см. (1.7e).

Согласно уравнениям (1.9a,1.9b) эволюция элек-
тромагнитного поля описывается системой уравнений
Максвелла

rotH =
1

𝑐
𝜕𝑡(𝜀E

)︀
, rotE = −1

𝑐
𝜕𝑡
(︀
𝜇̂H

)︀
. (1.14f)
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Мы приняли, что свободные заряды и их ток отсутству-
ют. В этом случае два скалярных уравнений Максвел-
ла (1.9c,1.9d)

divD = div 𝜀E = 0, divB = div 𝜇̂H = 0

являются следствием двух векторных (1.14f).

1-4.1 Частотное представление
Для неограниченной однородной среды удобно перейти
к Фурье-представлению. Для этого положим, что элек-
тромагнитное поле зависит от времени и координат как

exp(𝑖k𝑟 − 𝑖𝜔𝑡). (1.14g)

Тогда уравнения Максвелла (1.14f) приобретают вид

ϵ𝑖𝑗𝑘𝑘𝑗H𝑘 = −𝜔
𝑐
𝜀𝑖𝑗E𝑗 , ϵ𝑖𝑗𝑘𝑘𝑗E𝑙 =

𝜔

𝑐
𝜇𝑖𝑗H𝑗 , (1.14h)

где 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗(𝜔,k) и 𝜇𝑖𝑗 = 𝜇𝑖𝑗(𝜔,k) суть Фурье-образы
диэлектрической проницаемости и магнитной воспри-
имчивости. Например,

𝜀𝑘𝑗(𝜔,k) =

ˆ
d𝑡d3𝑟 𝑒𝑖𝜔𝑡−𝑖k𝑟𝜀𝑘𝑗(𝑡, 𝑟). (1.14i)

В частотном представлении удобно связать про-
водимость (1.14e) с диэлектрической проницаемостью
(1.14a), используя связь (1.7e) тока 𝑗p с вектором по-
ляризованности P:

𝜀𝑘𝑗(𝜔) = 1 +
4𝜋𝑖 𝜎𝑘𝑗(𝜔)

𝜔
. (1.14j)

1-4.1.1 Обобщённая диэлектрическая проница-
емость

Разделение полного электрического тока на магнитную
и поляризационную части

𝑗 = 𝑐 rotM+ 𝜕𝑡P,
4𝜋M =

(︀
1− 𝜇̂−1

)︀
B,

4𝜋P = (𝜀− 1)E,
(1.14k)

в общем случае является неоднозначной процедурой.
Может так оказаться, что и физических соображений
недостаточно для того, чтобы добиться однозначности.
Если это так — однозначность установить не удаётся
— то имеет смысл отказаться от введения магнитной
восприимчивости 𝜇̂, определив весь ток как отклик на
электрическое поле. Такой вариант записи не наклады-
вает ограничений на вид линейного отклика среды, по-
скольку магнитное поле связано с электрическим полем
самим уравнениями Максвелла.

Обозначим сейчас оператор диэлектрической прони-
цаемости 𝜀full в случае, когда по определению 𝜇̂ = 1, и
выразим его через 𝜀 и 𝜇̂. Тем самым мы покажем, что с
помощью одного 𝜀full можно описать все виды линейно-
го отклика среды. Электрический ток

4𝜋𝑗 = 𝑐 rot
(︀
(1− 𝜇̂−1)B

)︀
+ 𝜕𝑡(𝜀− 1)E

согласно (1.14k), а магнитная индукция

B =
𝑐

𝜔
[k×E].

Снова переписывая ток, получаем

4𝜋𝑗 ≡ −𝑖𝜔(𝜀full − 1)E = (1.14l)

=
𝑖𝑐2

𝜔

[︁
k×

(︀
(1− 𝜇̂−1)[k×E]

)︀]︁
− 𝑖𝜔(𝜀− 1)E,

то есть

𝜀𝑖𝑗full = 𝜀𝑖𝑗 +
𝑐2

𝜔2
ϵ𝑖𝑘𝑚ϵ𝑗𝑙𝑛𝑘𝑘𝑘𝑙

(︁
𝛿𝑚𝑛 −

(︀
𝜇̂−1

)︀𝑚𝑛
)︁
. (1.14m)

1-4.2 Симметрии диэлектрической про-
ницаемости

Поскольку во временно́-координатном представлении
диэлектрическая проницаемость связывает два веще-
ственных векторных поля, она сама должна быть ве-
щественной. В частотно-волновом представлении этот
факт записывается в виде

𝜀𝑖𝑘(−𝜔,−k) = 𝜀*𝑖𝑘(𝜔,k). (1.15a)

Расширив теперь это равенство на всю комплексную
плоскость частоты, получим, что действительная и мни-
мая части 𝜀𝑖𝑘(𝜔) являются, соответственно, чётной и
нечётной функциями относительно действительной ча-
сти частоты:

𝜀𝑖𝑘(−𝜔*,−k) =
(︀
𝜀𝑖𝑘(𝜔,k)

)︀*
, (1.15b)

где звёздочка означает комплексное сопряжение.
В дальнейшем удобно разложить тензора 𝜀𝑖𝑗(𝜔,k) и

𝜇𝑖𝑗(𝜔,k) на эрмитову и антиэрмитву части. Например,

𝜀𝑖𝑘 = 𝜀𝑖𝑘ℎ + 𝑖𝜀𝑖𝑘𝑎 , 𝜀*𝑘𝑖ℎ = 𝜀𝑖𝑘ℎ , 𝜀*𝑘𝑖𝑎 = 𝜀𝑖𝑘𝑎 . (1.15c)

Ниже будет показано, см. § 3-7, что анти-эрмитова часть
определяет скорость диссипации энергии электромаг-
нитного поля в тепло. Эрмитова часть (при относитель-
но малой анти-эрмитовой) определяет дисперсию элек-
тромагнитных волн и запасённую в веществе энергию
электромагнитных колебаний.

Обращение времени. Обобщённая восприимчи-
вость обладает симметрией, вытекающей из симметрии
связываемых ею величин по отношению к операции об-
ращения времени, см. Пункт 7-1.3. Электрическое по-
ле E сохраняет знак при изменении знака времени, то-
гда как магнитное поле B изменяет знак. Поэтому, бу-
дучи применённым к диэлектрической проницаемости,
эта симметрия даёт:

𝜀𝑖𝑘(𝜏, 𝑟,B0) = 𝜀𝑘𝑖(𝜏,−𝑟,−B0), или
𝜀𝑖𝑘(𝜔,k,B0) = 𝜀𝑘𝑖(𝜔,−k,−B0). (1.15d)

Отметим, что изменение знака радиус-вектора 𝑟 стоит в
том же ряду, что и перестановка векторных индексов ‘𝑖’
и ‘𝑘’. Магнитное поле B0 есть среднее по времени зна-
чение магнитного поля, которое предполагается также
и однородным в пространстве.
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Глава 2

ЭЛЕКТРОСТАТИКА

§2-1. Простейшие электростатические задачи

Общими уравнениями электростатики являются
уравнение Максвелла (1.9c) на индукцию электрическо-
го поля

divD = 0, (2.1a)

и условие потенциальности электрического поля,

E = − grad𝜙. (2.1b)

Приращение свободной энергии тела 𝐹 (1.12i) при фик-
сированном распределении внешних зарядов равно

𝛿𝐹 =

ˆ
d3𝑟

E 𝛿D

4𝜋
=

ˆ
d3𝑟 𝜙 𝛿𝜌ext. (2.1c)

Линейный отклик среды. Если отклик среды ли-
неен, так что

D = 𝜀E, (2.1d)

где 𝜀 = 𝜀(𝑟) есть известное распределение диэлек-
трической проницаемости в пространстве, то уравне-
ние (1.12c), определяющее распределение электрическо-
го поля E(𝑟), принимает вид

div
(︀
𝜀(𝑟) grad𝜙

)︀
= 0. (2.1e)

Отметим, что, если в уравнении (2.1e) диэлектриче-
скую проницаемость поделить на константу, то реше-
ние для потенциала останется неизменен. В частности,
может быть удобным производить деление на диэлек-
трическую проницаемость среды, в которую помещено
тело.

Часть свободной энергии 𝐹 − 𝐹0 (𝐹0 — свободная
энергия в отсутствии электрического поля), связанная
с взаимодействием системы с электрическим полем,
может быть найдена путём интегрирования вариации
(2.1c) по полю электрической индукции в пределах от
нулевого поля D = 0 до его текущего значения (2.1d) с
учётом (2.1d),

𝐹 = 𝐹0 +

ˆ
d3𝑟

𝜀E2

8𝜋
. (2.1f)

Напротив, свободная энергия ̃︀𝐹 (1.12m) есть

̃︀𝐹 = 𝐹0 −
ˆ

d3𝑟
𝜀E2

8𝜋
. (2.1g)

Уравнение Максвелла (2.1e) получается путём прирав-
нивания вариации ̃︀𝐹 (2.1g) по потенциалу 𝜙 нулю, см.

общее уравнение (1.12p). Приравнивать же нулю вари-
ацию по потенциалу свободной энергии 𝐹 (2.1f) было
бы неверно, поскольку в выражении (2.1f) не выделена
явно зависимость от внешних зарядов.

2-1.1 Шар в электрическом поле

Рассмотрим шар, изготовленный из однородного мате-
риала, находящийся в некоторой однородной среде. Да-
леко от шара электрическое поле становится однород-
ным в пространстве и равным Eext. Диэлектрическая
проницаемость материала шара равна 𝜀2, диэлектриче-
ская проницаемость среды равна 𝜀1. Радиус шара ра-
вен 𝑎.

Наша задача состоит в нахождении распределения
поля вблизи шара и внутри него. Поскольку в общем
уравнении на распределение электрического поля (2.1e)
диэлектрическая проницаемость может быть поделена
на константу без изменения распределения поля, то
примем, что снаружи шара диэлектрическая проницае-
мость равна 1, а внутри, соответственно, 𝜀 = 𝜀2/𝜀1. Как
оказывается, поле внутри шара является однородным,
направленным (или противо-направленным) внешнему
электрическому полю Eext. Снаружи шара поле есть су-
перпозиция внешнего поля Eext и поля диполя, образо-
ванного поляризованностью зарядов в шаре и в среде.

Задача обладает аксиальной симметрией. Выберем
декартову систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, начало которой на-
ходится в центре шара, ось 𝑂𝑧 сонаправлена полю Eext.
Кроме того, введём сферические координаты {𝑟, 𝜃, 𝜑}.
Поле внутри шара равно

E = Eine𝑧, (2.2)

а поле снаружи шара есть

E = Eext +
3(𝑑 · 𝑛)𝑛− 𝑑

𝑟3
, (2.3)

𝑑 = −
ˆ

d3𝑟 𝑟 divP =
𝜀− 1

3
𝑎3Ein.

Обратим внимание, что дипольный момент шара не ра-
вен дипольному моменту среды, заполняющей шар, по-
скольку электрическое поле снаружи определяется в
том числе и поляризацией окружающей шар среды. Гра-
ничные условия (1.9b,1.9c) на поверхности шара дают
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условия на непрерывность касательной компоненты по-
ля E𝜃 (т.е. непрерывность потенциала 𝜙),

Ein sin 𝜃 =
(︀
E𝑧
ext − 𝑑𝑧/𝑎3

)︀
sin 𝜃, (2.4)

и на непрерывность нормальной компоненты D𝑛 элек-
трической индукции,

𝜀Ein cos 𝜃 = E𝑧
ext cos 𝜃 +

3𝑑𝑧 cos 𝜃

𝑎3
. (2.5)

Уравнения (2.3,2.4,2.5) совместны, что означает соот-
ветствие действительности вида распределения поля,
который был заявлен в начале решения задачи.

Дипольный момент и поле внутри шара равны

𝑑 = 𝛼Eext, 𝛼 =
𝜀− 1

𝜀+ 2
𝑎3. (2.6)

Величина 𝛼, связывающая полный дипольный момент
тела со внешним электрическим полем, называется его
поляризуемостью. В общем случае поляризуемость, свя-
зывая два вектора, является тензором второго ранга.
Для шара она является скаляром в силу его симметрии.

Дипольный момент шара сонаправлен наложенному
электрическому полю Eext, если диэлектрическая про-
ницаемость материала шара больше, чем диэлектриче-
ская проницаемость среды, 𝜀2 > 𝜀1. Такой случай реали-
зуется, например, для капли воды или любого другого
шара из диэлектрика, находящиеся в воздухе (пустоте).
Металлический шар, у которого формально диэлектри-
ческая проницаемость на низких частотах чисто мнимая
и большая по амплитуде, см. (3.13e), также подходит
под этот случай; его поляризуемость равна 𝛼 = 𝑎3.

Наоборот, дипольный момент направлен противопо-
ложно наложенному электрическому полю Eext, если
𝜀2 < 𝜀1. Например, так происходит для пузырька в воде
или для любого вкрапления материала с диэлектриче-
ской проницаемостью меньше, чем у среды.

2-1.2 Заряд над границей раздела

2-1.3 Заряд рядом с металлическим ша-
ром

2-1.4 Задачи

• Задача 1: Определите погонную плотность диполь-
ной поляризуемости для стержня кругового сечения.
Электрическое поле направлено поперёк оси стерж-
ня. Диэлектрическая проницаемость материала стерж-
ня равна 𝜀.

• Задача 2: Найти погонную ёмкость (ёмкость
на единицу длины) для цилиндрического конденсатора.
Внутренняя обкладка имеет внешний радиус 𝑎, внеш-
няя обкладка имеет внутренний радиус 𝑏. Пространство
между обкладками заполнено средой с диэлектрической
проницаемостью 𝜀.

Решение: Пусть 𝑉 — разность потенциалов между
внешней и внутренней обкладками, а 𝜌— погонная плот-
ность заряда на внешней обкладке (тогда на внутренней
погонная плотность заряда равна −𝜌). Нашей целью яв-
ляется найти ёмкость 𝐶 в уравнении 𝜌 = 𝐶𝑉 .

Потенциал электрического поля 𝜙 в среде удовлетво-
ряет уравнению Лапласа, Δ𝜙 = 0, смотри (2.1e). Кроме
того, он аксиально симметричен. Поэтому

𝜙 =
𝑉

ln(𝑏/𝑎)
ln

𝑟√
𝑎𝑏
. (2.7a)

С другой стороны, радиальная компонента электриче-
ской индукция на поверхности внешней обкладки равна

D𝑟 = −𝜀𝜕𝑟𝜙
⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= − 𝜀𝑉

𝑏 ln(𝑏/𝑎)
= −4𝜋𝜌

2𝜋𝑏
. (2.7b)

Откуда ёмкость
𝐶 =

𝜀

2 ln(𝑏/𝑎)
. (2.7c)

• Задача 3: Найти погонную ёмкость (ёмкость
на единицу длины) 𝐶 для конденсатора, образованно-
го двумя параллельными металлическими стержнями
круглого сечения. Радиус обоих стержней равен 𝑎, рас-
стояние между их осями равно 𝑏. Пространство меж-
ду проводами заполнено средой с диэлектрической про-
ницаемостью 𝜀. Отдельно рассмотреть пределы дале-
ко разнесённых стержней 𝑏 ≫ 𝑎 и почти касающихся
стержней, когда расстояние между их поверхностями
𝑑 = 𝑏− 2𝑎≪ 𝑎.

Решение: Определим декартову систему координат
𝑂𝑥𝑦𝑧, у которой ось 𝑂𝑧 направлена вдоль оси стержней,
плоскость 𝑥 = 0 проходит по середине между стерж-
нями, а оси стержней лежат в плоскости 𝑦 = 0. Для
решения уравнения Лапласа в области между стержня-
ми удобно воспользоваться бицилиндрической системой
координат {𝜏, 𝜎, 𝑧}, которые связаны с декартовыми ко-
ординатами конформным преобразованием

𝑥+ 𝑖𝑦 = 𝑙 cth
𝜏 − 𝑖𝜎

2
,

𝑥 = ℎ sh 𝜏, 𝑦 = ℎ sin𝜎, ℎ =
𝑙

ch 𝜏 − cos𝜎
,

(2.7d)
где ℎ есть фактор Ламе, а 𝑙 задаёт масштаб длины. Изо-
поверхности 𝜏 = const представляют собой цилиндры, в
декартовых координатах задаваемых уравнением

(︀
𝑥− 𝑙 cth 𝜏

)︀2
+ 𝑦2 =

𝑙2

sh2 𝜏
. (2.7e)

Поверхности двух одинаковых стержней из условия за-
дачи являются изоповерхностями 𝜏 = ±𝜏0,

2𝑙 cth 𝜏0 = 𝑏,

𝑙 = 𝑎 sh 𝜏0,
⇒ 𝑙2 =

𝑏2

4
−𝑎2, ch 𝜏0 =

𝑏

2𝑎
. (2.7f)
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В силу того, что преобразование {𝑥, 𝑦} → {𝜏, 𝜎} кон-
формно, оператор Лапласа в бицилиндрических коор-
динатах имеет вид

Δ𝜙 =
1

ℎ2
(︀
𝜕2𝜏 + 𝜕2𝜎

)︀
𝜙+ 𝜕2𝑧𝜙. (2.7g)

Более подробное описание бицилиндрических коорди-
нат можно найти в [Lekner, 2021].

§2-2. Эллипсоид во внешнем электрическом поле

Если диэлектрическая проницаемость тела велика,
то при помещении его во внешнее статическое электри-
ческое поле его форма существенно влияет на распре-
деление поля вблизи его границ. Можно добиться того,
что амплитуда поля в определённых областях оказыва-
ется существенно больше амплитуды приложенного по-
ля.

В этом параграфе мы разберём этот эффект на при-
мере тел эллипсоидальной формы. Причина такого вы-
бора состоит в том, что задача об отклике эллипсоида
на внешнее поле может быть решена до конца аналити-
чески. Кроме того, эллипсоидальная форма позволяет
получить высокую степень усиления поля, по-видимому,
близкую к максимально возможной.

Для того, чтобы понять основные закономерности
распределения поля снаружи и внутри эллипсоида, нам
достаточно будет рассмотреть эллипсоиды вращения, у
которых две из трёх полуосей совпадают, будучи равны-
ми 𝑎. Третью ось обозначим 𝑏. Если эллипсоид сильно
вытянутый, так что 𝑏≫ 𝑎, внешнее поле однородно и на-
правлено вдоль главной оси эллипсоида, а материалом
эллипсоида является металл, то поле усиливается вбли-
зи кончика эллипсоида в 1/𝐿𝑏 = (𝑏/𝑎)2/ ln(2𝑏/𝑎) раз (ко-
эффициент 𝐿𝑏 называется фактором деполяризации).
При этом линейный размер области, где достигается на-
столько большое усиление, совсем не велик и составля-
ет примерно 𝑎2/𝑏. Если же диэлектрическая проница-
емость 𝜀 материала эллипсоида хотя и велика, 𝜀 ≫ 1,
но тем не менее 𝐿𝑏𝜀 ≪ 1, то усиление поля в области
вблизи кончика эллипсоида происходит в 𝜀 раз.

2-2.1 Точное решение задачи

Задача об эллипсоиде, состоящем из однородного мате-
риала, помещённом в однородное электрическое поле,
может быть решена полностью аналитически, см., на-
пример, [Ландау и Лифшиц, 1982, §8]. Результаты этого
рассмотрения следующие.

Поле внутри эллипсоида также является однород-
ным. Направим оси координат по главным осям эллип-
соида. Значения полуосей равны

𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐, (2.8a)

и соответствуют направлениям 𝑥, 𝑦 и 𝑧. Пусть диэлек-
трическая проницаемость материала эллипсоида равна

𝜀, у окружения проницаемость равна единице. Электри-
ческое поле Ein внутри связано со внешним полем E𝑒𝑥𝑡

соотношениями

E
(𝑖)
in =

E
(𝑖)
ext

1 + (𝜀− 1)𝐿𝑖
. (2.8b)

Дипольный момент эллипсоида, соответственно, имеет
компоненты

𝑑(𝑖) =
𝑎𝑏𝑐

3

𝜀− 1

1 + (𝜀− 1)𝐿𝑖
E(𝑖). (2.8c)

Здесь факторы деполяризации 𝐿𝑎,𝑏,𝑐 определяются ин-
тегралами типа

𝐿𝑎 =
𝑎𝑏𝑐

2

∞̂

0

d𝑠

(𝑠+ 𝑎2)𝑅𝑠
, (2.8d)

𝑅𝑠 =
√︀
(𝑠+ 𝑎2)(𝑠+ 𝑏2)(𝑠+ 𝑐2).

Сумма факторов деполяризации равна единице (этот
факт можно установить из суммы (2.8d), перейдя в по-
лучившем интеграле к 𝑅𝑠 в качестве переменной инте-
грирования), и они удовлетворяют неравенствам

𝐿𝑎 + 𝐿𝑏 + 𝐿𝑐 = 1, 𝐿𝑎 ≥ 𝐿𝑏 ≥ 𝐿𝑐. (2.8e)

2-2.1.1 Эллипсоид вращения

Рассмотрим эллипсоид вращения, главная ось которо-
го равна 𝑏, а две другие равны 𝑎. Выберем декартову
систему координат, в которой главная ось эллипса на-
правлена по оси 𝑧 (т.е. условие (2.8a) в общем случае не
выполняется). Обозначим факторы деполяризации эл-
липсоида 𝐿𝑎,𝑏: поскольку они удовлетворяют равенству
2𝐿𝑎 +𝐿𝑏 = 1 (2.8e), то достаточно знать только один из
них.

Поле внутри цилиндра однородно и покомпонентно
равно [Ландау и Лифшиц, 1982, §8, Ур.(8.9)].

𝐸𝑧
in =

1/𝐿𝑏

𝜀− 𝜀𝑟𝑒𝑠,𝑏
𝐸𝑧

ext, 𝐸⊥
in =

1/𝐿𝑎

𝜀− 𝜀𝑟𝑒𝑠,𝑎
𝐸⊥

ext, (2.8f)

Положение резонансов

𝜀𝑟𝑒𝑠,𝑎 = − 1

𝐿𝑎
+ 1, 𝜀𝑟𝑒𝑠,𝑏 = − 1

𝐿𝑏
+ 1. (2.8g)
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Для вытянутого эллипсоида, когда 𝑏 > 𝑎, фактор де-
поляризации для главной оси есть (см. [Ландау и Лиф-
шиц, 1982, §4, ур. (4.32)])

𝐿𝑏 =

(︂
1

𝑒2
− 1

)︂(︂
1

2𝑒
ln

1 + 𝑒

1− 𝑒
− 1

)︂
. (2.8h)

где эксцентриситет сечения эллипсоида плоскостью 𝑂𝑥𝑧
равен 𝑒 =

√︀
1− 𝑎2/𝑏2. В пределе сильно вытянутого эл-

липсоида, когда 𝑏≫ 𝑎, получаем приближённо, что

𝐿𝑏 =
𝑎2

𝑏2
ln

2𝑏

𝑒𝑎
≪ 1, 𝐿𝑎 ≈ 1

2
, (2.8i)

где 𝑒 — основание натурального логарифма.
Для сплюснутого эллипсоида, когда 𝑏 < 𝑎, в (2.8h)

при неизменном определении параметра 𝑒 он становится
чисто мнимым. Поэтому вместо эксцентриситета сече-
ния эллипсоида плоскостью 𝑂𝑥𝑧 надо взять параметр
𝑒 =

√︀
𝑎2/𝑏2 − 1, в этом случае фактор деполяризации

для главной оси есть [Ландау и Лифшиц, 1982, §4, ур.
(4.32)]

𝐿𝑏 =

(︂
1

𝑒2
+ 1

)︂(︂
1− arctan 𝑒

𝑒

)︂
. (2.8j)

В пределе сильно сплюснутого эллипсоида, когда 𝑏≪ 𝑎,
получаем приближённо, что

𝐿𝑏 = 1− 𝜋

2

𝑏

𝑎
, 𝐿𝑎 =

𝜋

4

𝑏

𝑎
. (2.8k)

2-2.2 Приближённое описание для удли-
нённого тела вращения

Рассмотрим тело, представляющее из себя фигуру вра-
щения, помещённое во внешнее электрическое поле, на-
правленное вдоль оси вращения тела. Выберем систе-
му координат, в которой ось 𝑂𝑧 направлена вдоль оси
вращения тела. Плоскость 𝑂𝑥𝑦 даёт круговое сечение
тела с радиусом 𝜌 = 𝜌(𝑧). Для эллипсоида вращения
𝜌 = 𝑎

√︀
1− 𝑧2/𝑏2. Тело выполнено из некоторого матери-

ала, имеющего диэлектрическую проницаемость 𝜀. Если
речь идёт о квази-стационарном поле, то может быть бо-
лее удобно характеризовать электрический отклик ма-
териала тела проводимостью 𝜎 (3.13e).

В этом пункте мы полагаем тело вращения сильно
удлинённым, так что его длина 𝑏 ≫ 𝜌. Кроме того,
мы полагаем, что поперечное сечение тела меняется не
очень быстро, так что d𝜌/d𝑧 ≪ 1, т.е. на расстоянии
𝑧 ∼ 𝜌 поперечное сечение изменяется слабо. Это позво-
ляет нам считать, что электрическое поле внутри тела
однородно в поперечном направлении.

Полное электрическое поле описывается внешним
полем Eext и наведённым потенциалом Φ, так что

E = Eext − gradΦ. (2.9a)

Выразим сначала распределение заряда через электри-
ческое поле. Поскольку в нашем приближении электри-
ческое поле в поперечном направлении однородно, то 𝑧-
компонента поляризации материала тела 𝑃 удовлетво-
ряет уравнению

4𝜋𝑃

𝜀− 1
= 𝐸ext − 𝜕𝑧Φ, (2.9b)

где сечение тела вращения плоскостью, перпендикуляр-
ной длинной оси, равно 𝑆𝑧 = 𝜋𝜌2(𝑧). Погонная плот-
ность зарядов 𝑞(𝑧) и поляризация связаны между собой
уравнением непрерывности:

𝜕𝑧(𝑆𝑧𝑃 ) = −𝑞. (2.9c)

Теперь, наоборот, найдём связь потенциала Φ с по-
гонной плотностью заряда 𝑞(𝑧). В пределе 𝑏 ≫ 𝜌 эта
связь записывается в виде

Φ(𝑧) ≈
𝑏ˆ

−𝑏

𝑞(𝑧′) d𝑧′

|𝑧 − 𝑧′|
, (2.9d)

где интеграл берётся по области |𝑧′ − 𝑧| ≳ 𝜌(𝑧). Преоб-
разуем это выражение

Φ(𝑧) ≈ 𝑞(𝑧)

𝑏ˆ

−𝑏

d𝑧′

|𝑧 − 𝑧′|
+

𝑏ˆ

−𝑏

(𝑞(𝑧′)− 𝑞(𝑧)) d𝑧′

|𝑧 − 𝑧′|
≈

≈ 𝑞(𝑧)

𝐶𝑧
,

1

𝐶𝑧
= ln

𝑏2 − 𝑧2

𝜌2
= ln

𝑏2 − 𝑧2

𝑆𝑧/𝜋
. (2.9e)

Последний переход в цепочке равенств для Φ(𝑧) верен,
когда 𝑞(𝑧′) не возрастает слишком быстро при удале-
нии 𝑧′ от 𝑧. Таким образом, с логарифмической точно-
стью, то есть в пределе ln(𝑏/𝜌) ≫ 1, получаем локаль-
ную связь между зарядом и потенциалом. Продиффе-
ренцируем теперь обе части (2.9e) по 𝑧 и выразим про-
изводную потенциала 𝜕𝑧Φ и плотность зарядов 𝑞 через
поляризацию P согласно (2.9b,2.9c). В результате полу-
чаем уравнение, записанное в терминах поляризации 𝑃 :

4𝜋

𝜀− 1
𝑃 − 𝜕𝑧

1

𝐶𝑧
𝜕𝑧(𝑆𝑧𝑃 ) = 𝐸ext(𝑧). (2.9f)

Если помножить это уравнение на 𝑆𝑧 и продифферен-
цировать его по 𝑧, мы получим уравнение на заряд 𝑞:

4𝜋

𝜀− 1
𝑞 − 𝜕𝑧𝑆𝑧𝜕𝑧

𝑞

𝐶𝑧
= −𝜕𝑧(𝑆𝑧𝐸ext). (2.9g)

Рассмотрим теперь частный случай эллипсоида вра-
щения. Связь (2.9e) между погонной плотностью заряда
и наведённым потенциалом упрощается, поскольку ём-
кость 𝐶 перестаёт зависеть от 𝑧:

Φ(𝑧) =
𝑞(𝑧)

𝐶
, 𝐶 =

1

2 ln(𝑏/𝑎)
. (2.9h)

Если внешнее поле 𝐸ext однородно, то 𝑃 также однород-
но вдоль оси 𝑂𝑧: действительно, из (2.9f) получаем, что
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однородное решение для поляризации допускается этим
уравнением, её величина определяется равенством(︂

1

𝜀− 1
+ 𝐿𝑏

)︂
4𝜋𝑃 = 𝐸ext, 𝐿𝑏 ≈

𝑎2

𝑏2
ln
𝑏

𝑎
, (2.9i)

где фактор деполяризации 𝐿𝑏 в пределе сильно вытя-
нутого эллипсоида с логарифмической точностью сов-
падает с его асимптотикой (2.8k) для точного решения.
Распределение погонного заряда

𝑞(𝑧) =
(𝜀− 1)𝑎2

2(1 + (𝜀− 1)𝐿𝑏)𝑏2
𝑧𝐸ext. (2.9j)

Решение (2.9i) совпадает с логарифмической точностью
с точным ответом (2.8f).

2-2.3 Задачи

2-2.3.1 Распределение поля вокруг эллипсоида

• Задача 1: Найти с логарифмической точно-
стью распределение поля вокруг удлинённого эллипсои-
да вращения (полуоси 𝑏≫ 𝑎, 𝑎), сделанного из материа-
ла с диэлектрической проницаемостью 𝜀 и помещённого
во внешнее постоянное электрическое поле, направлен-
ное вдоль его оси вращения. Найти зависимость поля i)
на расстояниях 𝑎 < 𝑟⊥ ≪ 𝑏 от оси вращения и 𝑟 < 𝑏 от
центра эллипсоида; ii) на расстояниях 𝑟 ≫ 𝑏 от центра
эллипсоида. Указание: на близких расстояниях удобно

сначала найти электростатический потенциал. Литера-
тура: § 2-2

• Задача 2: Найти с логарифмической точностью
распределение поля вокруг удлинённого металлическо-
го эллипсоида вращения (полуоси 𝑏≫ 𝑎, 𝑎), помещённо-
го во внешнее постоянное электрическое поле, направ-
ленное вдоль его оси вращения. Найти зависимость по-
ля i) на расстояниях 𝑎 < 𝑟⊥ ≪ 𝑏 от оси вращения и
𝑟 < 𝑏 от центра эллипсоида; ii) на расстояниях 𝑟 ≫ 𝑏
от центра эллипсоида. Указание: на близких расстоя-
ниях удобно сначала найти электростатический потен-
циал, используя обобщённую соответствующим образом
(2.9e) и (2.9j). Литература: § 2-2

• Задача 3: Найти поле вблизи кончика вытя-
нутого эллипсоида вращения, когда внешнее поле Eext

направлено вдоль его главной оси: i) найдите поле на
самом кончике эллипсоида вне него; ii) оцените область
вблизи кончика, в которой поле остаётся однородным.
Полуоси эллипсоида равны 𝑎, диэлектрическая прони-
цаемость материала эллипсоида равна 𝜀. Рассмотрите
отдельно пределы 1 ≪ 𝜀≪ 1/𝐿𝑏 и 1/𝐿𝑏 ≪ 𝜀.

• Задача 4: Найти распределение поля вокруг
сплюснутого эллипсоида вращения (полуоси 𝑏 ≪ 𝑎, 𝑎),
сделанного из диэлектрика с проницаемостью 𝜀 и поме-
щённого во внешнее постоянное электрическое поле, на-
правленное вдоль его оси вращения. Найти зависимость
поля вдоль оси вращения на расстояниях 𝑧 ≪ 𝑎 и 𝑧 ≫ 𝑎
от экваториальной плоскости. Литература: § 2-2.

§2-3. Двумерная электростатика

Общие свойства конформных преобразований.
Сделаем здесь несколько общих замечаний, касающих-
ся комплексного анализа.

i) Каждому комплексному числу, скажем 𝑃 , соответ-
ствует вектор с координатами {Re𝑃, Im𝑃}. Если два
вектора, скажем, вектора 𝑣 = 𝜕𝜑𝑃 и 𝑢 = 𝑄 (2.17c) ор-
тогональны друг другу и составляют правую двойку
{𝑣, 𝑢}, то их произведение 𝑣*𝑢 является чисто мни-
мым с положительной мнимой частью.

ii) Домножение некоторого вектора 𝑣 на фазовый мно-
житель, 𝑒𝑖𝜃𝑣, есть его поворот на угол 𝜃 (против ча-
совой стрелки).

iii) Далее, конформное преобразование сохраняет углы
между векторами. Действительно, преобразование
векторов при переходе от 𝑧 к 𝜁 производится с по-
мощью матрицы

𝐷̂ =

⎧⎪⎪⎪⎩ 𝜕𝜉/𝜕𝑥 𝜕𝜉/𝜕𝑦

𝜕𝜂/𝜕𝑥 𝜕𝜂/𝜕𝑦

⎫⎪⎪⎪⎭ ,

⎧⎪⎪⎪⎩d𝜉

d𝜂

⎫⎪⎪⎪⎭ = 𝐷̂

⎧⎪⎪⎪⎩d𝑥

d𝑦

⎫⎪⎪⎪⎭ .

С другой стороны, конформное преобразование
(2.17a) даёт связь

d𝑧 = 𝐼𝑒𝑖𝜃d𝜁, 𝐼 =

⃒⃒⃒⃒
d𝑧

d𝜁

⃒⃒⃒⃒
, 𝑒𝑖𝜃 =

d𝑧/d𝜁

𝐼
, (2.12)

что означает, что матрица

𝐷̂ =
1

𝐼
𝑂̂(−𝜃) = 1

𝐼

⎧⎪⎪⎩cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

⎫⎪⎪⎭ ,

где 𝑂̂(𝜃) — ортогональная матрица поворота на
угол 𝜃.

iv) Частные производные по координатам

𝜕𝑥 = 𝜕𝑧 + 𝜕𝑧* , 𝜕𝑦 = 𝑖𝜕𝑧 − 𝑖𝜕𝑧* . (2.13)

v) Оператор Лапласа

Δ = 𝜕2𝑥 + 𝜕2𝑧 = 4𝜕𝑧𝜕𝑧*

после конформного преобразования становится рав-
ным

Δ =
4

𝐼2
𝜕𝜁𝜕𝜁* ,
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то есть уравнение Лапласа после конформного преоб-
разования не изменяет своего вида.

2-3.1 Эллиптический цилиндр

• Задача 1: Найти факторы деполяризации для
длинного цилиндра, изготовленного из однородного изо-
тропного материала, являющемся в поперечном сечении
эллипсом с полуосями 𝑏 ≥ 𝑎. Указание: Поскольку за-
дача эффективно двумерная, то решение можно постро-
ить используя то, что уравнение Лапласа инвариантно
относительно конформных преобразований. Совершите
такое конформное преобразование комплексной плоско-
сти 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, которое переведёт эллипс (границу сече-
ния цилиндра) в круг. Литература: Пункт 2-3.1.

Рассмотрим эллиптический цилиндр, у которого 𝑐 =
∞, см. (2.8a), и, для определённости, 𝑏 ≥ 𝑎 (𝑏 соответ-
ствует направлению по 𝑂𝑦). Тогда ответ состоит в том,
что

𝐿𝑎 =
𝑏

𝑎+ 𝑏
, 𝐿𝑏 =

𝑎

𝑎+ 𝑏
. (2.14)

Резонансные значения диэлектрической проницаемости
равны

𝜀𝑟𝑒𝑠,𝑎 = −𝑎
𝑏
, 𝜀𝑟𝑒𝑠,𝑏 = − 𝑏

𝑎
(2.15)

Электрическое поле на острие вытянутого эллипса (вне
его) равно (если поле направлено по оси 𝑦)

𝐸𝑜𝑢𝑡,𝑏 =
(1 + 𝑏/𝑎)𝜀

𝜀+ 𝑏/𝑎
𝐸ext. (2.16)

2-3.1.1 Решение задачи

Конформное отображение пространства вне эллипса
произведём на внешность круга единичного радиуса (об-
ласть |𝜁| > 1)

𝑧 =
𝑎

2

(︂
𝜁 +

1

𝜁

)︂
+
𝑏

2

(︂
𝜁 − 1

𝜁

)︂
,

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦,

𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂.
(2.17a)

Введём также обозначение для области |𝜁| > 1

𝜁 = (1 + 𝜌)𝑒𝑖𝜑, 𝜌 > 0. (2.17b)

Вблизи границы раздела, при 𝜌 ≪ 1, разложение
(2.17a,2.17b) даёт

𝑥+ 𝑖𝑦 = 𝑃 +𝑄𝜌+𝒪(𝜌2),
𝑃 = 𝑎 cos𝜑+ 𝑖𝑏 sin𝜑,

𝑄 = 𝑏 cos𝜑+ 𝑖𝑎 sin𝜑.
(2.17c)

Конформное преобразование вблизи границы
раздела и далеко от тела. Определим геометриче-
ские характеристики выбранного конформного преобра-
зования на поверхности эллипса. Поверхность эллипса
задаётся уравнением

𝑓 = 1, 𝑓 =
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
.

Нормаль к поверхности есть

𝑛 =
𝜕𝑥𝑓 + 𝑖𝜕𝑦𝑓√︀

(𝜕𝑥𝑓)2 + (𝜕𝑦𝑓)2
=

𝑄

|𝑄|
. (2.17d)

На поверхности эллипса производная конформного пре-
образования, фигурирующая в (2.12), равна

d𝑧

d𝜁
= 𝐼𝑒𝑖𝜃 = 𝑒−𝑖𝜑𝑄, (2.17e)

как следует из (2.17b,2.17c). Наконец, на больших рас-
стояниях, при |𝑧| → ∞, конформное преобразование
стремится к тождественному, 𝜁 ≈ 𝑧.

𝑦

𝑥

𝑏

𝑎

𝜕𝜑𝑃

𝑄

Рис. 2.1

Вне цилиндра электрический потенциал удовлетво-
ряет уравнению Лапласа, поэтому может быть только
суммой аналитической и анти-аналитической функци-
ей,

𝜙 = 𝜙+(𝑧) + 𝜙−(𝑧
*).

Для внешнего потенциала 𝜙ext выберем первый вари-
ант, 𝜙ext = 𝜙ext(𝑧). То, что внешнее поле однородно в
пространстве означает, что можно принять

𝜙ext = −𝑧. (2.17f)

(если поле единичной напряжённости направлено по оси
𝑋, то в окончательном ответе надо будет взять действи-
тельную часть, если по 𝑌 — то, соответственно, мни-
мую). Поскольку на больших расстояниях конформное
преобразование стремится к тождественному, то гра-
ничным условием на бесконечности в координатах 𝜁 яв-
ляется

𝜙
⃒⃒
|𝜁|→∞ → −𝜁. (2.17g)
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Постановка граничных условий. Производная по
нормали от потенциала на границе раздела

𝜕𝑛𝜙 = (𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑛𝑦𝜕𝑦)𝜙 =
𝑄𝜕𝑧𝜙+𝑄*𝜕𝑧*𝜙

|𝑄|
=

=
𝑒𝑖𝜑𝜕𝜁𝜙+ 𝑒−𝑖𝜑𝜕𝜁*𝜙

|𝑄|

⃒⃒⃒⃒
|𝜁|=1

, (2.17h)

𝜕𝑛𝜙ext =
𝑄𝜕𝑧𝜙ext

|𝑄|
=

−𝑏 cos𝜑− 𝑖𝑎 sin𝜑

|𝑄|
.

Переходы от производных 𝜕𝑥,𝑦 к производным 𝜕𝑧,𝑧* был
произведён согласно (2.13), и далее к 𝜕𝜁,𝜁* согласно
(2.17e). Числитель в выражении для 𝜕𝑛𝜙ext в (2.17h) та-
кой, какой был бы в случае круглого сечения цилиндра:
он содержит только ±1 гармонику по углу 𝜑, что соот-
ветствует однородному внешнему полю в координатах
𝜁 = 𝜉+ 𝑖𝜂. Отметим, что сам вид числителя в (2.17h) со-
ответствует дифференцированию по нормали к линии
круга в 𝜁-координатах: это следствие того, что углы
между векторами (в данном случае касательным век-
тором и вектором нормали) при конформном преобра-
зовании сохранятся. Множитель 𝑄 в знаменателе имеет
своим происхождением (2.17d), то есть также должен
возникнуть и в производной потенциала на внутренней
стороне поверхности раздела. Таким образом, мы мо-
жем заключить, что внутри цилиндра электрическое по-
ле однородно также, как и в задаче о цилиндре круглого
сечения в однородном поле. Поэтому для внутренности
совершим следующее (не конформное) линейное преоб-
разование координат

𝜉 = 𝑥/𝑎, 𝜂 = 𝑦/𝑏. (2.17i)

и предполагаем линейную зависимость потенциала

𝜙in = 𝛼𝜉𝜉 + 𝑖𝛼𝜂𝜂, (2.17j)

𝜙in

⃒⃒
|𝜁|=1

= 𝛼𝜉 cos𝜑+ 𝑖𝛼𝜂 sin𝜑.

Производная по нормали от потенциала на внутренней
стороне границы (поскольку внутри преобразование не
является конформным, то мы не можем воспользовать-
ся формулой (2.17h), записанной в терминах производ-
ных 𝜕𝜁,𝜁*)

𝜕𝑛𝜙in =

(︂
𝑛𝑥

𝑎
𝜕𝜉 +

𝑛𝑦

𝑏
𝜕𝜂

)︂
𝜙in = (2.17k)

=
𝛼𝜉 𝑏

2 cos𝜑+ 𝑖𝛼𝜂 𝑎
2 sin𝜑

𝑎𝑏|𝑄|
.

Потенциал снаружи ищем в виде

𝜙 = 𝜙ext +
𝛽+
𝜁

+
𝛽−
𝜁*

(2.17l)

(напомним, что потенциал диполя в двумерии обратно
пропорционален расстоянию), так что на поверхности,
при |𝜁| = 1

𝜙 = (𝛽− + 𝛽+ − 𝑎) cos𝜑+ (𝛽− − 𝛽+ − 𝑏) 𝑖 sin𝜑,

𝜕𝑛𝜙 = − (𝛽− + 𝛽+ + 𝑏) cos𝜑+ (𝛽− − 𝛽+ + 𝑎) 𝑖 sin𝜑

|𝑄|
.

(2.17m)
(Мы использовали выражения для производной по нор-
мали (2.17h), записанное через производные 𝜕𝜁,𝜁* .)
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Глава 3

ЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

§3-1. Плоская электромагнитная волна в изотропной среде

Рассмотрим изотропную среду с линейным откликом
на электромагнитное поле. Среда изотропная, так что
тензора диэлектрической проницаемости и магнитной
восприимчивости диагональны,

𝜀𝑖𝑘(k, 𝜔) = 𝛿𝑖𝑘𝜀(k, 𝜔), 𝜇𝑖𝑘(k, 𝜔) = 𝛿𝑖𝑘𝜇(k, 𝜔). (3.1a)

В этом случае уравнения Максвелла (1.14f) упрощаются
до

rotH =
1

𝑐
𝜕𝑡 𝜀E, rotE = −1

𝑐
𝜕𝑡 𝜇H, (3.1b)

Скалярными уравнения Максвелла являются

divE = 0, divH = 0. (3.1c)

Перепишем материальную связь между полями и их
индукциями через обобщённую диэлектрическую вос-
приимчивость 𝜀full (1.14l). Согласно (1.14m),

𝜀𝑖𝑗full = 𝜀𝛿𝑖𝑗 +
𝑐2𝑘2

𝜔2

𝜇− 1

𝜇

(︂
𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘2

)︂
. (3.1d)

Поскольку 𝜀𝑖𝑗full действует на электрическое поле, смотри
(1-4.1.1), дивергенция которого равна нулю, то в выпи-
санном уравнении мы можем заменить круглую скобку
на единицу, так что имеем окончательно

𝜀full = 𝜀+
𝑐2𝑘2

𝜔2

𝜇− 1

𝜇
. (3.1e)

3-1.1 Дисперсионное соотношение

Исследуем теперь распространение плоских волн в
изотропной среде. При исследовании линейных волн
в неоднородной среде естественно перейти в Фурье-
представление по времени и координате,

E𝜔k =

ˆ
d𝑡d3𝑟 𝑒𝑖𝜔𝑡−𝑖k𝑟 E(𝑡, 𝑟). (3.2a)

Можно сказать о том же по-другому: поскольку уравне-
ния Максвелла линейны по полю, мы полагаем электро-
магнитное поле комплексным и зависящим от времени
и координат как

exp(−𝑖𝜔𝑡+ 𝑖k𝑟). (3.2b)

Установим связь между волновым вектором k и ча-
стотой волны 𝜔, которая называется дисперсионным
уравнением. Для этого возьмём ротор от уравнения
Максвелла на индукцию магнитного поля 𝜇̂H (3.1b), по-
лучив

rot rotE = −1

𝑐
𝜕𝑡 𝜇̂ rotH, (3.2c)

а затем воспользуемся уравнение на индукцию электри-
ческого поля 𝜀E (3.1b) и бездивергентностью электри-
ческого поля. В результате получим волновое уравнение(︂

Δ− 𝜕2𝑡 𝜀 𝜇̂

𝑐2

)︂
E = 0, divE = 0. (3.2d)

В Фурье пространстве это уравнение переписывается в
виде (︂

k2 − 𝜔2𝜀𝜇

𝑐2

)︂
E = 0, (k ·E) = 0, (3.2e)

где, напомним, функции отклика являются функциями
частоты и волнового вектора, например 𝜀 = 𝜀(𝜔,k). Для
электрического поля существует нетривиальное (отлич-
ное от нуля) решение, если выполняется дисперсионное
уравнение, а само поле удовлетворяет требованию попе-
речности

k2 − 𝜀 𝜇
𝜔2

𝑐2
= 0, (k ·E) = 0. (3.2f)

В общем случае при действительной частоте волно-
вой вектор волны оказывается комплексным. Разделим
его действительную и мнимую части, представив волно-
вой вектор волны в виде

k = k′ + 𝑖k′′, (3.2g)

где k′ и k′′ – действительные векторы. Разделяя дей-
ствительную и мнимую части в уравнении (3.2f), полу-
чаем систему уравнений

𝑘′
2 − 𝑘′′

2
=
𝜔2

𝑐2
Re
(︀
𝜀𝜇
)︀
, 2k′k′′ =

𝜔2

𝑐2
Im
(︀
𝜀𝜇
)︀
. (3.2h)

3-1.2 Распространяющаяся плоская мо-
нохроматическая волна

Чаще всего под плоской волной подразумевают волну, в
которой поле зависит только от одной координаты, так
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что k′ ‖ k′′. Введём действительный единичный вектор
𝑛, сонаправленный волновому вектору k. Дисперсион-
ное соотношение (3.2f) часто записывают в виде

k = 𝑘𝑛, 𝑘 = 𝑘′ + 𝑖𝑘′′ = 𝛽(𝜔), 𝛽2(𝜔) = 𝜀 𝜇
𝜔2

𝑐2
,

(3.3a)
где 𝛽(𝜔) называется волновым числом или постоянной
распространения, а 𝑘′ и 𝑘′′ суть действительная и мни-
мая части волнового вектора.

3-1.2.1 Показатели преломления и поглощения

Для описания распространения волн в среде вместо
непосредственно 𝜀 и 𝜇 (которые, будучи комплексными,
содержат в себе 4 действительных параметра) часто вы-
бирают пару действительных параметров — показатель
преломления n (refractive index, или index of refraction)
и показатель поглощения (extinction coefficient) k, ко-
торые определяются через формулу

n+ 𝑖k =
√
𝜀𝜇, 𝛽 = (n+ 𝑖k)

𝜔

𝑐
. (3.3b)

Полное комплексное число n + 𝑖k называется ком-
плексным показателем преломления (complex refractive
index ). Особенно такая параметризация удобна, если из-
вестно, что среда немагнитная, т.е. 𝜇 = 1. Тогда по n и
k можно однозначно восстановить 𝜀.

Рис. 3.1 Электромагнитное поле в линейно
поляризованной плоской волне в случае прозрачной

среды.

В частности, длина волны в среде 𝜆 (wavelength) и
глубина её проникновения 𝛿𝑝 (penetration depth) равны

𝜆 =
2𝜋

𝑘′
=
𝜆0
n
, 𝛿𝑝 =

1

2𝑘′′
=

𝜆0
4𝜋k

=
n

k

𝜆

4𝜋
, (3.3c)

где 𝜆0 = 2𝜋𝑐/𝜔 – длина волны в вакууме на данной ча-
стоте. В определении 𝛿𝑝 мы добавили фактор 2. При
таком определении интенсивность, пропорциональная
квадрату амплитуды поля, на расстоянии 𝛿𝑝 падает в
𝑒 раз; обратная величина 𝛼 = 1/𝛿𝑝 [см−1] называет-
ся коэффициентом поглощения (absorption (attenuation)
coefficient). Если

k ≪ n, (3.3d)

то волна по мере распространения в среде успевает
претерпеть много пространственных колебаний, прежде
чем заметно ослабеть по интенсивности; в этом случае
среда называется прозрачной.

Обычно прозрачные среды имеют положительные
𝜀, 𝜇 > 0, тогда показатель преломления также положи-
телен, n > 0. Однако в редких случаях возможен вари-
ант, при котором прозрачная среда имеет отрицатель-
ные коэффициенты 𝜀, 𝜇 < 0. С учётом того, что у обоих
коэффициентов 𝜀, 𝜇 < 0 малая мнимая часть положи-
тельна, то для того, чтобы показатель поглощения k был
положителен, показатель преломления должен быть от-
рицательным, n < 0.

3-1.2.2 Поляризации плоской волны

Из уравнений Максвелла получаем, что связь между
компонентами электрического и магнитного полей за-
даётся равенствами

[𝑛×E] = 𝜁H, (n+ 𝑖k)[𝑛×E] = B, (3.3e)

где
𝜁 =

√︀
𝜇/𝜀 (3.3f)

называется волновым импедансом. Если 𝜀 и 𝜇 действи-
тельны, то это равенство справедливо не только для
комплексных амплитуд, но и для самих действительных
полей, см., например, Рис. 3.1. Если среда немагнитная,
𝜇 = 1, то волновой импеданс равен обратному комплекс-
ному коэффициенту преломления, 𝜁 = (n + 𝑖k)−1. При-
нято также вводить величину

𝑍 =
4𝜋𝜁

𝑐
, (3.3g)

также называемую волновым импедансом и имеющую
размерность электрического сопротивления. В системе
СИ волновой импеданс вакуума

𝑍vac =
4𝜋𝑐SI
107

≈ 376Ом. (3.3h)

Опишем произвольную поляризацию электромаг-
нитной плоской волны в прозрачной среде. Пусть на-
правлением распространения волны является 𝑂𝑧, так
что 𝑛 = (0, 0, 1). Тогда ненулевыми остаются только 2
компоненты электрического поля E𝛽

𝜔k, 𝛽 = {𝑥, 𝑦}. Пред-
ставим комплексную амплитуду волны в виде

E𝜔k = 𝑒𝑖𝜑0
(︀
E1 + 𝑖E2

)︀
, (3.3i)

где чисто действительные вектора E1,2 ортогональны
друг другу, причём |E1| ≥ |E2|. Фаза 𝜑0 равна

𝜑0 =
arg(E𝜔k ·E𝜔k)

2
, if (E𝜔k ·E𝜔k) ̸= 0.

После этого по известному E легко найти E1,2 выделе-
нием действительной и мнимой частей у 𝑒−𝑖𝜑0E𝜔k. Если
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окажется, что E2 = 0, то мы имеем дело с линейной по-
ляризацией. Если (E𝜔k · E𝜔k) = 0, волна имеет одну из
двух круговых поляризаций:

E𝜔k = |E𝜔k|
(︂

1

−𝑖

)︂
or E𝜔k = |E𝜔k|

(︂
1

𝑖

)︂
, (3.3j)

при этом фазу 𝜑0 можно выбрать произвольной, при её
изменении пара векторов E1,2 будет поворачиваться во-
круг 𝑛. В общем же случае |E1| > |E2| > 0 говорят, что
волна имеет эллиптическую поляризацию. Например,
при фиксированном времени конец вектора электриче-
ского поля E(𝑡, 𝑟) будет описывать эллипс с полуосями
E1,2, если смещаться вдоль направления распростране-
ния волны.

3-1.3 Задачи

• Задача 1: Вычислить диэлектрическую прони-
цаемость в частотном представлении 𝜀(𝜔), если извест-
но, что коэффициент поляризуемости (диэлектрическая
восприимчивость) (1.14d) во временно́м представлении
имеет зависимость 𝜒(𝑡) = 𝐴 exp(−𝑡/𝜏).

• Задача 2: Покажите, что для системы свобод-
ных зарядов при наличии трения (модель Друде) ди-
электрическая проницаемость, как функция частоты,

может быть записана следующим образом:

𝜀 = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2 + 𝑖𝛾𝜔
, 𝜔2

𝑝 =
4𝜋𝑒2𝑛𝑒
𝑚𝑒

, (3.4)

где 𝜔𝑝 — плазменная частота (и для модели плазмы 𝑛𝑒
— концентрация зарядов, 𝑚𝑒 — масса зарядов), а 𝛾 —
декремент затухания.

Найдите диэлектрическую поляризуемость во вре-
менно́м представлении 𝜒(𝑡) (1.14d), соответствующую
проницаемости (3.4). Объясните качественно поведение
функции 𝜒(𝑡) на малых и больших временах.

• Задача 3: Найдите диэлектрическую проница-
емость 𝜀𝜔 для среды, состоящей из лорентцевых осцил-
ляторов. Осциллятор представляет собой заряд 𝑒 мас-
сы 𝑚, помещённый в потенциал. Резонансная частота
осциллятора и скорость затухания его амплитуды ко-
лебаний суть 𝜔0 и 𝛾 ≪ 𝜔0. Концентрация осциллято-
ров равна 𝑛. Постройте графики действительной 𝜀′(𝜔)
и мнимой 𝜀′′(𝜔) частей диэлектрической проницаемости,
а также относительной фазы между вектором поляри-
зации и электрическим полем, отдельно уделив внима-
ние их поведению в областях i) область низких частот
𝜔0−𝜔 ≫ 𝛾, ii) область резонанса |𝜔−𝜔0| ≲ 𝛾, iii) область
высоких частот 𝜔 − 𝜔0 ≫ 𝛾.

§3-2. Распространение волнового пакета в среде

Предположим, что электромагнитная волна распро-
страняется вдоль оси 𝑂𝑧. Волновое уравнение, учиты-
вающее временну́ю дисперсию среды, имеет вид (3.2d)

𝜕2𝑧E =
1

𝑐2
𝜕2𝑡

∞̂

0

d𝑡′ 𝜀(𝑡′) E(𝑡− 𝑡′) + 𝑓(𝑡, 𝑧), (3.5)

где E — одна из компонент электрического поля. Под
ядром 𝜀 в (3.5) может пониматься результат последо-
вательного применения операторов 𝜇̂ и 𝜀 в (3.2d), так
что краткость записи (3.5) не ограничивает общности
рассуждений. Сила 𝑓 может играет роль внешнего ис-
точника, возбуждающего волну; свободное электромаг-
нитное поле соответствует 𝑓 = 0. Кроме того, в си-
лу 𝑓 можно включить нелинейную по электрическому
полю часть поляризации P𝑁𝐿, положив таким образом
𝑓 = 4𝜋𝜕2𝑡P

𝑁𝐿. В Фурье-представлении уравнение (3.5)
переписывается в виде(︀

𝑘2 − 𝛽2(𝜔)
)︀
E𝜔,𝑘 = −𝑓𝜔,𝑘, (3.6)

где волновой вектор определяется дисперсионным соот-
ношением (3.3a). Для определённости мы предполагаем,
что волна распространяется в право, так что следует
выбирать решение Re𝛽 > 0.

Волновым пакетом называется такая волна, распре-
деление поля в которой слабо отличается от распределе-

ния поля в монохроматической волне с некоторой часто-
той 𝜔0 и волновым вектором 𝑘0, которые связаны между
собой законом дисперсии в среде,

𝜔0 = 𝜔0(𝑘0) or 𝑘0 = 𝛽(𝜔0).

Для волнового пакета 𝜔0 называется несущей часто-
той, а 𝑘0 — несущим волновым вектором. Таким обра-
зом, динамика поля в волновом пакете в первом прибли-
жении такая же, как и динамика поля в монохроматиче-
ской волне. Тем не менее, обычно представляет интерес
слабое отличие от этой динамики, которое возникает из-
за слабого отличия волнового пакета от плоской волны
(его слабой немонохроматичности). При этом часто ока-
зывается удобным рассматривать волновой пакет как
единое целое, не раскладывая его заранее по плоским
волнам.

Для того, чтобы рассматривать импульсы с малой
относительной спектральной шириной, нам не нужно
знать всю зависимость 𝛽(𝜔) волнового вектора от
частоты, а необходимо знать только несколько первых
производных на несущей частоте 𝜔 = 𝜔0. Приняты сле-
дующие обозначение для этих производных:

𝛽𝑚 =
d𝑚𝛽

d𝜔𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜔0

. (3.7a)
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Фазовая скорость. Фазовая скорость 𝑣ph показыва-
ет, с какой скоростью движется гребень монохромати-
ческой волны:

𝑣ph =
𝜔0

𝑘0
=
𝑐

n
, (3.7b)

где n – коэффициент преломления. Мы предполагаем,
что среда (почти) прозрачная, так что потерями пока
пренебрегаем.

Групповая скорость. Если мы удержим в диспер-
сии 𝛽(𝜔) только первую производную по частоте, то
𝛽(𝜔) представляется в виде

𝛽(𝜔) = 𝑘0 +
𝜔 − 𝜔0

vg
, (3.7c)

где групповая скорость

vg =
d𝜔

d𝛽
≡ 1

𝛽1
or vg = 𝑐

d𝜔

d(n𝜔)
. (3.7d)

В англоязычной литературе также используется пара-
метр group index 𝑛g, который определяется как

ng = 𝑛− 𝜆
d𝑛

d𝜆
, vg =

𝑐

𝑛g
. (3.7e)

Групповая скорость, как будет показано ниже, опреде-
ляет скорость движения волнового пакета.

3-2.1 Выделение огибающей
Рассмотрим волновой пакет и введём понятие огибаю-
щей. Любое поле, скажем, электрическое, можно пред-
ставить в частотно-пространственном представлении,

E(𝑡, 𝑧) =

+∞ˆ

−∞

(d𝜔) E𝜔(𝑧) 𝑒
−𝑖𝜔𝑡, (3.8)

где в силу вещественности поля E(𝑡) выполняется E−𝜔 =
E*
𝜔. Характерное время изменения временно́й огибаю-

щей ̃︀E(𝑡)
̃︀E(𝑡) =

+∞ˆ

0

(d𝜔) E𝜔 𝑒
−𝑖(𝜔−𝜔0)𝑡, (3.9)

E(𝑡) = ̃︀E(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔0𝑡 + ̃︀E*(𝑡) 𝑒𝑖𝜔0𝑡 = 2Re
(︀̃︀E(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔0𝑡

)︀
E𝜔(𝑧) = ̃︀E𝜔−𝜔0(𝑧) + ̃︀E*

𝜔+𝜔0
(𝑧)

является большим по сравнению с периодом колеба-
ния поля 2𝜋/𝜔0. Как следует из определения, комби-
нация ̃︀E(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔0𝑡 имеет только положительные Фурье-
гармоники. Иными словами, огибающая не содержит
частот ниже −𝜔0, ̃︀E𝜔<−𝜔0 = 0 (Фурье-образ огибающей
определяется аналогично (3.8)). Время изменения оги-
бающей ̃︀E(𝑡) оценивается как 1/Δ𝜔, где Δ𝜔 = 𝜔 − 𝜔0

— характерная частота, на которой убывает ̃︀E𝜔−𝜔0 . Ча-
стота Δ𝜔 называется спектральной шириной пакета.
Почти монохроматичность волнового пакета означает,
что

Δ𝜔 ≪ 𝜔0.

Распространим определение огибающей также и на
пространсвенную координату. Электрическое поле в
частотно-волновом представлении определяется соглас-
но равенству

E(𝑡, 𝑧) =

∞̂

−∞

(d𝑘)

∞̂

−∞

(d𝜔) E𝜔,𝑘 exp{−𝑖𝜔𝑡+ 𝑖𝑘𝑧}, (3.10)

где, например, (d𝑘) ≡ d𝑘/2𝜋. По аналогии с (3.9) пред-
ставим Фурье-компоненту электрического поля в виде

E𝜔,𝑘 = Φ𝑘−𝑘0,𝜔−𝜔0
+Φ*

𝑘+𝑘0,𝜔+𝜔0
,

E(𝑡, 𝑧) = 2Re
(︀
𝑒−𝑖𝜔0𝑡+𝑖𝑘0𝑧 Φ(𝑡, 𝑧)

)︀
, (3.11)

где абсолютное значение |Φ𝜔,𝑘| Фурье-образа огибаю-
щей Φ𝜔,𝑘 имеет один максимум при нулевых значениях
волнового вектора и частоты, и убывает на 𝑘−𝑘0 ∼ Δ𝑘,
𝜔 − 𝜔0 ∼ Δ𝜔. Ширина по волновому вектору также
должна быть малой, так что

Δ𝑘 ≪ 𝑘0.

В силу волнового уравнения неопределённости в волно-
вом векторе Δ𝑘 и Δ𝜔 связаны между собой через
групповую скорость, так что верна оценка

Δ𝜔 ∼ vgΔ𝑘.

3-2.2 Групповая скорость
Запишем волновое уравнение (3.6) в терминах огибаю-
щей Φ:(︁

(𝑘0 − 𝑖𝜕𝑧)
2 −

(︀
𝛽(𝜔0 + 𝑖𝜕𝑡)

)︀2)︁
Φ(𝑡, 𝑧) = −𝑓+, (3.12a)

где мы у силы 𝑓 выделили огибающую 𝑓+,

𝑓 = 2Re
(︀
(𝑓+(𝑡, 𝑧) exp(−𝑖𝜔0𝑡+ 𝑖𝑘0𝑧)

)︀
,

предполагая, что в Фурье-представлении 𝑓𝜔,𝑘 имеет уз-
кие максимумы там же, где и 𝐸𝜔,𝑘. При получении урав-
нения (3.12a) мы пользовались соотношениями типа

𝜕𝑧𝑒
𝑖𝑘0𝑧Φ(𝑧) = 𝑒𝑖𝑘0𝑧(𝑖𝑘0 + 𝜕𝑧)Φ(𝑧),

𝛽(𝑖𝜕𝑡) 𝑒
−𝑖𝜔0𝑡 Φ(𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔0𝑡 𝛽(𝜔0 + 𝑖𝜕𝑡) Φ(𝑡),

Φ(𝑡− 𝜏) = 𝑒−𝜏𝜕𝑡Φ(𝑡).

(3.12b)

В силу узости спектральной ширины волнового пакета
производные по времени и координате в (3.12a) следует
воспринимать как малые поправки к 𝜔0 и 𝑘0 соответ-
ственно.



29 ПРОГРАММА КУРСА

Разложимся до первого порядка по этим поправкам
и положим внешний источник нулём, 𝑓 = 0. В резуль-
тате получим уравнение(︀

vg𝜕𝑧 + 𝜕𝑡
)︀
Φ(𝑡, 𝑧) = 0. (3.12c)

Уравнение удовлетворяется, если огибающая зависит от
времени и координаты только через комбинацию 𝑧−vg𝑡,
то есть Φ = Φ(𝑧 − vg𝑡). Таким образом, в этом, первом,
приближении мы установили, что волновой пакет дви-
гается в право со групповой скоростью vg (3.7c).

3-2.3 Аналитические свойства диэлек-
трической проницаемости

Соотношения Крамерса-Кронига (7.9b,7.9d) для ди-
электрической проницаемости следует формулировать в
терминах обобщённой восприимчивости 𝛼(𝜔) = 𝜀(𝜔)−1,
поскольку именно эта функция стремится к нулю на
больших частотах. То же самое относится к магнит-
ной восприимчивости, в качестве обобщённой воспри-
имчивости следует брать 𝜇(𝜔)− 1. Функция 𝜀𝜇− 1 так-
же обладает свойствами обобщённой восприимчивости
(произведение 𝜀𝜇 следует понимать как последователь-
ное действие операторов типа (1.14b), что соответствует
перемножению Фурье-образов в частотном представле-
нии).

3-2.3.1 Среды с низким поглощением

Пусть в рассматриваемом диапазоне частот среда име-
ет низкое поглощение, так что мнимые части воспри-
имчивостей можно принять равными нулю, 𝜀′′ = 0 и
𝜇′′ = 0. Возьмём в качестве обобщённой восприимчиво-
сти 𝛼 = 𝜀− 1 и вычислим полусумму общих неравенств
(7.9f,7.9g) для бездиссипативной среды. Получим

0 <
d
(︀
(𝜀− 1)𝜔

)︀
d𝜔

=
d(𝜔𝜀)

d𝜔
− 1. (3.13a)

Таким образом, коэффициент, стоящий формуле Брил-
люэна (3.35e) перед квадратом электрического поля не
просто положителен, а

d(𝜔𝜀)

d𝜔
> 1. (3.13b)

Аналогичные вычисления применимы для магнитной
части запасённой энергии в (3.35e).

3-2.3.2 Групповая скорость в прозрачной среде

Для прозрачной среды можно получить ограничение на
групповую скорость (3.7d), используя общие свойства
обобщённой восприимчивости, установленные в § 7-2.

Если в качестве обобщённой восприимчивости взять
𝛼 = 𝜀𝜇−1, то соотношения (7.9f,7.9g) приводятся к нера-
венствам на групповую скорость (3.7d)

𝑐

𝑣g
≡ d(n𝜔)

d𝜔
> n,

𝑐

𝑣g
>

1

n
(3.13c)

соответственно (групповая скорость есть скорость пере-
мещения групповых пакетов, см. § 3-3). В (3.13c) пред-
полагается, что показатель преломления положителен,
n > 0. Таким образом, групповая скорость всегда не
превосходит скорость света,

vg < 𝑐 ·min
(︀
n,n−1

)︀
= min

(︂
𝑣ph,

𝑐2

𝑣ph

)︂
. (3.13d)

3-2.3.3 Область низких частот для металлов

Металлы отличаются тем, что при постоянном электри-
ческом поле в них возникает незатухающий со време-
нем ток, см. (1.14e). Рассматривая сейчас изотропные
среды, подставим определение проводимости (1.14e) в
уравнение Максвелла. Получим, что в частотном пред-
ставлении диэлектрическая проницаемость есть

𝜀 =
4𝜋𝑖

𝜔 + 𝑖0
𝜎, 𝜎 = − 𝑖𝜔(𝜀− 1)

4𝜋
, (3.13e)

сравни с общим выражением (1.14j), годящимся и для
случая анизотропии. Смещение полюса у 𝜀(𝜔) в ниж-
нюю комплексную полуплоскость диктуется принципом
причинности, см. (7.1j).

3-2.3.4 Предел высоких частот

Мнимая часть восприимчивости связана с резонансным
поведением среды. Резонансы на частотах, значитель-
но превышающих обратный Ридберг (далёкий ультра-
фиолет для лёгких элементов и рентгеновские частоты
для тяжёлых элементов), обычно отсутствуют в среде.
Это означает, что на таких больших частотах 𝜔 можно
принять мнимую часть диэлектрической проницаемости
равной нулю, 𝜀′′(𝜔) = 0.

За относительно высокочастотные резонансы в сре-
де отвечают электроны. Поэтому условие превышение
частотой 𝜔 частот всех резонансов в среде равносильно
тому, что 𝜔 превышает частоты движения электронов в
этой среде. Если за 𝑣 обозначить скорость электронов,
а за 𝑎 — характерное межатомное расстояния, то усло-
вие великости частоты волны есть 𝜔 ≫ 𝑣/𝑎. При этом
необходимо помнить, что концепция непрерывной сре-
ды остаётся в силе, пока межатомное расстояние 𝑎 мало
по сравнению с длиной волны. что накладывает на ча-
стоту 𝜔 в (3.13f) ограничение сверху 𝜔 ≪ 𝑐/𝑎. Частота
может удовлетворять обоим неравенствам одновремен-
но, поскольку скорость движения электронов мала по
сравнению со скоростью света, 𝑣 ≪ 𝑐.

Установим универсальное поведение диэлектриче-
ской проницаемости в этой области частот. Соотноше-
ние Крамерса-Кронига (7.9d) в пределе 𝜔 ≫ 𝜔′ даёт

𝜀(𝜔) = 1− 𝜔2
⋆

𝜔2
, 𝜔2

⋆ =
2

𝜋

∞̂

0

d𝜔′ 𝜔′ 𝜀′′(𝜔′). (3.13f)

Второе слагаемое представляет собой малую поправ-
ку, так что диэлектрическая проницаемость оказывает-
ся немного меньше единицы.
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3-2.4 Задачи

• Задача 1: Непосредственными вычислениями по-
кажите, что неравенства (3.13c) на групповую скорость
в изотропной прозрачной среде действительно следуют
из общих неравенств (7.9f,7.9g) на обобщённую воспри-
имчивость, если взять 𝛼(𝜔) = 𝜀(𝜔)𝜇(𝜔)−1 (рассмотрите

случай, когда пространственная дисперсия у 𝜀 и 𝜇 от-
сутствует).

• Задача 2: Рассмотрите распространение плос-
кой электромагнитной волны в среде с диэлектрической
проницаемостью (3.4), предполагая потери малыми, так
что 𝛾 ≪ 𝜔𝑝. Найдите дисперсию такой волны, фазовую
и групповую скорости, а также длину распространения.

§3-3. Динамика формы волнового пакета в среде с дисперсией

Продолжим изучение динамики волновых пакетов с
узкой спектральной шириной.

Приближение, приведшее нас к уравнению (3.12c),
не улавливает изменения формы огибающей по мере
распространения волнового пакета. Поэтому наша цель
— переписать волновое уравнение (3.12a) в таком виде,
который был бы удобен для описания эволюции волно-
вого пакета. Для этого от лабораторной системы коор-
динат {𝑡, 𝑧} имеет смысл перейти в такую систему ко-
ординат, у которой одна из координат пропорциональна
комбинации 𝑧−vg𝑡; так мы будем рассматривать волно-
вые пакеты, двигающиеся ‘в право’, то есть в сторону
увеличения координаты 𝑧, и исключим их равномерное
движение с групповой скоростью vg. Вторая координата
может быть выбрана в виде суммы исходных координат
𝑧, 𝑡 с произвольными коэффициентами, конкретный вы-
бор которых зависит от физической постановки задачи.
Мы рассмотрим два варианта такого выбора: сопровож-
дающую систему координат и лабораторную запазды-
вающую систему координат, см. Пункт 3-3.1.

3-3.1 Уравнение не форму пакета

Для определения динамики формы волнового пакета
нам потребуется в уравнении на огибающую Φ (3.11)
удержать вклады, квадратичные по спектральной ши-
рине пакета. Соответственно, нам потребуется знать па-
раметр 𝛽2 [с2/см] (3.7a), который называется дисперси-
ей групповой скорости, в англоязычной литературе —
group delay dispersion. Если на интересующей частоте
он положителен, 𝛽2 > 0, то говорят о нормальной дис-
персии (normal dispersion). Если 𝛽2 < 0, говорят об ано-
мальной дисперсии (anomalous dispersion).

Часто вместо коэффициента 𝛽2 пользуются другим
коэффициентом 𝐷 [с/см2],

𝐷 =
d𝛽1
d𝜆

= −2𝜋𝑐

𝜆2
𝛽2 = −𝜆

𝑐

d2𝑛

d𝜆2
, (3.15a)

называемым коэффициентом хроматической дисперси-
ей (group delay parameter). Как будет показано ниже,
дисперсия групповой скорости определяет скорость рас-
плывания волнового пакета.

3-3.1.1 Лабораторная запаздывающая система
координат

Координаты этой системы {𝑧new, 𝑡ret} определяются со-
гласно равенствам:

𝑡ret = 𝑡− 𝑧/vg, 𝑧new = 𝑧. (3.15b)

Смысл введённых новых координат следующий. Мы
фиксируем положение приёмника, иными словами, ко-
ординату 𝑧new. Время же на этом приёмнике мы начи-
наем отсчитывать не от абсолютного значения, а от мо-
мента, когда в точку расположения приёмника придёт
импульс, распространяющийся со скоростью vg и пу-
щенный из начала координат в нулевой момент времени
по абсолютному его отсчёту. В итоге получаем, что фор-
ма волнового пакета определяется зависимостью огиба-
ющей от 𝑡ret при фиксированном 𝑧new, тогда как его эво-
люция происходит с ростом координаты 𝑧new.

При такой замене переменных частные производные
по 𝑧new и 𝑡 преобразуются по закону

𝜕

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡ret
,

𝜕

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧new
− 1

vg

𝜕

𝜕𝑡ret
. (3.15c)

Перепишем (3.12a) в лабораторной запаздывающей си-
стеме координат, разложившись до второго порядка ма-
лости по ширине волнового пакета:(︃

−2𝑖𝑘0
𝜕

𝜕𝑧new
+ 𝑘0𝛽2

(︂
𝜕

𝜕𝑡ret

)︂2

+ . . .

)︃
Φ = −𝑓+,

(3.15d)
где многоточием обозначены вклады, пропорциональ-
ные перекрёстной производной по 𝑧new, 𝑡ret и второй
производной по 𝑧new.

Оценим характерное значение частных производных
по координате и запаздывающему времени. Характер-
ная величина производной по времени оценивается как

𝜕

𝜕𝑡ret
∼ Δ𝜔 ∼ vgΔ𝑘.

Переход от простого времени к запаздывающему приво-
дит к тому, что в волновом уравнении на Φ𝜔,𝑘 исключа-
ется первая производная по времени, тогда как первая
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производная по координате 𝑧 не исчезает. Вследствие
этого, оценкой для производной по координате является

vg
𝜕

𝑧new
∼ 1

vg

(︂
𝜕

𝜕𝑡ret

)︂2

∼ Δ𝑘

𝑘0
vg Δ𝑘 ≪ 𝜕

𝜕𝑡ret
. (3.15e)

Таким образом, уравнение на огибающую в лабо-
раторной запаздывающей системе отсчёта приобретает
вид уравнения Шредингера:(︂

−𝑖𝜕𝑧 +
𝛽2
2
𝜕2𝑡

)︂
Φ = − 1

2𝑘0
𝑓+. (3.15f)

При получении (3.15f) мы пренебрегли в (3.15d) высши-
ми поправками по ширине импульса в соответствии с
оценкой (3.15e) (эти поправки были уже скрыты мно-
готочием). Мы также опустили индексы ‘new’ и ‘ret’ у
координаты и запаздывающего времени. Отметим, что
при выводе уравнения типа (3.15f), описывающего эво-
люцию волнового пакета, как раз удобно записывать за-
кон дисперсии в виде 𝛽 = 𝛽(𝜔).

3-3.1.2 Сопровождающая (движущаяся) систе-
ма координат

Эта система координат {𝑡new, 𝑧rel}

𝑡new = 𝑡, 𝑧rel = 𝑧 − vg 𝑡 = −vg 𝑡ret

является, вероятно, более геометрически понятной: в
ней мы наблюдаем изменение со временем простран-
ственной структуры волнового пакета, двигаясь вместе
с пакетом с групповой скоростью vg. При использовании
сопровождающей системы координат, наоборот, удобно
записывать закон дисперсии в виде 𝜔 = 𝜔(𝛽).

3-3.2 Задачи

• Задача 1: Волновой пакет на входе в волновод имел
огибающую

Φ0(𝑡) = exp

(︂
− 𝑡2

2𝜎0

)︂
. (3.16a)

Дана дисперсия групповой скорости 𝛽2. Определите
огибающую волнового пакета (то есть Φ(𝑧, 𝑡)) в лабора-
торной запаздывающей системе координат после того,
как пакет пройдёт расстояние 𝑧.

Решение: Наличие ненулевой дисперсии приводит к
расплыванию волнового пакета. Огибающая и в после-
дующие моменты времени имеет гауссов вид, но с за-
висящим от эволюционной координаты 𝑧 параметром
𝜎 = 𝜎(𝑧):

Φ(𝑧, 𝑡) =

√
𝜎0√
𝜎

exp

(︂
− 𝑡2

2𝜎

)︂
. (3.16b)

Используя (3.15f) с нулевой правой частью получаем
уравнение на величину 𝜎,

d𝜎

d𝑧
= 𝑖𝛽2. (3.16c)

Ширина волнового пакета равна |𝜎|/
√
Re𝜎, и, согласно

уравнению (3.16c), на больших временах начинает расти
линейно со временем.

• Задача 2: Получите уравнение на огибающую
в сопровождающей (движущейся) системе координат, в
которой одной из координат является 𝑧rel = 𝑧 − vg𝑡, а
другой координатой — 𝑡.

• Задача 3: Пусть в начальный момент време-
ни огибающая плоского волнового пакета в сопровож-
дающей системе координат имела гауссову зависимость:
Φ(𝑧, 𝑡 = 0) = exp(−𝑧2/2𝜁2), где 𝜁/vg – длительность
импульса, vg – групповая скорость. Найти дальнейшую
эволюцию огибающей, если известна вторая диспер-
сия 𝛽2. Нарисовать график огибающей (действительной
и мнимой частей, желательно компьютерной програм-
мой для выявления всех характерных особенностей кри-
вых) при 𝑡 = 30𝜁2/(v3g 𝛽2) в интервале 𝑧 ∈ [−100𝜁, 100𝜁].

§3-4. Электромагнитные волны в анизотропных средах

Рассмотрим распространение плоской монохромати-
ческой электромагнитной волны в анизотропной одно-
родной прозрачной среде. В прозрачных средах отсут-
ствует поглощение, то есть тензора диэлектрической
проницаемости и магнитной восприимчивости являются
эрмитовыми матрицами,

𝜀*𝑖𝑘 = 𝜀𝑘𝑖, 𝜇*𝑖𝑘 = 𝜇𝑘𝑖, (3.17a)

см. Пункт 3-7.2. Из симметрии кинетических коэффи-
циентов (1.15d) следует, что в тензорах (3.17a) симмет-
ричная часть, которая действительна вследствие эрми-
товости (3.17a), чётна по среднему магнитному полю,

а антисимметричная часть, которая является мнимой
вследствие эрмитовости (3.17a), нечётна по магнитному
полю. В частности, если среда является немагнитной,
мнимая часть тензоров (3.17a) отсутствует, то есть тен-
зора являются симметричными действительными мат-
рицами:

𝜀*𝑖𝑘 = 𝜀𝑖𝑘 = 𝜀𝑘𝑖, 𝜇*𝑖𝑘 = 𝜇𝑖𝑘 = 𝜇𝑘𝑖, (3.17b)

В этом параграфе мы главным образом будем изу-
чать немагнитные среды. Магнитные среды будут от-
дельно рассмотрены в § 3-6. Для немагнитных сред
обычно и магнитная восприимчивость рана единице,
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то есть отклик среды на электромагнитное поле опре-
деляется исключительно симметричной действительной
матрицей диэлектрической проницаемости 𝜀𝑖𝑘. Для этой
матрицы можно так выбрать ориентацию декартовой
системы координат, что она примет диагональный вид:

𝜀 = diag
(︀
𝜀(𝑥), 𝜀(𝑦), 𝜀(𝑧)

)︀
. (3.17c)

Снова положим, что электромагнитное поле зависит
от времени и координат как exp(𝑖k𝑟−𝑖𝜔𝑡). Введём стан-
дартное обозначение

n =
𝑐

𝜔
k. (3.18)

Поскольку мы интересуемся прозрачными средами и
распространяющимися волнами, то вектор n является
чисто действительным. Обратим внимание, что длина
вектора n не равняется единице; в изотропной среде его
длина равнялась бы коэффициенту преломелния. Пере-
пишем уравнения Максвелла (1.14h) для плоской волны
в векторном виде:

[k×H] = −𝜔
𝑐
D, [k×E] =

𝜔

𝑐
B (3.19a)

или

[n×H] = −D, [n×E] = B, (3.19b)

D = 𝜀E, B = 𝜇̂H, (n ·D) = (n ·B) = 0.

В результате исключения магнитного поля, получа-
ем волновое уравнение(︂

𝜖𝑖𝑚𝑘𝜖𝑗𝑛𝑙
(︀
𝜇̂−1

)︀𝑚𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑙 − 𝜔2

𝑐2
𝜀𝑖𝑗
)︂

E𝑗 = 0. (3.20a)

записанное в данном случае в Фурье-пространстве. В
частном случае, когда среда не обладает магнитными
свойствами, магнитная индукция равна магнитному по-
лю, H = B. Тогда волновое уравнение (3.20a) упроща-
ется до(︂

𝑘2𝛿𝑖𝑘 − 𝑘𝑖𝑘𝑘 − 𝜀𝑖𝑘(𝜔,k)
𝜔2

𝑐2

)︂
E𝑘 = 0. (3.20b)

Уравнение (3.20b) верно и в общем случае произволь-
ных магнитных свойств среды, если в качестве ди-
электрической проницаемости 𝜀 подразумевать величи-
ну 𝜀full, описывающую полный линейный электромаг-
нитный отклик среды на поле волы (1.14m).

3-4.1 Уравнение Френеля
Рассматриваем немагнитную среду.

Зафиксируем частоту в уравнении (3.20b) и поделим
круглую скобку на 𝜔2/𝑐2. Тем самым, мы перейдём к
записи в терминах вектора n (3.18). Потребуем суще-
ствование нетривиального решения для электрического

поля, то есть найдём дисперсионное уравнение. В тер-
минах вектора n дисперсионное уравнение имеет вид

det
(︀
n2𝛿𝑖𝑗 − n𝑖n𝑗 − 𝜀𝑖𝑗(𝜔, 𝜔n/𝑐)

)︀
= 0. (3.21)

Вычислить детерминант удобно в координатах, где тен-
зор диэлектрической проницаемости является диаго-
нальным, см. (3.17c). В этой системе координат компо-
ненты вектора n удовлетворяют уравнению

∑︁
𝑖

𝜀(𝑖)|n𝑖|2
(︂
|n|2 −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜀(𝑗)
)︂

+ 𝜀(𝑥) 𝜀(𝑦) 𝜀(𝑧) = 0. (3.22)

Это — уравнение 4-го порядка относительно компонент
вектора n, если не принимать во внимание возмож-
ную зависимость от него тензора диэлектрической вос-
приимчивости. Уравнение (3.22) называется уравнением
Френеля (Fresnel equation). Вообще говоря, при фикси-
рованных направлении вектора n и частоте 𝜔 у уравне-
ния Френеля существует два положительных решения
для абсолютного значения вектора |n|, соответствую-
щие двум поляризациям (а два решения с противопо-
ложным знаком соответствуют волнам, распространя-
ющимся в противоположном направлении). То, что ше-
стой порядок в (3.22) сократился, не является случай-
ностью и говорит об отсутствии волны с третьей поля-
ризацией.

3-4.2 Распространение лучей

Существует в общем случае две функции 𝜔 = 𝜔1,2(k)
для описания законов дисперсии двух поляризаций.
Рассмотрим одну из них, опуская индекс ‘1,2’. Группо-
вая скорость

vg =
d𝜔

dk
(3.23)

направлена ортогонально поверхности 𝜔 = const в про-
странстве компонент волнового вектора.

𝜔 = const

𝑘𝑥

𝑘𝑦s ⇈ vg

𝛿n

Рис. 3.2 Поверхность постоянной частоты в
пространстве волновых векторов для некоторой

фиксированной поляризации.
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3-4.2.1 Вектор Умова-Пойнтинга

В этом пункте 3-4.2.1 рассмотрение применимо на лю-
бые прозрачные среды, включая магнитные.

Продемонстрируем, что поток энергии в волне, ко-
торый определяется вектором Умова-Пойнтинга (3.34c)

S =
𝑐

2𝜋
Re[E×H*], (3.24a)

действительно сонаправлен групповой скорости vg
(3.23). Проварьируем уравнения Максвелла (3.19b),
удерживая постоянной частоту 𝜔. Тогда вариацию мож-
но проводить над уравнениями (3.19b), записанными в
терминах вектора n, причём его вариация 𝛿n направле-
на по касательной к поверхности 𝜔 = const, см. Рис. 3.2.
Результат вариации

[𝛿n×H] + [n× 𝛿H] = −𝛿D,
[𝛿n×E] + [n× 𝛿E] = 𝛿B.

(3.24b)

Посчитаем теперь комбинацию, пропорциональную из-
менению запасённой энергии (3.34b) при реальном из-
менении полей:

Re
(︁
(E · 𝛿D*) + (H · 𝛿B*)

)︁
= (3.24c)

= 2
(︀
𝛿n · Re[E×H*]

)︀
+Re

(︁
(D · 𝛿E*) + (B · 𝛿H*)

)︁
В процессе преобразований мы снова пользовались
(3.19b), а также тем, что вектор n является действи-
тельным. Теперь, в правой части (3.24c) во втором сла-
гаемом будем полагать, что тензора 𝜀 и 𝜇̂ зависят только
от частоты, но не от волнового вектора. Тогда их вари-
ация равна нулю. В силу прозрачности среды (3.17a)

(D ·𝛿E*) = 𝜀𝑖𝑘E𝑘 𝛿E*𝑖 = E𝑘 𝜀*𝑘𝑖𝛿E*𝑖 = (E ·𝛿D*), (3.24d)

и то же самое для магнитного поля. Таким образом, вто-
рое слагаемое в правой части (3.24c) равно всей левой
части, т.е. первое слагаемой в правой части (3.24c) равно
нулю:

𝛿n · Re[E×H*] = 0. (3.24e)

Значит, вектор Пойнтинга S направлен нормально по
отношению в поверхности 𝜔 = const, т.е. вдоль вектора
групповой скорости vg.

3-4.2.2 Лучевой вектор

Введём лучевой вектор s, который по определению со-
направлен групповой скорости, а его амплитуда удовле-
творяет уравнению

(n · s) = 1, s ⇈ vg. (3.25a)

Лучи в кристалле распространяются вдоль направле-
ния групповой скорости, т.е. и вдоль лучевого вектора.

Длина же вектора |s| имеет смысл обратного показателя
преломления 1/n для данного волнового вектора и по-
ляризации. Действительно, набег фазы 𝜓 в результате
пробега волной расстояния 𝑙 ⇈ s есть

n(𝜔/𝑐)𝑙 ≡ 𝜓 = (k · 𝑙) =
𝜔

𝑐

𝑙

|s|
(n ·s) =

(𝜔/𝑐)𝑙

|s|
. (3.25b)

Подчеркнём, что в общем случае эффективный показа-
тель преломления n не равен модулю вектора n.

Преимущество вычислений в терминах s по сравне-
нию с групповой скоростью состоит в том, что вектор
s можно найти непосредственно, не прибегая к диффе-
ренцированию закона дисперсии. При этом, разумеется,
величина групповой скорости остаётся не найденной.

Вернёмся к ограничению нашего рассмотрения на
немагнитные среды. Уравнение на лучевой вектор s ана-
логично уравнению Френеля (3.22). Действительно, по-
скольку лучевой вектор сонаправлен вектору Пойнтин-
га, то он ортогонален векторам электрического и маг-
нитного полей,

(s·E) = (s·H) = 0, E = 𝜀−1D, H = 𝜇̂−1B. (3.25c)

Далее, домножив векторно уравнения Максвелла
(3.19b) на лучевой вектор s и воспользовавшись (3.25c)
и условием (3.25a), получим

[s×D] = H, [s×B] = −E. (3.25d)

Мы видим, что уравнения (3.25c,3.25d) воспроизводят
уравнения Максвелла записанные в форме (3.19b), если
совершить замены

E ↔ D, n ↔ s, 𝜀↔ 𝜀−1, 𝜇̂↔ 𝜇̂−1. (3.25e)

В частности, уравнение Френеля (3.22) в терминах лу-
чевого вектора переписывается в виде∑︁

𝑖

|s𝑖|2
(︂∏︁

𝑗 ̸=𝑖

𝜀(𝑗)|s|2 −
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜀(𝑗)
)︂

+ 1 = 0. (3.25f)

3-4.3 Поляризации волн в немагнитных
средах

Для немагнитных сред собственные вектора симмет-
ричной действительной матрицы в волновом уравне-
нии (3.20a) могут быть всегда выбраны чисто действи-
тельными. Таким образом, в немагнитных средах по-
ляризации волн всегда являются линейными. Отметим,
что для частного случая изотропной среды возможные
эллиптические поляризации плоской волны являются
следствием вырождения и могут быть представлены как
линейная комбинация линейных поляризаций.
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§3-5. Одноосный кристалл

Литература: Ландау и Лифшиц, 1982, § 98.
В одноосном кристалле тензор диэлектрической про-

ницаемости обладает аксиальной симметрией. Ось сим-
метрии называют оптической осью. Введём декартову
систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, ось 𝑂𝑧 которой совпадает о
оптической осью. В этой системе координат тензор ди-
электрической проницаемости записывается в виде

𝜀 =

⎛⎜⎝ 𝜀⊥ 0 0

0 𝜀⊥ 0

0 0 𝜀‖

⎞⎟⎠ . (3.26)

3-5.1 Задачи

• Задача 1: Установить симметрию диэлектриче-
ской проницаемости в случае, если среда прозрачна и
её внутренняя симметрия характеризуется выделенным
направлением. Также обсудить ситуацию, когда исходно

изотропное тело помещено в однородное электрическое
поле (эффект Керра).

• Задача 2: Главная ось одноосного кристалла
направлена вдоль оси 𝑂𝑧 декартовой системы коорди-
нат. Диэлектрические проницаемости кристалла равны
𝜀⊥ = 2, 𝜀‖ = 2.2. Боковая поверхность этого кристал-
ла совпадает с плоскостью 𝑂𝑥𝑧, кристалл находится
в области 𝑦 < 0. Луч линейно поляризованного моно-
хроматического света падает на поверхность в плоско-
сти 𝑂𝑦𝑥 под углом 𝜋/4 (направление распространения
kin ∝ (1,−1, 0)). Направление поляризации в падающей
волне таково, что комплексная амплитуда вектора элек-
трического поля в ней Ein ∝ (1, 1,

√
2). Найдите в каком

направлении будут распространяться прошедшие обык-
новенная и необыкновенная волны. Нарисуйте чертёж,
который бы демонстрировал найденные углы распро-
странения. Указание: в качестве граничных условий на
поверхности надо требовать сохранение частоты и каса-
тельной к поверхности компоненты волнового вектора.

§3-6. Магнитооптика

Рассмотрим среду, которая является изотропной в
состоянии покоя. В частности, в состоянии покоя тензор
диэлектрической проницаемости среды пропорционален
единичной матрице. Наложим внешнее постоянное маг-
нитное поле на эту среду. В результате изотропия ока-
жется нарушенной, поскольку в среде теперь есть выде-
ленное направление — направление магнитного поля.

Zvezdin и Kotov [1997]

3-6.1 Феноменология
Предположим, что среда в отсутствии магнитного по-
ля при интересующих нас частотах является прозрач-
ной. Тогда можно ожидать, что при наложении магнит-
ного поля среда по-прежнему останется прозрачной. В
этом случае диэлектрическая проницаемость 𝜀𝑖𝑗 в при-
сутствии магнитного поля имеет следующую структуру

𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑡
(︀
𝛿𝑖𝑗 − ℎ𝑖ℎ𝑗

)︀
+ 𝜀𝑙ℎ

𝑖ℎ𝑗 + 𝑖𝜀𝑎 𝜖
𝑖𝑗𝑘ℎ𝑘, (3.27)

где единичный вектор ℎ𝑖 = H𝑖
0/|H0| направлен вдоль

постоянного магнитного поля, коэффициенты 𝜀𝑡, 𝜀𝑙 яв-
ляются функциями квадрата магнитного поля H2

0, 𝜀𝑎 =
𝜀𝑎(|H0|) — нечётная функция аргумента (нечётность по
полю H0 последнего слагаемого в (3.27) достигается за
счёт наличия в качестве множителя вектора ℎ). Вид
(3.27) продиктован обобщённым принципом симметрии
кинетических коэффициентов (см. Пункт 7-1.3)

𝜀𝑗𝑖(−H0) = 𝜀𝑖𝑗(H0)

и предположением об отсутствии диссипации, которое
выражается условием (3.34g):

𝜀*𝑗𝑖 = 𝜀𝑖𝑗 .

При этом в записи (3.27) мы выделили чётную и нечёт-
ную по магнитному полю части. Если выбрать декар-
тову систему координат, у которой ось 𝑂𝑧 направлена
вдоль (или против) магнитного поля, то (3.27) в мат-
ричном виде будет иметь вид

𝜀 =

⎛⎝ 𝜀𝑡 𝑖𝜀𝑎 0
−𝑖𝜀𝑎 𝜀𝑡 0
0 0 𝜀𝑙

⎞⎠ ,

где H0 есть 𝑧-компонента магнитного поля, и теперь
𝜀𝑎 = 𝜀𝑎(H0).

3-6.2 Эффект Фарадея
Продольный магнитооптический эффект Фарадея за-
ключается в том, что линейно поляризованный свет,
распространяющей вдоль магнитного поля, испытыва-
ет вращение плоскости поляризации при прохождении
через среду, обладавшую изотропией в отсутствии маг-
нитного поля. Это означает, что две круговые поляриза-
ции света распространяются с разными фазовыми ско-
ростями.

Найдём связь этих эффектов с константами 𝜀𝑡 и
𝜀𝑎. Направим ось 𝑂𝑧 декартовой системы координат по
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магнитному полю H0. Для волны, распространяющейся
вдоль магнитного поля, компонента электромагнитной
индукции D𝑧 = 0. В силу вида тензора диэлектрической
проницаемости (3.27) электрическое поле волны также
направлено нормально к полю. Поэтому волновое урав-
нение (3.20b) для нашего частного случая переписыва-
ется в виде(︁(︀

(𝑐𝑘)2 − 𝜔2𝜀𝑡
)︀
𝛿𝑖𝑘 − 𝑖𝜔2𝜀𝑎𝜖

𝑖𝑘
)︁
E𝑘 = 0, (3.28)

где единичный антисимметричный тензор определён со-
гласно равенствам 𝜖𝑖𝑘 = −𝜖𝑘𝑖, 𝜖12 = 1. Решением это-
го уравнения являются две круговые поляризации E𝜔±,
распространяющиеся с волновыми векторами 𝑘±:

E𝜔± ∝
(︂

1

∓𝑖

)︂
, 𝑘± =

𝜔

𝑐

√
𝜀𝑡 ± 𝜀𝑎, (3.29)

где для вектора поляризации приведены только 𝑥𝑦-
компоненты.

Если исходно (в точке 𝑧 = 0) поляризация поля была
линейной и направленной по оси 𝑂𝑥, то в ходе распро-
странения волны получаем, что её поляризация меняет-
ся согласно закону

E𝜔(𝑧) ∝
(︂

1

−𝑖

)︂
𝑒𝑖𝑘+𝑧 +

(︂
1

𝑖

)︂
𝑒𝑖𝑘−𝑧 ∝

∝ 𝑒𝑖𝑘𝑧
(︂
cos(𝛿𝑘 𝑧)

sin(𝛿𝑘 𝑧)

)︂
, (3.30)

где средний волновой вектор 𝑘 = (𝑘++𝑘−)/2, а разность
волновых векторов 𝛿𝑘 = (𝑘+ − 𝑘−)/2. Таким образом,
поляризация линейно поляризованного света действи-
тельно поворачивается в процессе прохождения через
рассматриваемую среду.

При относительно слабом магнитном поле можно
считать, что антисимметричная добавка в тензор ди-
электрической проницаемости мала, 𝜀𝑎 ≪ 𝜀𝑡, а сама ве-
личина 𝜀𝑡 слабо отличается от величины диэлектриче-
ской проницаемости 𝜀0 в отсутствие магнитного поля.
Тогда обратный период поворота вектора поляризации
даётся выражением,

𝛿𝑘 =
𝜔

𝑐

𝜀𝑎
2
√
𝜀0
. (3.31)

Если справедливо предположение, что при уменьшении
магнитного поля 𝜀𝑎 стремится к постоянному значению,
то из (3.31) следует, что период поворота вектора по-
ляризации волны обратно пропорционален магнитному
полю.

3-6.3 Задачи

• Задача 1: Установить симметрию диэлектриче-
ской проницаемости в случае, если среда прозрачна

и её внутренняя симметрия характеризуется выделен-
ным направлением, обусловленным наложенным посто-
янным магнитным полем (в отсутствие магнитного поля
среда изотропна). Литература: § 3-6.

• Задача 2: Найти явный вид диэлектрической
проницаемости для идеальной классической плазмы,
находящейся в однородном магнитном поле H0. Концен-
трация зарядов (электронов) равна 𝑛, их заряд равен 𝑒,
из масса — 𝑚. Рассмотрите распространение линейных
волн вдоль магнитного поля (обе поляризации) и попе-
рёк него (с линейной поляризацией направленной вдоль
магнитного поля).

Решение: Эта задача разобрана в Векштейн [1966,
задачи 3.27-3.29].

Полное электромагнитное поле складывается из
электромагнитного поля (электрическое поле E и маг-
нитное поле H) волны и магнитного поля H0. Интен-
сивность волны мала, так что её магнитное поле много
меньше постоянного магнитного поля, 𝐻 ≪ 𝐻0. Урав-
нение движение электрона

𝑚𝑟 = 𝑒E+
𝑒

𝑐
[𝑟̇,H0]. (3.32a)

К этому уравнению надо добавить уравнения на элек-
тромагнитное поле:

rotH =
1

𝑐
𝜕𝑡E+

4𝜋

𝑐
j, j = 𝑛𝑒𝑟̇, (3.32b)

rotE = −1

𝑐
𝜕𝑡H.

Рассмотрим частную ситуацию, когда волновой век-
тор распространяющейся направлен по магнитному по-
лю, так что все поля имеют зависимость exp(−𝑖𝜔𝑡+𝑖𝑘𝑧).
В этом случае волна является чисто поперечной. В ре-
зультате уравнения Максвелла и уравнение движения
плазмы запишутся в следующем виде

−𝑖𝑐𝑘𝜖H⊥ = −𝑖𝜔E⊥ + 4𝜋𝑗⊥, 𝑗⊥ = −𝑖𝜔𝑛𝑒𝑟⊥

−𝑖𝑐𝑘𝜖E⊥ = 𝑖𝜔H⊥

−𝑚𝜔2𝑟⊥ = 𝑒E⊥ − 𝑖𝑒𝜔H0

𝑐
𝜖𝑟⊥, 𝜖 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
Из уравнения на движение частиц плазмы можно выра-
зить вектор смещения частиц через электрическое поле,

E⊥ = −𝑚
𝑒
𝜔(𝜔 − 𝑖𝜔𝐻𝜖)𝑟⊥. 𝜔𝐻 =

𝑒H0

𝑚𝑐
, (3.32c)

𝑟⊥ = − 𝑒

𝑚𝑐(𝜔2 − 𝜔2
𝐻)

(𝜔 + 𝑖𝜔𝐻𝜖)E⊥ (3.32d)

После этого подставим этот результат в первое урав-
нение, выразив также магнитное поле через электриче-
ское. В результате получим:(︃

𝑐2𝑘2 − 𝜔2

(︃
1−

𝜔2
𝑝

𝜔2

𝜔(𝜔 + 𝑖𝜔𝐻𝜖)

𝜔2 − 𝜔2
𝐻

)︃)︃
E⊥ = 0 (3.32e)

Уравнение (3.32e) надо сравнить с общим волновым
уравнением в анизотропной среде (3.20b), учтя, что в
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нашем случае электрическое поле является полностью
поперечным, (k · E) = 0. Теперь, сравнивая общее вы-
ражение для тензора диэлектрической проницаемости
для исходно изотропной среды в магнитном поле (3.27)
и полученный результат (3.32e), заключаем, что коэф-
фициенты 𝜀𝑠 и 𝜀𝑎 в (3.27) суть

𝜀𝑡 = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2 − 𝜔2
𝐻

, 𝜀𝑎 = −
𝜔2
𝑝 𝜔𝐻

𝜔(𝜔2 − 𝜔2
𝐻)
. (3.32f)

Последнюю компоненту тензора диэлектрической про-
ницаемости легко получить заметив, что магнитное по-
ле не влияет на движение электронов вдоль него самого,
то есть

𝜀𝑙 = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2
. (3.32g)

• Задача 3: Вычислить законы дисперсии для
двух круговых поляризаций волны, распространяющей-
ся вдоль магнитного поля в идеальной плазме (эффект
Фарадея).

Решение: Решением уравнения (3.32e) являются две
круговые поляризации (3.29), которым соответствуют
волновые вектора

𝑘± =
𝜔

𝑐

√︃
1−

𝜔2
𝑝

𝜔(𝜔 ± 𝜔𝐻)
. (3.32h)

• Задача 4: Определите величину эффекта Фа-
радея для плазмы в слабом магнитном поле, вычислив
разность волновых векторов для двух круговых поля-
ризаций (3.30). Пусть магнитное поле направлено вдоль
оси 𝑂𝑧 и в этом же направлении распространяется элек-
тромагнитная линейно поляризованная волна. В каком
направлении (по или против часовой стрелки) будет
вращаться поляризация этой волны по мере её распро-
странения, если смотреть со стороны больших значений
координаты 𝑧?

Если частота волны и ларморовская частота много
меньше плазменной частоты, то

𝑘± =
𝑖𝜔𝑝

𝑐

√
𝜔√

𝜔 ± 𝜔𝐻

Это означает, что ...

• Задача 5: Показать, что при распространении
радиоволн в ионосфере следует ожидать резонансных
явлений близи длины волны 𝜆 ≈ 210м. Принять напря-
жённость магнитного поля земли 𝐻 = 0.5 э.

§3-7. Энергия поля в диспергирующих средах

Рассмотрим неподвижную непрерывную среду, в ко-
торой возбуждено переменное электромагнитное поле.
В этом параграфе мы изучим поток и плотность энер-
гии, связанные с электромагнитным полем, а также ско-
рость диссипации этой энергии в тепло.

Прежде всего запишем плотность потока энергии,
связанного с электромагнитным полем в среде — век-
тор Пойнтинга (или Умова-Пойнтинга) S:

S =
𝑐

4𝜋
[E×H]. (3.33a)

В справедливости этого выражения можно убедить-
ся, рассмотрев границу раздела двух сред. Нормаль-
ная компонента потока энергии должна быть непрерыв-
на при переходе через границу, и выражение (3.33a)
— единственное, удовлетворяющее этому условию, по-
скольку на границе раздела остаются непрерывными
тангенциальные компоненты именно электрического по-
ля E и магнитного поля H, см. (1.10).

В случае, когда речь идёт о почти монохроматиче-
ском электромагнитном поле, имеющем частоту близ-
кую к 𝜔0, можно переписать формулу (3.33a), усреднив
её по периоду колебаний поля. Выделим у всех полей
огибающую по времени (например, для электрического
поля — ̃︀E(𝑡)), как это было сделано в Пункте 3-2.1, см.

(3.9):
E(𝑡) = 2Re

(︀
Ẽ(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔0𝑡

)︀
. (3.33b)

В результате усреднения исчезают слагаемые, осцилли-
рующие с двойной частотой 2𝜔0, и мы получаем

S =
𝑐

2𝜋
Re
[︁̃︀E× ̃︀H*

]︁
. (3.33c)

В частном случае плоской бегущей монохроматиче-
ской волны вектор Пойнтинга сонаправлен с её волно-
вым вектором 𝑛,

S =
𝑐Re

(︀
1/𝜁
)︀

2𝜋
|Ẽ|2𝑛 =

𝑐Re 𝜁

2𝜋
|H̃|2𝑛, (3.33d)

где волновой импеданс 𝜁 определён в (3.3f). Мы вос-
пользовались соотношениями (3.3e) для полей в плоской
волне.

3-7.1 Мощность, выделяемая в единице
объёма

Мгновенное значение дивергенции от потока энергии
должно быть равно мощности𝑊 , передаваемой единице
объёма со знаком минус:

divS = −𝜕𝑊
𝜕𝑡

. (3.34a)
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Используя уравнения Максвелла в среде, получаем, что

−divS =
E𝜕𝑡D+H𝜕𝑡B

4𝜋
= (3.34b)

=
𝜕𝑡(E

2 +B2)

4𝜋
+ E𝜕𝑡P−M𝜕𝑡B.

При выводе мы полагали, что внешние заряды отсут-
ствуют, jext = 0. Для почти монохроматического поля
результат усреднения (3.34b) по периоду колебаний есть

𝜕𝑡𝑊 =
1

2𝜋
Re
(︁
Ẽ
(︀
(𝜕𝑡 − 𝑖𝜔0)D̃

)︀*
+ H̃

(︀
(𝜕𝑡 − 𝑖𝜔0)B̃

)︀*)︁
.

(3.34c)

3-7.2 Скорость диссипации энергии
Для того, чтобы посчитать скорость диссипации 𝑄 элек-
тромагнитной энергии в тепло, следует рассмотреть по-
стоянную монохроматическую волну. Тогда скорость
диссипации

𝑄 = 𝜕𝑡𝑊 = −divS,

поскольку при постоянстве амплитуды колебаний поля
вся уходящая в единицу объёма мощность переходит в
тепло. Из (3.34c) получаем

𝜕𝑡𝑊 =
𝜔

2𝜋
Im
(︁(︀

Ẽ* · D̃
)︀
+
(︀
H̃* · B̃

)︀)︁
. (3.34d)

Пусть теперь среда обладает линейным откликом
(1.14a). Тогда получаем, что

𝑄 =

=
𝜔

4𝜋𝑖

(︁
(𝜀*𝑘𝑖 − 𝜀𝑖𝑘)Ẽ*𝑘Ẽ𝑖 + (𝜇*𝑘𝑖 − 𝜇𝑖𝑘)H̃𝑖H̃*𝑘

)︁
=

=
𝜔

2𝜋

(︁
𝜀𝑖𝑘𝑎 Ẽ*𝑖Ẽ𝑘 + 𝜇𝑖𝑘

𝑎 H̃*𝑖H̃𝑘
)︁
, (3.34e)

где разложение тензоров на эрмитову и анти-эрмитову
части определено в (1.15c). Если среда изотропна, так
что имеет место (3.1a), то выражение для скорости дис-
сипации (3.34e) упрощается до

𝑄 =
𝜔

2𝜋

(︁
𝜀′′|̃︀E|2 + 𝜇′′| ̃︀H|2

)︁
. (3.34f)

Для того, чтобы колебания электромагнитного по-
ля на частоте 𝜔 не испытывали диссипации в среде,
необходимо, чтобы анти-эрмитовы части диэлектриче-
ской проницаемости и магнитной восприимчивости на
данной частоте были нулевыми, т.е. чтобы выполнялись
равенства

𝜀*𝑘𝑖(𝜔) = 𝜀𝑖𝑘(𝜔), 𝜇*𝑘𝑖(𝜔) = 𝜇𝑖𝑘(𝜔). (3.34g)

Отметим, что условие (3.34g) является только необходи-
мым, но не достаточным для того, чтобы среда оказа-
лась прозрачной, см. Пункт 3-1. При выполнении усло-
вий (3.34g) произведение 𝜀𝜇 может оказаться действи-
тельной отрицательной величиной – в этом случае среда

не будет прозрачной, хотя поглощение в ней будет от-
сутствовать.

Наконец рассмотрим случай волнового пакета, ко-
гда время действия электрического поля конечно. То-
гда имеет смысл говорить об объёмной плотности пол-
ного тепла 𝑊 , выделившегося в единице объёма. Для
упрощения записи возьмём частный случай изотропной
среды, тогда

𝑊 =

+∞ˆ

−∞

d𝑡𝑄 = (3.34h)

=
1

4𝜋

+∞ˆ

−∞

(d𝜔)
(︁
𝜔𝜀′′(𝜔)|E𝜔|2 + 𝜔𝜇′′(𝜔)|H𝜔|2

)︁
.

3-7.2.1 Условие неотрицательности диссипации

Требование неотрицательности диссипации (3.34e) на-
кладывает ограничение на анти-эрмитовы части ди-
электрической проницаемости и магнитной восприим-
чивости: у матриц 𝜀𝑖𝑘𝑎 и 𝜇𝑖𝑘

𝑎 (которые, напомним, яв-
ляются эрмитовыми матрицами) должны быть только
неотрицательные собственные значения. В частности,
если среда является изотропной, то должно быть

𝜀′′ ≥ 0, 𝜇′′ ≥ 0. (3.34i)

3-7.3 Энергия электромагнитных волн
Рассмотрим почти монохроматическую волну с несущей
частотой 𝜔0. Будем предполагать, что амплитуда элек-
тромагнитного поля медленно увеличивается во време-
ни, причём при 𝑡 → −∞ она была равна нулю. Для
удобства выкладок положим, что она возрастала экспо-
ненциально, пропорционально exp(𝛾𝑡) с малым положи-
тельным 𝛾. В этом случае огибающая (3.9)̃︀E(𝑡) = E0 exp(−𝑖𝜔𝑡) +E*

0 exp(𝑖𝜔
*𝑡), 𝜔 = 𝜔0 + 𝑖𝛾,

(3.35a)
где E0 не зависит от времени. Поскольку частота 𝜔 ле-
жит на комплексной плоскости в верхней полуплоско-
сти, то мы можем взять аналитическое продолжение
для диэлектрической проницаемости 𝜀𝑖𝑘(𝜔) и написать

𝜕𝑡D
𝑖(𝑡) = −𝑖

(︁
𝜔 𝜀𝑖𝑘(𝜔) E𝑘

0𝑒
−𝑖𝜔𝑡 − 𝜔*𝜀*𝑖𝑘(𝜔) E*𝑘

0 𝑒𝑖𝜔
*𝑡
)︁
,

Согласно выражению для дивергенции вектора Умова-
Пойнтинга (3.34b), работа 𝐴, затраченная внешними ис-
точниками к моменту времени 𝑡 = 0 и усреднённая по
периоду колебаний с частотой 𝜔0, равна

𝐴 =
1

4𝜋

⟨ 0ˆ

−∞

d𝑡
(︀
E · 𝜕𝑡D

)︀⟩
= (3.35b)

= −𝑖
0ˆ

−∞

𝑒2𝛾𝑡

4𝜋
E*𝑘
0 E𝑖

0

(︁
𝜔 𝜀𝑘𝑖(𝜔)− 𝜔*𝜀*𝑖𝑘(𝜔)

)︁
.
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Теперь произведём разложение в ряд Лорана получен-
ного выражения по малому 𝛾 до нулевой степени:

𝐴 =
1

4𝜋𝛾
E*𝑘
0 E𝑖

0𝜔0 𝜀
𝑘𝑖
𝑎 (𝜔0) +

1

4𝜋
E*𝑘
0 E𝑖

0

d
(︀
𝜔 𝜀𝑘𝑖ℎ

)︀
d𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜔0

.

(3.35c)
Первое слагаемое соответствует диссипативным поте-
рям (3.34e) и определяют часть затраченной работы, пе-
решедшей в тепло. Остальная часть работы оказалась
запасённой в колебаниях электромагнитного поля.

Говорить о запасённой энергии электромагнитных
колебаний как о самостоятельной физической величине
имеет смысл только тогда, когда величина 𝛾 может быть
выбрана такой, чтобы в (3.35c) первое диссипативное
слагаемое было мало по сравнению со вторым. Иными
словами, анти-эрмитова часть тензора диэлектрической
проницаемости должна быть мала по сравнению с эр-
митовой, 𝜀𝑎 ≪ 𝜀ℎ

Для магнитной части запасённой энергии рассужде-
ния будут совершенно аналогичными. Поменяем теперь
обозначения, заменив в (3.35c) E0 → E𝜔, и напишем
окончательное выражение для энергии электромагнит-
ных колебаний волны:

𝐸 =
1

8𝜋

ˆ
(d𝜔)

(︃
𝜕
(︀
𝜔 𝜀𝑘𝑖ℎ

)︀
𝜕𝜔

E*𝑘
𝜔 E𝑖

𝜔 +
𝜕
(︀
𝜔 𝜇𝑘𝑖

ℎ

)︀
𝜕𝜔

H*𝑘
𝜔 H𝑖

𝜔

)︃
.

(3.35d)
Выражение (3.35d) называется формулой Бриллюэна
(Brillouin energy density). Если среда изотропна, то вы-

ражения для плотности запасённой энергии упрощается
до

𝐸 =
1

8𝜋

ˆ
(d𝜔)

(︃
𝜕
(︀
𝜔 𝜀′
)︀

𝜕𝜔

⃒⃒
E𝜔

⃒⃒2
+

𝜕
(︀
𝜔 𝜇′)︀
𝜕𝜔

⃒⃒
H𝜔

⃒⃒2)︃
.

(3.35e)

3-7.4 Задачи

• Задача 1: Показать, что в прозрачной дисперги-
рующей среде для плоской монохроматической волны
выполняется соотношение

vg 𝐸̄ = 𝑆, (3.36)

где vg — групповая скорость, 𝐸̄ — средняя по вре-
мени плотность запасённой электромагнитной энергии,
𝑆 – среднее по времени абсолютное значение вектора
Умова-Пойнтинга.

• Задача 2: Показать, что в почти прозрачной
диспергирующей среде для плоской монохроматической
волны выполняется соотношение

𝑆

𝑄̄
=

𝜆0
4𝜋k

, (3.37)

где k = Im
√
𝜀𝜇 — показатель поглощения среды (3.3b),

𝜆0 — длина волны в вакууме, а 𝑄̄ — средняя по времени
объёмная плотность потерь волны, уходящих в тепло.
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Глава 4

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ
ВОЛН

§4-1. Отражение и преломление волн на плоской поверхности раздела

Пусть плоская монохроматическая волна, имеющая
частоту 𝜔, падает из изотропной среды ‘i’, характеризу-
ющейся 𝜀𝑖, 𝜇𝑖, на плоскую границу раздела с изотроп-
ной средой ‘t’, характеризующейся константами 𝜀𝑡, 𝜇𝑡.
Наша задача здесь — описать поведение волны после
взаимодействия с границей раздела.

Введём комплексные показатели преломления и им-
педансы сред согласно определениям (3.3b,3.3f)

n =
√
𝜀𝜇, 𝜁 =

√︀
𝜇/𝜀. (4.1)

Для того, чтобы постановка задачи имела смысл, сре-
да ‘i’ должна быть прозрачной, Imni = 0. Угол паде-
ния (угол между нормалью и направлением распростра-
нения приходящей к границе волны) обозначим 𝜃𝑖. В
результате преломления на границе раздела падающая
волна разделится на две волны — отражённую и про-
шедшую, см. Рисунок 4.1. Отражённая волна будет рас-
пространяться в среде ‘i’ от границы раздела под тем
же углом 𝜃𝑖, что мы увидим ниже. Прошедшая волна
распространяется под некоторым углом 𝜃𝑡 в материале
‘t’ от границы раздела (𝜃𝑡 имеет такую геометрическую
интерпретацию только если он действителен; в общем
случае он является существенно комплексной величи-
ной, таким образом, не имея простой геометрической
интерпретации).

𝑥

𝑧

𝑛

‘i’

‘t’

𝜃i

𝜃t

TM

E

𝜃i

𝜃t

TE

H

Рис. 4.1 Отражение и преломление TE (out-of-plane
polarization or s-polarization, from the German

‘senkrecht’) и TM (in-plane polarization or p-polarization,
from the German ‘parallel’) волн на границе раздела.

Введём декартову систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, в кото-
рой ось 𝑂𝑧 направлена по нормали (из среды ‘t’ в среду

‘i’), а граница раздела совпадает с плоскостью 𝑂𝑥𝑦. Мы
будем полагать, что волновой вектор падающей волны
лежит в плоскости 𝑂𝑥𝑧. Тогда из симметрии задачи сле-
дует, что в этой же плоскости лежат волновые вектора
отражённой и прошедшей волн.

4-1.1 Закон Снелла; полное внутренне
отражение

Пусть k𝑖 — волновой вектор падающей волны, k𝑟 — вол-
новой вектор отражённой волны, а k𝑡 — волновой век-
тор прошедшей волны. Абсолютные значения волновых
векторов в среде ‘i’, откуда приходит падающая волна,
и квадрат волнового вектора в среде ‘t’ суть

𝑘𝑖 = 𝑘𝑟 = n𝑖
𝜔

𝑐
, k2

𝑡 = n2𝑡
𝜔2

𝑐2
, (4.2a)

где 𝜔 — частота волны. Периодичность ∝ exp(𝑖𝑘𝑖𝑥 sin 𝜃𝑖)
поля вдоль оси 𝑂𝑥 накладывается падающей волной,
то есть 𝑥-компонента всех волновых векторов равна
𝑘𝑖 sin 𝜃𝑖. Отсюда следует, что для отражённой волны
𝑘𝑧𝑟 = 𝑘𝑖 cos 𝜃i, поскольку она распространяется от грани-
цы раздела. Компоненты волнового вектора прошедшей
волны равны

𝑘𝑥𝑡 = 𝑘𝑖 sin 𝜃𝑖, 𝑘𝑧𝑡 =

√︁
k2
𝑡 − 𝑘2𝑖 sin

2 𝜃𝑖. (4.2b)

Должна быть выбрана та ветвь корня для 𝑘𝑧𝑡 , кото-
рая имеет неотрицательную мнимую часть, с тем, чтобы
прошедшая волна не возрастала по амплитуде при уда-
лении от границы раздела. Определим, пока что фор-
мально, угол, под которым распространяется прошед-
шая волна согласно равенству

cos 𝜃𝑡 =
𝑘𝑧𝑡

n𝑡(𝜔/𝑐)
=

√︁
1− (n𝑖/n𝑡)2 sin

2 𝜃. (4.2c)

Правая часть в (4.2c) в общем случае является ком-
плексной величиной. Как и раньше, следует выбирать
корень, имеющий положительную мнимую часть.

4-1.1.1 Падение на прозрачную среду

В частности, если среда ‘t’ прозрачная, и 𝑘𝑧𝑡 > 0, то это
означает, что прошедшая волна является распространя-
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ющейся волной. Если в (4.2b) 𝑘𝑧𝑡 является действитель-
ной величиной, то есть

|n𝑡| >
⃒⃒
n𝑖 sin 𝜃𝑖

⃒⃒
, (4.2d)

то прошедшая волна является распространяющейся
волной под углом 𝜃𝑡, см. Рисунок 4.1. Тогда 𝑘𝑥𝑡 =
𝑘𝑡 sin 𝜃𝑡, и из (4.2a,4.2b) следует закон Снелла

sin 𝜃𝑡 =
n𝑖

n𝑡
sin 𝜃𝑖. (4.2e)

Полное внутреннее отражение. Когда показатель
преломления нижней среды меньше, чем у верхней,
n𝑡 < n𝑖, то решение для угла 𝜃𝑡 остаётся действитель-
ным не при всех углах падения n𝑖. Если угол падения
достаточно велик,

|𝜃𝑖| > 𝜃𝑐, sin 𝜃𝑐 =
n𝑡

n𝑖
, (4.2f)

то условие (4.2d) нарушается, то есть 𝑧-компонента 𝑘𝑧𝑡
волнового вектора прошедшей волны становится мни-
мой согласно (4.2b). Это означает, что прошедшая волна
не распространяется от границы, а коэффициент отра-
жения равен единице в силу закона сохранения энергии.
Об этом феномене говорят как о полном внутреннем
отражении (total internal reflection).

4-1.2 Граничные формулы Френеля
Определим теперь амплитуды отражённой и прошед-
шей волн. Из симметрии задачи следует, что независи-
мыми поляризациями надо выбрать TE-поляризацию, в
которой электрическое поле имеет только 𝑦-компоненту,
а магнитное поле лежит в 𝑂𝑥𝑧 плоскости, и TM-
поляризацию, в которой, наоборот, магнитное поле име-
ет только 𝑦-компоненту, а электрическое поле лежит в
𝑂𝑥𝑧 плоскости.

Примем, что амплитуда падающей волны равна еди-
нице. Распределение электромагнитного поля в двух
возможных поляризациях, TE- и TM-волнах, полно-
стью определяется 𝑦-компонентами полей.

TE: E𝑦 = 𝑒𝑖𝑘𝑖 sin 𝜃𝑖𝑥
(︀
𝑒−𝑖𝑘𝑖 cos 𝜃𝑖𝑧 + 𝑟𝐸𝑒

𝑖𝑘𝑖 cos 𝜃𝑖𝑧
)︀
,

TM: H𝑦 = 𝑒𝑖𝑘𝑖 sin 𝜃𝑖𝑥
(︀
𝑒−𝑖𝑘𝑖 cos 𝜃𝑖𝑧 − 𝑟𝑀𝑒

𝑖𝑘𝑖 cos 𝜃𝑖𝑧
)︀
,
(4.3a)

при 𝑧 > 0, и

TE: E𝑦 = 𝑒𝑖𝑘𝑖 sin 𝜃𝑖𝑥 · 𝑡𝐸 · 𝑒−𝑖𝑘𝑧
𝑡 𝑧,

TM: H𝑦 = 𝑒𝑖𝑘𝑖 sin 𝜃𝑖𝑥 · 𝑡𝑀 · 𝑒−𝑖𝑘𝑧
𝑡 𝑧

при 𝑧 < 0. Комплексные амплитуды 𝑟𝐸,𝑀 и 𝑡𝐸,𝑀 назы-
ваются амплитудами отражения и прохождения. Гра-
ничными условиями на поверхности является непрерыв-
ность компонент

E𝑦, H𝑥 =
𝑖𝑐

𝜔

𝜕𝑧E
𝑦

𝜇
, H𝑦, E𝑥 = − 𝑖𝑐

𝜔

𝜕𝑧H
𝑦

𝜀
.

(4.3b)
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𝜃𝑖,𝐵𝑟(4.3𝑗)

Угол падения 𝜃𝑖, рад.

𝑟𝐸̃︀𝑡𝐸
𝑟𝑀̃︀𝑡𝑀

Рис. 4.2 Амплитуды отражения (4.3g) и прохождения
(4.3k) для немагнитных сред при падении из оптически

менее плотной среды в более плотную,
n𝑡/n𝑖 = 𝜁𝑖/𝜁𝑡 = 2.

Прежде чем продвинуться дальше положим, что ве-
личина 𝜃𝑡, имеющая действительную часть в диапазоне
[−𝜋/2, 𝜋/2], является решением уравнений (4.2c,4.2e)
(при указанном ограничении на действительную часть
решение единственно). Отметим, что если 𝜃𝑡 оказывает-
ся существенно комплексной величиной, то оно не имеет
простого геометрического смысла. Уравнения на ампли-
туды отражения получаются путём исключения ампли-
туды прохождения из условий непрерывности касатель-
ных компонент полей:

TE:
1− 𝑟𝐸
1 + 𝑟𝐸

=
𝜇𝑖 𝑘

𝑧
𝑡

𝜇𝑡 𝑘𝑧𝑖
=

𝜁𝑖
𝜁𝑡

cos 𝜃𝑡
cos 𝜃𝑖

, (4.3c)

TM:
1 + 𝑟𝑀
1− 𝑟𝑀

=
𝜀𝑖 𝑘

𝑧
𝑡

𝜀𝑡 𝑘𝑖 cos 𝜃𝑖
=

𝜁𝑡
𝜁𝑖

cos 𝜃𝑡
cos 𝜃𝑖

. (4.3d)

Амплитуды прохождения связаны с амплитудами отра-
жения условием непрерывности 𝑦-компонент полей:

TE: 𝑡𝐸 = 1 + 𝑟𝐸, TM: 𝑡𝑀 = 1− 𝑟𝑀 . (4.3e)

Для частного случая нормального падения, 𝜃𝑖 = 0 (то-
гда и 𝜃𝑡 = 0) физическое свойства преломления TE-
и TM-поляризаций совпадают. Действительно, в этом
случае коэффициенты отражения 𝑟 в (4.3c,4.3d) совпа-
дают,

𝑟𝐸,𝑀

⃒⃒
𝜃𝑖=0

=
𝜁𝑡/𝜁𝑖 − 1

𝜁𝑡/𝜁𝑖 + 1
, (4.3f)

что оправдывает выбор знака в (4.3a).
Решая теперь уравнения (4.3c,4.3d,4.3e) для любо-

го угла падения, находим, что для TE-воны амплитуды
прохождения и отражения равны

𝑟𝐸 =
𝜁𝑡 cos 𝜃𝑖 − 𝜁𝑖 cos 𝜃𝑡
𝜁𝑡 cos 𝜃𝑖 + 𝜁𝑖 cos 𝜃𝑡

, 𝑡𝐸 =
2𝜁𝑡 cos 𝜃𝑖

𝜁𝑡 cos 𝜃𝑖 + 𝜁𝑖 cos 𝜃𝑡
.

(4.3g)
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Для TM-волны эти амплитуды равны

𝑟𝑀 =
𝜁𝑡 cos 𝜃𝑡 − 𝜁𝑖 cos 𝜃𝑖
𝜁𝑡 cos 𝜃𝑡 + 𝜁𝑖 cos 𝜃𝑖

, 𝑡𝑀 =
2𝜁𝑖 cos 𝜃𝑖

𝜁𝑡 cos 𝜃𝑡 + 𝜁𝑖 cos 𝜃𝑖
.

(4.3h)
Амплитуды TM-волн (4.3h) могут быть получены из вы-
ражений для амплитуд TE-волн (4.3g) путём формаль-
ных замен 𝜁 → 1/𝜁 и 𝑟 → −𝑟, которые следуют из общей
симметрии уравнений Максвелла в среде относительно
перестановок E ↔ H, 𝜀 ↔ 𝜇 и с учётом противополож-
ности знаков в определениях амплитуд рассеяния (4.3a).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

−1

−0.5

0

0.5

1

Угол падения 𝜃𝑖, рад.

𝑟𝐸̃︀𝑡𝐸
𝑟𝑀̃︀𝑡𝑀

Рис. 4.3 Амплитуды отражения (4.3g) и прохождения
(4.3k) для немагнитных сред при падении из оптически

более плотной среды в менее плотную,
n𝑡/n𝑖 = 𝜁𝑖/𝜁𝑡 = 1/2. При угле падения, превышающем
угол полного отражения (4.2f), 𝜃 > 𝜃𝑐, коэффициенты

прохождения равны нулю, а коэффициенты отражения
становятся комплексными и по модулю равными

единице.

По определению, коэффициентом отражения назы-
вается доля потока энергии падающей волны, уходящая
в отражённой волне от поверхности:

𝑅 = |𝑟|2 ≤ 1. (4.3i)

4-1.2.1 Падение на прозрачную среду

Положим, что нижняя среда ‘𝑡’ является прозрачной.

Нормальное падение. Амплитуда прохождения
(4.3f) поменяет знак с сохранением абсолютного значе-
ния, если волна распространяется в обратном направле-
нии, падая из среды ‘𝑡’ на среду ‘𝑖’.

Полное преломление. Пусть обе среды являют-
ся немагнитными. Тогда импедансы сред суть обрат-
ные показатели преломления, 𝜁 = 1/n. Для TM-
поляризации существует угол падения 𝜃i = 𝜃𝑖,Br, на-
зываемый углом Брюстера (Brewster’s angle or the
polarization angle), при котором отражение отсутству-
ет, 𝑟𝑀 = 0. Угол падения 𝜃𝑖,Br и соответствующий ему
угол прохождения 𝜃𝑡,Br определяются равенствами

tg 𝜃𝑖,Br =
n𝑡

n𝑖
, 𝜃𝑡,Br =

𝜋

2
− 𝜃𝑖,Br. (4.3j)

Сам феномен отсутствия отражённой волны называют
полным преломлением.

Для TE-поляризации аналогичного эффекта нет в
случае немагнитных сред. Если же среды магнитные, то
при определённых условиях на диэлектрические прони-
цаемости и магнитные восприимчивости можно добить-
ся обращения в ноль коэффициента отражения 𝑟𝐸 для
TE-волны.

Коэффициент прохождения. По определению, ко-
эффициентом прохождения 𝑇 называется доля нор-
мальной компоненты потока энергии падающей вол-
ны, переносящаяся от поверхности прошедшей волной.
Если для коэффициента отражения 𝑅 установить его
связь с амплитудами отражения 𝑟𝐸,𝑀 было просто (4.3i),
поскольку и среда и абсолютное значение угола меж-
ду волновым вектором и нормалью были теми же,
что и для падающей волны, то для прошедшей вол-
ны для установления аналогичной связи требуется пере-
счёт. Введём амплитуды прохождения, нормированные
на нормальную компоненту плотности потока энергии
𝑐⟨[E×H]⟩ · 𝑛)/4𝜋 в падающей волне

̃︀𝑡𝐸 =

√︃
𝜁𝑖 Re

(︀
cos 𝜃𝑡

)︀
𝜁𝑡 cos 𝜃𝑖

𝑡𝐸, ̃︀𝑡𝑀 =

√︃
𝜁𝑡 Re

(︀
cos 𝜃𝑡

)︀
𝜁𝑖 cos 𝜃𝑖

𝑡𝑀 .

(4.3k)
Коэффициенты ̃︀𝑡 обращаются в ноль, если происходит
полное внутреннее отражение. Выражение для коэффи-
циента прохождения становится простым,

𝑇 =
⃒⃒̃︀𝑡 ⃒⃒2 = 1−𝑅. (4.3l)

Последнее равенство выражает собой закон сохранения
энергии. Отметим, что даже если верхняя среда менее
плотная, чем нижняя, т.е. внутреннего отражения нет,
то коэффициент прохождения стремится к нулю при
скользящих углах падения, см. Рис. 4.2.
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§4-2. Падение волны на непрозрачную среду

В § 4-1 были получены общие формулы, описываю-
щие отражение и преломление света при падении из про-
зрачной изотропной среды на границу раздела с некото-
рой другой изотропной средой. Однако формулы Френе-
ля (4.3g,4.3h) легко интерпретируются для случая, ко-
гда вторая среда также является прозрачной.

Здесь мы отдельно рассмотрим падение электромаг-
нитной волны из вакуума или изотропной прозрачной
среды ‘i’ на поверхность непрозрачной среды ‘t’ с боль-
шим по модулю комплексным показателем преломле-
ния, |n𝑡| ≫ 1. Обычно под такими средами имеются
ввиду металлы, для которых в то же время мал им-
педанс |𝜁𝑡|. В пределе |n𝑡| ≫ 1 глубина проникнове-
ния поля в среду ‘t’ равна по порядку величины 𝜆0/n𝑡,
где 𝜆0 — длина волны в вакууме. Это намного мень-
ше, чем длина волны 𝜆0/n𝑖 в верхней прозрачной среде.
Поэтому для описания электромагнитного поля в сре-
де ‘i’ нам не нужно знать полное распределение поля
внутри среды ‘t’, а достаточно только знания свойств
её поверхностного отклика на электромагнитное поле.
Этот отклик характеризуется поверхностным импедан-
сом 𝜁, (совпадающим с 𝜁𝑡, если отклик в среде ‘t’ мож-
но считать локальным в пространстве). Действительно,
из великости |n𝑡| следует, согласно общим соотношени-
ям на волновой вектор прошедшей волны (4.2a,4.2b),
что он направлен практически вертикально для всех уг-
лов падения. Это означает, что касательные компонен-
ты магнитного и электрического полей на поверхности
раздела однозначно связаны между собой соотношени-
ем типа (3.19b) через поверхностный импеданс. В этом,
собственно, и состоит концепция поверхностного импе-
данса, хотя формально она применима при любом соот-
ношении длин волн в материалах.

Для того, чтобы была применима концепция по-
верхностного импеданса, граница раздела должна быть
плоской только на масштабах, сравнимых с глубиной
проникновения поля 𝜆0/n𝑡. При этом на масштабе дли-
ны волны 𝜆0/n𝑖 в верхней прозрачной среде ‘i’ граница
может быть вовсе не плоской. В этом состоит практиче-
ская ценность концепции поверхностного импеданса.

Ниже для простоты изложения мы будем полагать,
что верхней средой ‘i’ является вакуум, так что там по-
ля и их индукции совпадают, D = E и B = H.

4-2.1 Граничные условия в форме Леон-
товича: общая форма

Граничные условия в форме Леонтовича выглядят сле-
дующим образом:

E𝛼(𝑡, 𝑟⊥) =

𝑡ˆ

−∞

d𝑡′
ˆ

d2𝑟′⊥𝐾𝛼𝛽(𝑡− 𝑡′, 𝑟 − 𝑟′⊥)H𝛽(𝑡′, 𝑟′⊥)

(4.4a)

над поверхностью материала, т.е. при 𝑧 = +0, где индек-
сы {𝛼, 𝛽} = {𝑥, 𝑦}. Ядро 𝐾̂ имеет в общем случае как
временную, так и пространственную дисперсию. Гра-
ничными условиями (4.4a) полностью задаются отража-
тельные свойства поверхности материала.

Покажем, что запись граничных условий в виде
(4.4a) действительно возможна. Для этого проинтегри-
руем уравнение Максвелла ‘в пустоте’

rotE = −𝜕𝑡B/𝑐 (4.4b)

на интервале (−∞,+0) по нормальной координате 𝑧,
учитывая, что при 𝑧 → −∞ все поля исчезают. Полу-
чим:

E𝛼(𝑡) = −ϵ𝛼𝛽

𝑐

+0ˆ

−∞

d𝑧 𝜕𝑡B
𝛽(𝑡, 𝑧) + 𝜕𝛼

+0ˆ

−∞

d𝑧 E𝑧(𝑡, 𝑧),

(4.4c)
где единичный антисимметричный тензор второго ран-
га задаётся условиями ϵ𝛼𝛽 = −ϵ𝛽𝛼 и ϵ𝑥𝑦 = 1. В равен-
стве (4.4c) стоят поля, взятые ниже точки 𝑧 = +0, при
𝑧 ≤ 0. Поскольку источник электромагнитных волн у
нас предполагается находящимся сверху, при 𝑧 > 0, то
величины в области 𝑧 < 0 причинно зависят от величин
в точке 𝑧 = +0; всё же поле задаётся двумя скалярными
величинами, в качестве которых могут быть выбраны в
т.ч. две касательные компоненты магнитного поля B𝛼.
Не смотря на то, что при 𝑧 = +0 есть вклад волн, отра-
жённых поверхностью, и потому причинно зависящих
от величин при 𝑧 < 0, можно показать, что учёт (хотя
бы бесконечно слабого) затухания в отражающем мате-
риале окончательно доказывает правомочность форму-
лы (4.4a), см. Пункт 4-2.1.1.

Если мы теперь проинтегрируем уравнение Максвел-
ла (1.9a)

rotB = 𝜕𝑡E/𝑐+ 4𝜋𝑗/𝑐 (4.4d)

на том же интервале (−∞,+0), то получим уравнение,
эквивалентное уравнению (4.4c):

B𝛼(𝑡) = 𝜕𝛼

+0ˆ

−∞

d𝑧B𝑧(𝑡, 𝑧) + (4.4e)

+
𝜖𝛼𝛽

𝑐

+0ˆ

−∞

d𝑧
(︁
𝜕𝑡E

𝛽(𝑡, 𝑧) + 4𝜋𝑗𝛽(𝑡, 𝑧)
)︁
.

Таким образом, граничные условия в форме Леонтови-
ча (4.4a) могут быть переписаны и в обратном виде, ко-
гда касательные компоненты магнитного поля считают-
ся откликом на касательные компоненты электрическо-
го поля.
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4-2.1.1 Проверка выполнения принципа при-
чинности

Рассмотрим скалярное поле 𝐴(𝑡, 𝑧) = 𝐴+(𝑡, 𝑧)+𝐴−(𝑡, 𝑧),
где ± соответствует волнам, распространяющимся соот-
ветственно в сторону бо́льших и меньших 𝑧; 𝑧 = 0 мы
по-прежнему считаем границей раздела, область 𝑧 < 0
заполнена однородной средой. Источник находится при
некотором большом 𝑧 = 𝐿, поэтому волна от источника,
которая распространяется ль него в сторону меньших 𝑧,
доходит до границы и частично отражается, после че-
го распространяется в обратном направлении. Поэтому
для величин вблизи поверхности мы можем написать

𝐴+(𝑡,+0) =

∞̂

0

d𝜏 𝐾(𝜏)𝐴−(𝑡,+0),

Перепишем то же самое в частотном представлении,
также при 𝑧 = +0

𝐴+,𝜔 = 𝐾𝜔 𝐴−,𝜔. (4.4f)

Величина 𝐾𝜔 есть коэффициент отражения на частоте
𝜔. Для дальнейшего важно заметить, что помимо от-
сутствия полюсов у 𝐾𝜔 в верхней части комплексной
плоскости 𝜔, в этой области 𝐾𝜔 также удовлетворяет
условию

|𝐾𝜔| < 1, Im𝜔 > 0. (4.4g)

Действительно, ситуация Im𝜔 > 0 соответствует экс-
поненциально растущей во времени волне, и по принци-
пу причинности амплитуда отражённой волны не может
быть больше амплитуды падающей. Учёт потерь при от-
ражении, которые, вообще говоря, всегда присутствуют
в веществе, делает неравенство строгим.

Равенство (4.4f) можно переписать в виде

𝐴+,𝜔 = 𝐾̃𝜔𝐴𝜔, 𝐾̃𝜔 =
𝐾𝜔

1 +𝐾𝜔
, (4.4h)

причём в силу неравенства (4.4g) у комплексной функ-
ции 𝐾̃𝜔 в верхней полуплоскости также нет полюсов. Ра-
венство (4.4h, в котором ядро 𝐾̃ удовлетворяет принци-
пу причинности, показывает принципиальную возмож-
ность постановки граничных условий при отражении
волны от поверхности в форме (4.4a), в которой ядро
наследует принцип причинности.

4-2.2 Граничные условия Леонтовича в
случае скин-эффекта

В случае, когда поля проникают в материал на малую
глубину 𝛿, много меньшую длины 𝜆 падающей волны,
𝛿 ≪ 𝜆, связь между касательными компонентами элек-
трического и магнитного полей на поверхности матери-
ала можно считать локальной в пространстве, так что

E𝛼(𝑡) =

ˆ 𝑡

d𝑡′ 𝜁𝛼𝛽(𝑡− 𝑡′)H𝛽(𝑡′), (4.5a)

где 𝜁 называется поверхностным импедансом. Если же
материал изотропен в плоскости границы раздела, то
связь упрощается до вида

E𝑡 =

ˆ 𝑡

d𝑡′ 𝜁(𝑡− 𝑡′) [H𝑡(𝑡
′)×𝑛], E𝑡,𝜔 = 𝜁𝜔[H𝑡,𝜔 ×𝑛],

(4.5b)
где индекс ‘t’ означает проекцию на поверхность мате-
риала, а 𝑛 — нормаль к его поверхности, направленная
внутрь непрозрачного материала. Отметим, что опре-
деление поверхностного импеданса 𝜁 (4.5b) совпадает с
определением волнового импеданса изотропной среды
(3.3e) для плоских волн, если они распространяются по
нормали к поверхности — что так и есть в силу нера-
венства 𝛿 ≪ 𝜆.

Из неравенства 𝛿 ≪ 𝜆 можно сделать заключение,
что либо диэлектрическая проницаемость материала,
либо его магнитная восприимчивости, либо они обе ве-
лики по сравнению с единицей. Это означает, что в за-
писанном в интегральном виде уравнении Максвелла
(4.4e) производная электрического поля 𝜕𝑡E/𝑐 оказы-
вается малой по сравнению с электрическим током 𝑗.
Кроме того, мала нормальная компонента B𝑧. Поэтому
в правой части (4.4e) мы можем удержать только по-
следнее слагаемое с током, получив

B𝑡 = −4𝜋

𝑐

+0ˆ

−∞

d𝑧
[︀
𝑗(𝑧)× 𝑛

]︀
≡ −4𝜋

𝑐

[︀
J𝑡 × 𝑛

]︀
. (4.5c)

Взаимозависимость (4.5b) электрического и магнитного
полей посредством импеданса позволяет теперь связать
поверхностный ток J𝑡 с касательным электрическом по-
лем E𝑡 (напоминаем, что над поверхностью материала,
при 𝑧 = +0, предполагается вакуум, и потому индукция
магнитного поля равна самому полю, B = H):

𝜁−1E𝑡 = [H𝑡 × 𝑛] =
4𝜋

𝑐
J𝑡. (4.5d)

Таким образом, 𝜁 есть (с точностью до множителя 4𝜋/𝑐)
коэффициент пропорциональности между поверхност-
ным током и касательной компонентой электрического
поля (т.е., удельным падением напряжения на единицу
длины), что и оправдывает именование 𝜁 поверхност-
ным импедансом.

Посчитаем мощность 𝑄, которая поглощается едини-
цей поверхности в единицу времени. Эта мощность рав-
на нормальной компоненте потока энергии на поверхно-
сти. Её мгновенное значение (3.33a) есть

𝑄 =
𝑐

4𝜋

(︀
𝑛 · [E𝑡 ×H𝑡]

)︀
. (4.5e)

Если волна является (почти) монохроматической, име-
ющей частоту 𝜔, так что её можно представить в виде



Глава 4. Распространение электромагнитных волн 44

(3.9), то средняя по периоду волновых колебаний выде-
ляющаяся мощность записывается в виде

𝑄 =
𝑐

2𝜋

|̃︀E𝑡|2

𝜁 ′𝜔
=

𝑐

2𝜋
𝜁 ′𝜔| ̃︀H𝑡|2. (4.5f)

Определим поверхностное сопротивление (surface
resistance)

𝑅𝑠 =
4𝜋𝜁 ′

𝑐
: E𝑡 = 𝑅𝑠J𝑡. (4.5g)

согласно (4.5d), что оправдывает общее определение
волнового импеданса среды (3.3g). В системе СИ поток
мощности (4.5f) переписывается в виде

SI : 𝑄 = 2𝑅𝑠| ̃︀H𝑡|2, [𝑅𝑠]SI =
4𝜋𝑐SI

107
𝜁 ′SGS, (4.5h)

где поверхностное сопротивление 𝑅𝑠 измеряется в Ом.
Отметим, что соотношения электродинамики, записан-
ные в СИ, подробно расписаны, например, в [Pozar,
2012].

4-2.2.1 Отражение плоской волны

Применим теперь установленные общие формулы к от-
ражению плоской волны, имеющей частоту 𝜔, и падаю-
щую под углом 𝜃, смотри Рисунок 4.1.

Поскольку определения поверхностного импеданса 𝜁
(4.5b) и волнового импеданса (3.3e) совпадают, гранич-
ные условия (4.3b) приводят к тем же соотношениям
Френеля (4.3g,4.3h) для амплитуд отражения, в кото-
рых следует положить

cos 𝜃𝑡 = 1, and 𝜁𝑡 = 𝜁, 𝜁𝑖 = 1, (4.5i)

так что

𝑟𝐸 =
𝜁 cos 𝜃 − 1

𝜁 cos 𝜃 + 1
, 𝑟𝑀 =

𝜁 − cos 𝜃

𝜁 + cos 𝜃
. (4.5j)

В результате коэффициенты отражения для 𝑇𝐸- и 𝑇𝑀 -
поляризаций оказываются равными

𝑅𝑇𝐸 = 1− 4𝜁 ′ cos 𝜃

(𝜁 ′ cos 𝜃 + 1)2 + (𝜁 ′′)2 cos2 𝜃
, (4.5k)

𝑅𝑇𝑀 = 1− 4𝜁 ′ cos 𝜃

(cos 𝜃 + 𝜁 ′)2 + (𝜁 ′′)2
. (4.5l)

Подчеркнём, что выражения (4.5j) для комплексных ам-
плитуд отражения могут быть получены и непосред-
ственно из выражений (4.3a) для поля в прозрачной сре-
де и граничных условий Леонтовичча (4.5b). Поэтому
выражения (4.5j) применимы и в случае, когда отклик
в непрозрачной среде на электромагнитное поле не яв-
ляется локальным в пространстве.

В пределе малого поверхностного импеданса |𝜁| ≪ 1
коэффициент отражения 𝑇𝐸-поляризации (4.5k) стано-
вится равным

𝑅𝑇𝐸 = 1− 4𝜁 ′ cos 𝜃. (4.5m)

При не слишком скользящем угле падения коэффици-
ент отражения 𝑇𝑀 -поляризации (4.5l)

𝑅𝑇𝑀 = 1− 4𝜁 ′

cos 𝜃
,

𝜋

2
− 𝜃 ≫ |𝜁|. (4.5n)

Таким образом, при увеличении угла падения коэффи-
циент отражения 𝑅𝑇𝑀 падает. Он достигает минимума

𝑅𝑇𝑀,𝑚𝑖𝑛 =
|𝜁| − 𝜁 ′

|𝜁|+ 𝜁 ′
(4.5o)

при почти параллельном границе распространении па-
дающей волны, когда 𝜃𝑚𝑖𝑛 = 𝜋/2− |𝜁|.

4-2.2.2 Идеальный металл

Пределу идеального металла соответствует нулевой по-
верхностный импеданс, 𝜁 = 0. Граничными условиями
для поля на поверхности идеального металла являет-
ся, во-первых, равенство нулю касательной компоненты
электрического поля, E𝑡 = 0, см. (4.5d). Из этого равен-
ства и из уравнения Максвелла на нормальную компо-
ненту магнитной индукции следует, что она также равна
нулю, B𝑛 = 0. Кроме того, из уравнения Максвелла на
касательную компоненту электрической индукции сле-
дует, что производная по нормали от касательной ком-
поненты магнитного поля равна нулю, 𝜕𝑛B𝑡 = 0. Соби-
рая всё вместе, получаем:

Γ : E𝑡 = 0, B𝑛 = 0, 𝜕𝑛B𝑡 = 0. (4.5p)

4-2.3 Поверхностный импеданс метал-
лов

Металлы характеризуются большой по амплитуде ди-
электрической проницаемостью, имеющей чаще всего
большую по амплитуде мнимую часть, или, реже, боль-
шую отрицательную действительную часть. В результа-
те комплексный коэффициент преломления (3.3b)

n+ 𝑖k =
𝑐𝑘

𝜔
=

√
𝜀𝜇 ≫ 1 (4.6a)

имеет большую положительную мнимую часть, k ≫ 1.
Это означает, что волны в металле не распространяют-
ся. Глубина, на котором поле существенно затухает,

𝛿 =
𝑐

k𝜔
≪ 𝑐

𝜔
(4.6b)

мала по сравнению с характерным масштабом 𝑐/𝜔 мо-
дуляции поля в падающей и отражённой волнах. Таким
образом, реализуются общие предположения, привед-
шие к связи (4.5b) для касательных компонент полей
E𝑡, H𝑡 над поверхностью металла. Эти поля непрерыв-
ны на поверхности, а в прошедшей в металл волне, кото-
рая является плоской и распространяющейся по норма-
ли от поверхности, эти компоненты имеют связь (3.3e):

E𝑡 =
1

𝜁
[H𝑡 × 𝑛], (4.6c)
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где 𝑛 — нормаль к поверхности, смотрящая в металл.
Таким образом, поверхностный импеданс согласно опре-
делению (4.5b) есть

𝜁 =

√
𝜇

√
𝜀
. (4.6d)

Знак корня должен быть выбран таким образом, чтобы
обеспечить положительность действительной части 𝜁 ′,
поскольку она определяет поток энергии внутрь метал-
ла (4.5f).

4-2.3.1 Поверхностный импеданс в низкоча-
стотной области

На относительно низких частотах диэлектрическая про-
ницаемость связана со статической проводимостью со-
отношением (3.13e). В этом случае магнитное поле в ме-
талле

H = H𝑡 exp
(︀
− (1− 𝑖)|𝑧|/𝛿

)︀
, 𝛿 =

𝑐√
2𝜋𝜇𝜎𝜔

, (4.6e)

где H𝑡 — интенсивность магнитного поля на поверхно-
сти металла, а глубина скин-слоя 𝛿 вследствие сделан-
ных нами определений в два раза больше глубины про-
никновения 𝛿𝑝 (3.3c). Поверхностный импеданс можно
представить как обратное от произведения проводимо-
сти на комплексную глубину проникновения (с множи-
телем 𝑐/4𝜋, следующим из определений), то есть как
обратный кондактанс единицы поверхности

𝜁 =
𝑐

4𝜋
· 1− 𝑖

𝜎𝛿
= (1− 𝑖)

√︂
𝜇𝜔

8𝜋𝜎
. (4.6f)

Из выражений (4.6f,4.6e) следует, что с ростом маг-
нитной восприимчивости поверхностный импеданс рас-
тёт, а глубина проникновения падает. По этой причине
ферромагнетики нерационально использовать в каче-
стве материала для проводов в электротехнике. Уве-
личение поверхностного импеданса у ферромагнетиков
приводит к увеличению потерь в волноводах с ферро-
магнитным металлом в качестве металлических жил.
Уменьшение глубины проникновения приводит к сокра-
щению эффективного сечения провода, по которому пе-
редаётся переменный электрический ток.

4-2.4 Задачи

• Задача 1: Выразить поверхностной импеданс че-
рез диэлектрическую проницаемость 𝜀 и магнитную вос-
приимчивость 𝜇 отражающего материала в случае нор-
мального скин-эффекта. Связать между собой глубину
скин-слоя 𝛿, частоту волны 𝜔 и поверхностный импе-
данс 𝜁.

• Задача 2: Вычислить закон дисперсии по-
верхностного импеданса для почти идеального металла,

дисперсия проводимости которого соответствует модели
Друде.

• Задача 3: Пользуясь непосредственно соотно-
шением (4.5d), определите коэффициент отражения от
поверхности металла для нормально падающей волны.
Найдите мощность, уходящую в единицу поверхности
металла, если амплитуда колебаний электрического по-
ля в падающей волне равна E0.

• Задача 4: Определить коэффициент отраже-
ния от поверхности металла как функцию угла падения
и поляризации, зная поверхностный импеданс металла.

• Задача 5: Определить площадь полезного се-
чения для проводов (цилиндрических прутов) диамет-
ром 2𝑎 = 10 см, сделанных из меди и из стали, по кото-
рым течёт переменный ток с частотой 50Гц. Принять,
что сопротивление меди равно 𝜎Cu = 580ксим/см, маг-
нитная восприимчивость 𝜇Cu = 1, сопротивление стали
𝜎Fe = 100ксим/см, магнитная восприимчивость стали
𝜇Fe = 1000. Указание: Площадь полезного сечения 𝑆
определим как

𝑆 =
|𝐼|
𝐼0

· 𝜋𝑎2, (4.7a)

где 𝐼 — комплексная амплитуда тока, протекающего по
всему сечению провода, 𝐼0 = 𝜋𝑎2𝜎|𝜕𝑧𝑉 | — величина по-
стоянного тока, который бы протекал, если бы падение
напряжения на единицу длины 𝜕𝑧𝑉 было постоянным
во времени.

• Задача 6: Определите полную интенсивность
теплового излучения, производимую поверхностью ме-
талла, характеризующуюся поверхностным импедансом
𝜁(𝜔) (предполагается предел |𝜁| ≪ 1). Сначала найди-
те спектральную плотность интенсивности уходящего
излучения в малый телесный угол d𝑜, d𝐼𝜔/d𝑜. Затем
найдите нормальную к поверхности металла компонен-
ту этого потока энергии и проинтегрируйте по всем на-
правлениям и частотам. При вычислении интеграла по
углам пренебрегите поправками, малыми по 𝜁. При вы-
числении интеграла по частотам подставьте явную за-
висимость поверхностного импеданса от частоты, вы-
раженную через статическую проводимость металла 𝜎.
Металл немагнитный, температура 𝑇 (измеряется в эрг)
мала по сравнению с частотой, на которой нормаль-
ный скин-эффект переходит в аномальный, кроме того
𝑇 ≪ ℏ𝜎 и 𝑇 ≪ ℏ/𝜏 , где 𝜏 — время релаксации электро-
нов.

Указание: Пусть 𝑅 — коэффициент отражения,
d𝐼𝑏𝜔/d𝑜 (размерность эрг/см2) — величина, соответ-
ствующая чёрному излучению. Искомая величина есть
d𝐼𝜔/d𝑜 = (1 − 𝑅)d𝐼𝑏𝜔/d𝑜, это соотношение называется
законом Кирхгофа. Телесный угол d𝑜 = sin 𝜃d𝜃d𝜙, где
𝜃 — угол между нормалью к поверхности и направле-
нием распространения волны. Обратите внимание, что
решение этой задачи, изложенное в [Ландау и Лифшиц,
1982], содержит ошибку.
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§4-3. Рассеяние электромагнитных волн на частицах

Теория рассеяния в скалярном случае (когда поле
скалярно и потому волна не имеет различных поляри-
заций) подробно изложена в Ландау и Лифшиц [1989].
Нет смысла здесь повторять изложение общих вещей,
верных и для частного случая рассеяния электромаг-
нитных волн. С другой стороны, векторная структу-
ра уравнений уравнений Максвелла привносит допол-
нительные особенности в процесс рассеяния. Главным
образом этим особенностям будет посвящено наше из-
ложение.

Рассмотрим монохроматическую плоскую волну,
рассеивающуюся на некотором центре рассеяния. Для
определённости будем полагать, что падающая волна
распространяется в вакууме. Перейдём к комплексным
амплитудам, введя огибающую Ẽ поля E, см. (3.9). В
дальнейшем знак ‘˜ ’ для краткости мы будем опус-
кать. В этом случае усреднённые по периоду коле-
баний значения потока и плотности энергии даны в
Пункте 3-7. Падающее поле представим в виде Eext =
Eext,0 exp(𝑖kext𝑟). Тогда абсолютное значение плотности
потока в падающей волне равно

𝐽 =
𝑐|Eext,0|2

2𝜋
. (4.8)

Полное сечение рассеяния 𝜎 (сечение взаимодей-
ствия, extinction cross section) определяется как отно-
шение суммы мощности 𝐼𝑠, рассеивающейся на центре
рассеяния, и мощности 𝐼𝑎, поглощающейся им, к плот-
ности потока энергии в падающей волне:

𝜎 = 𝜎𝑟 + 𝜎𝑠, 𝜎𝑠 =
𝐼𝑠
𝐽
, 𝜎𝑎 =

𝐼𝑎
𝐽
. (4.9)

Таким образом, мощность 𝐼 есть мощность, отбирае-
мая из падающей волны; 𝜎𝑠 называется сечением рассе-
яния (scattering cross section), 𝜎𝑎 – сечением поглощения
(absorption cross section).

Рассмотрим сначала трёхмерный случай. Вдалеке
от рассеивающего центра электромагнитное поле пред-
ставляет из себя совокупность плоской и сферической
расходящейся волн,

𝐸𝑖

|Eext,0|
=

𝐸𝑖
ext + 𝐸𝑖

s

|Eext,0|
→ (4.10)

→ 𝑒𝑖 exp
(︀
𝑖kext𝑟

)︀
+

𝑓 𝑖𝑗𝑒𝑗

𝑟
exp(𝑖𝑘𝑟), 𝑒𝑖 =

𝐸𝑖
ext,0

|Eext,0|
,

где |kext| = 𝑘, 𝑒 — единичный, в общем случае комплекс-
ный вектор, направленный вдоль электрического поля,
а 𝑓 𝑖𝑗 – амплитуда рассеяния; среди 9-ти пространствен-
ных матричных элементов амплитуды рассеяния есть
только 4 независимых, поскольку у электромагнитных
волн есть только две поляризации. Рассеянная центром

рассеяния мощность 𝐼𝑠 равна

𝐼𝑠 =

ˆ
d𝑜

d𝜎𝑠
d𝑜

, d𝜎𝑠 = 𝑟2(S𝑠 ·𝑛)d𝑜, (4.11)

S𝑠 =
𝑐

2𝜋
Re[E𝑠 ×H*

𝑠],

где интегрирование производится по сфере радиуса 𝑟,
единичный вектор 𝑛 = 𝑟/𝑟. Мы ввели дифференциаль-
ное сечение рассеяния d𝜎𝑠, которое есть отношение мощ-
ности рассеянной волны, уходящей от рассеивателя в те-
лесный угол d𝑜, к плотности потока энергии падающей
волны. Поглощаемая рассеивателем мощность равна

𝐼𝑎 = −
ˆ
𝑟2d𝑜 (S·𝑛), S =

𝑐

2𝜋
Re[E×H*]. (4.12)

4-3.1 Оптическая теорема

Оптическая теорема связывает амплитуду рассеяния
вперёд с полным сечением рассеяния, что может быть
использовано для упрощения вычисления сечения рас-
сеяния.

Re𝜇

Im𝜇

−1 1
𝜇

Рис. 4.4 Контур интегрирования по переменной
𝜇 = cos 𝜃. Сплошной линией обозначен исходный

контур, пунктирной – изменённый.

Полный поток через поверхность большого радиуса
𝑟, нормированный на плотность падающего потока, по
определению равен сечению поглощения, см. (4.12,4.9).
Преобразуем это выражение, используя разложение по-
ля (4.10):

𝜎𝑎 = −𝜎𝑠 −
𝑐

2𝜋𝐽
Re

ˆ
𝑟2d𝑜 ([E*

ext ×Hs] + [Es ×H*
ext])𝑛,

где квадратичный вклад по полю падающей волны опу-
щен, поскольку даёт нуль. Первое слагаемое в правой
части соответствует излучению, производимому рассе-
ивателем; второе слагаемое есть результат интерферен-
ции рассеянной волны с падающей. Теперь, используя
равенства

H𝑠 = [𝑛×E𝑠], Hext = [𝑛ext ×Eext], (4.13)

верные для плоских волн, см. (3.3e), где 𝑛ext = kext/𝑘,
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получаем

𝜎 = 𝜎𝑠 + 𝜎𝑎 = (4.14)

= −Re

ˆ
𝑟 d𝑜 𝑓 𝑖𝑗

(︁
𝑒*𝑖𝑒𝑗

(︀
1 + (𝑛·𝑛ext)

)︀
− (𝑒* ·𝑛)(𝑒·𝑛)

)︁
exp

(︀
𝑖(1− (𝑛ext ·𝑛))𝑘𝑟

)︀
.

В процессе выкладок мы раскрыли двойное векторное
произведение и использовали то, что 𝑒 ⊥ 𝑛ext.

Для того, чтобы взять интеграл по телесному углу
в (4.14), перейдём к сферическим координатам {𝑟, 𝜃, 𝜙},
направив ось 𝑂𝑧 по волновому вектору kext падающей
волны, и введём переменную 𝜇 = cos 𝜃; тогда (𝑛ext·𝑛) =
𝜇. Интеграл в правой части (4.14) имеет вид и при
𝑟 → ∞ оценивается как

𝑟

1ˆ

−1

d𝜇 𝑒𝑖𝑘𝑟(𝜇−1)𝑔(𝜇) =
1

𝑖𝑘

(︀
𝑔(1)− 𝑔(−1) exp−2𝑖𝑘𝑟

)︀
,

(4.15)
где 𝑔(𝜇) – функция, независящая от 𝑟. Действительно,
поскольку 𝑔(𝜇) предполагается аналитической функци-
ей, не имеющей особенностей на отрезке [−1, 1], то мы
можем деформировать контур интегрирования так, как
показано на Рис. 5.4. При этом, в силу великости 𝑟,
вклад в интеграл будут давать только боковые участ-
ки контура; в пределе большого 𝑟 длина вертикальных
участков контура может быть сколь угодно малой, бу-
дучи пропорциональна 1/𝑟. Таким образом, приходим к
правой части (4.15).

Вклад в (4.15), соответствующий отражению назад,
т.е. когда 𝜇 = −1, равен нулю, поскольку 𝑔(−1) =
0. Действительно, первое слагаемое в круглой скобке
(4.14) равно нулю, поскольку (𝑛 · 𝑛ext) = 𝜇, а второе
слагаемое равно нулю, поскольку 𝑛 ⊥ Eext,0 при 𝜇 =
±1. Для оставшегося вклада интегрирование по углу 𝜙
даёт множитель 2𝜋, поскольку интеграл определяется
окрестностью направления 𝜃 = 0. Поэтому (4.14) с учё-
том выражения для плотности падающего потока (4.8)
сводится к

𝜎 =
4𝜋

𝑘
Im
(︀
𝑓 𝑖𝑗(0) 𝑒*𝑖𝑒𝑗

)︀
. (4.16)

Равенство (4.16) составляет содержание оптической
теоремы: полное сечение рассеяния определяется мни-
мой частью амплитуды рассеяния вперёд.

4-3.2 Оптическая теорема в двумерном
случае

Пусть рассеивающее тело однородно вдоль некоторо-
го направления, представляя собой цилиндр с некото-
рым сечением. Обозначим это направление 𝑂𝑦. Пред-
положим, что падающая волна распространяется в на-
правлении 𝑂𝑧, ортогональном направлению однородно-
сти тела. В этом случае исследование рассеяния вол-
ны следует отдельно проводить для 𝑇𝐸-поляризации,
когда электрическое поле имеет только 𝑦-компоненту,
а магнитное поле лежит в ортогональной плоскости,
и для 𝑇𝑀 -поляризации, когда, наоборот, ненулевую 𝑦-
компоненту имеет только магнитное поле. Обозначим
ненулевую 𝑦-компоненту электромагнитного поля Ψ.

Асимптотическое поведение поля на далёких рассто-
яниях имеет вид

Ψ → exp
(︀
𝑖𝑘𝑧
)︀

+
𝑓√
𝑟
exp(𝑖𝑘𝑟), (4.17)

где Ψ есть 𝑦-компонента поля: для 𝑇𝐸-волны Ψ = E𝑦,
для 𝑇𝑀 -волны в Ψ = H𝑦. При выводе оптической тео-
ремы можно пользоваться уже полученным равенством
(4.14) заменой 𝑟 →

√
𝑟, в котором интегрирование про-

исходит только по одному углу 𝜃 в пределах [−𝜋, 𝜋], а
у вектора поляризации 𝑒 в случае 𝑇𝐸-волны есть толь-
ко 𝑦-компонента, т.е. ,в частности, 𝑒 всегда ортогона-
лен вектору 𝑛. Для 𝑇𝑀 -поляризации удобно переписать
(4.14) в эквивалентном виде в терминах единичного век-
тора ℎ = Hext,0/|Hext,0|, который направлен вдоль оси
𝑂𝑦. Поэтому для обеих поляризаций (4.14) сводится к

𝜎 = 𝜎𝑠 + 𝜎𝑎 = (4.18)

= −Re

𝜋̂

−𝜋

√
𝑟 d𝜃 𝑓

(︀
1 + cos 𝜃

)︀
exp

(︀
𝑖(1− cos 𝜃)𝑘𝑟

)︀
.

где cos 𝜃 = (𝑛ext ·𝑛). Интеграл (4.18) по-прежнему на-
бирается вблизи 𝜃 = 0, однако быстро осциллирующая
экспонента имеет на этот раз вид

ˆ √
𝑟 d𝜃 exp

(︂
𝑖𝑘𝑟𝜃2

2

)︂
=

√
2𝜋𝑖√
𝑘
. (4.19)

В результате приходим к тому, что аналогом (4.16) яв-
ляется

𝜎 =

√︂
8𝜋

𝑘
Im

𝑓(0)√
𝑖
. (4.20)
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§4-4. Общие свойства рассеяния света на мелких частицах

Рассмотрим общие свойства рассеяния света часто-
ты 𝜔 на частицах, размер 𝑎 которых мал по сравнению с
длиной волны света 𝜆, так что 𝑘𝑎≪ 1, где 𝑘 – волновое
число падающего света. В этом пределе основным меха-
низмом взаимодействия частицы с электромагнитным
полем является дипольное и магнито-дипольное взаи-
модействия. Мы полагаем, что окружающим простран-
ством является вакуум. Литература: Ландау и Лиф-
шиц [1982, §92].

Будем предполагать, что частицы сферически сим-
метричны. Тогда электрическая и магнитная поляризу-
емости (дипольный восприимчивости) 𝛼𝑑 и 𝛼𝑚 частицы
изотропны, так что вектор дипольного момента и поле
налетающей волны сонаправлены,

𝑑 = 𝛼𝑑 Eext, 𝜇 = 𝛼𝑚 Bext, (4.21a)

В рамках квази-статического приближения гамильтони-
ан взаимодействия между полем и частицей равен

𝑉 = −(Eext · 𝑑)− (Bext · 𝜇). (4.21b)

В терминах дипольной восприимчивости 𝛼 оптиче-
ская теорема (4.16) для дипольным образом излучаю-
щего рассеивающего центра переписывается в виде

𝜎 = 4𝜋𝑘 Im(𝛼𝑑 + 𝛼𝑚). (4.21c)

Отметим, что рассмотрение Ландау и Лифшиц [1982,
§93] верно́ только в случае, когда сечение поглощения
велико по сравнению с сечением рассеяния, 𝜎𝑎 ≫ 𝜎𝑠, в
общем же случае верно́ соотношение (4.21c).

Зная дипольную восприимчивость, можно также от-
дельно вычислить сечение рассеяния, воспользовавшись
выражением для интенсивности гармонически колеблю-
щегося дипольного момента:

𝜎𝑠 =
2𝜋

𝑐 |Eext,0|2
4𝜔4

(︀
|𝑑|2 + |𝜇|2

)︀
3𝑐3

=

=
8𝜋

3

𝜔4
(︀
|𝛼𝑑|2 + |𝛼𝑚|2

)︀
𝑐4

. (4.21d)

4-4.1 Резонансное электро-дипольное
рассеяние

Теперь рассмотрим более подробно случай, когда до-
минирующим является электро-дипольное рассеяние.
Случай доминирующего магнито-дипольного излучения
рассматривается аналогично.

Установим некоторые общие свойства рассеивания
волн на резонансных частицах: будем интересоваться
случаем, когда частота падающей волны близка к ча-
стоте 𝜔0 некоторого резонанса частицы, который может
быть возбуждён электрическим полем падающей вол-
ны. Пока величина отстройки 𝛿𝜔 = 𝜔 − 𝜔0 не велика,

дипольная восприимчивость может быть представлена
в виде

𝛼 = 𝐵𝑎3 − 𝐴𝜔2
0𝑎

3

𝜔2 − 𝜔2
0 + 2𝑖𝛾𝜔

, (4.21e)

где 𝐴,𝐵 – некоторые действительные безразмерные кон-
станты порядка или меньше единицы. Константа 𝛾 > 0
определяет ширину резонанса; для определённости мы
предполагаем его хорошую добротность, так что 𝛾 ≪
𝜔0. Структура знаменателя в (4.21e) выбрана таким об-
разом, чтобы обеспечить принцип причинности и дей-
ствительность величины 𝛼(𝜏) во временно́м представле-
нии, см. (7.9b,7.1g) соответственно. Константа 𝐴 долж-
на быть положительной, 𝐴 > 0, для того, чтобы обеспе-
чить положительность мнимой части восприимчивости
𝛼. Величина 𝐵 соответствует вкладу от всех прочих ре-
зонансов и может считаться константой, пока отстройка
𝛿𝜔 мала по сравнению с расстоянием до другого бли-
жайшего резонанса.

В ситуации общего положения константы 𝐴,𝐵 име-
ют одинаковый порядок, поэтому вблизи резонанса
𝛿𝜔 = 𝜔−𝜔0 ≪ 𝜔0 первым слагаемым можно пренебречь,
положив 𝐵 = 0. Тогда дипольная восприимчивость мо-
жет быть записана в более простом виде

𝛼 = − (𝐴/2)𝜔0

𝛿𝜔 + 𝑖𝛾
𝑎3. (4.21f)

4-4.1.1 Сложение скоростей затухания

Второе слагаемое в правой части (4.21e) означает, что
существует вклад в полный дипольный момент части-
цы, который удовлетворяет уравнению гармонических
колебаний с затуханием

𝜕2𝑡 𝑑+ 𝜔2
0𝑑+ 𝛾𝜕𝑡𝑑 = 𝐴𝜔2

0𝑎
3Eext (4.21g)

Из этого уравнения следует, что ширина резонанса есть
то же самое, что скорость затухания свободных гармо-
нических колебаний дипольного момента на резонанс-
ной частоте.

Существует по крайней мере два источника затуха-
ния амплитуды колебаний. Во-первых, энергия колеба-
ний может излучаться путём дипольного излучения. Во-
вторых, эта энергия может поглощаться внутри части-
цы, переходя в тепло. Поскольку эти два механизма дис-
сипации являются независимыми, то скорости дисси-
пации подчиняются закону сложения: полная скорость
диссипации содержит два вклада,

𝛾 = 𝛾loss + 𝛾rad.

Поглощение частицей энергии падающей волны соот-
ветствует части 𝛾loss и сечению поглощения 𝜎𝑎; величи-
на этого поглощения определяется внутренними свой-
ствами частицы. Переизлучение электромагнитной вол-
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ны частицей не зависит от внутренних свойств части-
цы, оно даёт вклад 𝛾rad и соответствует сечению рассе-
яния 𝜎𝑎.

4-4.1.2 Сечение рассеяния

Вычислим вклад 𝛾rad в ширину резонанса, вызываемого
рассеянием света. Для этого предположим, что частота
падающей монохроматической волны совпадает с часто-
той резонанса частицы, 𝜔 = 𝜔0, а внутренние потери в
частице отсутствуют, 𝛾loss = 0. В этом случае дипольная
восприимчивость 𝛼 = 𝑖𝐴𝜔0𝑎

3/2𝛾rad, а полное сечение и
сечение рассеяния совпадают, 𝜎 = 𝜎𝑠. Вычисляя полное
сечение двумя способами — через излучение (4.21d) и
через оптическую теорему (4.21c), — находим, что пол-
ное сечение 𝜎max, дипольная восприимчивость и ширина
𝛾rad резонанса равны:

𝜎max =
3𝜆2

2𝜋
, 𝛼 =

3𝑖

2

1

𝑘3
, 𝛾rad =

1

3
𝐴𝜔0(𝑘𝑎)

3.

(4.21h)
В частности, мы видим, что сечение рассеяния опреде-
ляется длиной волны, а не размером частицы, и потому
оказывается значительно больше её геометрического се-
чения 𝜋𝑎2. Наконец, посчитаем добротность резонанса
в этом случае:

𝑄max =
𝜔0

𝛾rad
=

3

𝐴

1

(𝑘𝑎)3
≫ 1. (4.21i)

4-4.1.3 Взаимодействие частиц со светом в раз-
личных экспериментальных ситуациях

Теперь восстановим потери внутри частицы и исследуем
параметры рассеяния и поглощения. Предположим, что
мы рассматриваем рассеяние и прохождение световой
волны через прозрачную среду, в которой случайным
образом раскиданы рассматриваемые рассеиватели, за-
полняющие малую долю общего объёма. Примером мо-
гут служить коллоидные растворы взвешенных частиц.

𝜔

𝜎

𝜔0

Рис. 4.5 Вклады резонансного вклада в сечение
взаимодействия при разных (различающихся в 3 раза)
добротностях резонанса. Площади под кривыми равны

друг другу.

Положим, как это часто бывает на практике, что
внутренние потери доминируют, так что полная ши-

рина резонанса 𝛾 ≫ 𝛾rad. Учтём также возможную от-
стройку частоты падающей волны от резонанса, пола-
гая 𝛿𝜔 ̸= 0. Сечение взаимодействия (4.21c) и сечения
рассеяния (4.21d) в условиях резонанса, когда 𝛿𝜔 = 0,
равны

𝜎 =
𝜋𝐴 · 𝑘𝑎 · 𝜔0𝛾

(𝛿𝜔)2 + 𝛾2
𝑎2 =

𝛾rad 𝛾

(𝛿𝜔)2 + 𝛾2
𝜎max, (4.21j)

𝜎𝑠 =
2𝜋𝐴2 · (𝑘𝑎)4 · 𝜔2

0

3
(︀
(𝛿𝜔)2 + 𝛾2

)︀ 𝑎2 =
𝛾2rad

(𝛿𝜔)2 + 𝛾2
𝜎max,

то есть малы по сравнению с теоретически максимально
возможным сечением рассеяния 𝜎max.

Предположим, что рассеиваемая световая волна яв-
ляется монохроматической и её частота находится в ре-
зонансе, 𝛿𝜔 = 0. В соответствии с нашими выводами,
при увеличении внутренних потерь интенсивность про-
шедшей волны возрастает, тогда как интенсивность рас-
сеянной волны падает. Возрастание коэффициента про-
хождения называют эффектом просветления.

Пусть теперь на частице рассеивается белый свет со
спектральной шириной Δ, большой по сравнению с ши-
риной резонанса, но малой по сравнению с расстоянием
по частоте до соседнего резонанса. Усреднённое сечение
взаимодействия равно

𝜎 =
1

Δ

ˆ
𝜎(𝛿𝜔) d𝛿𝜔 =

𝜋𝛾rad
Δ

𝜎max, (4.21k)

то есть не зависит от ширины резонанса. Сечение рас-
сеяния

𝜎𝑠 =
𝜋𝛾2rad
Δ𝛾

𝜎max, (4.21l)

то есть уменьшается обратно пропорционально внут-
ренним потерям. Таким образом, полная интенсивность
прошедшего света (уже не белого) не изменяется при
увеличении потерь, тогда как интенсивность рассеянно-
го света уменьшается.

4-4.2 Задачи

• Задача 1: Определите сечение рассеяния электро-
магнитной волны с частотой 𝑓 = 1МГц на стеклянном
эллипсоиде вращения (диэлектрическая проницаемость
стекла на этой частоте 𝜀 = 3.75). Волна линейно поля-
ризована. Главная ось эллипсоида лежит в плоскости,
ортогональной направлению распространения волны и
повёрнута на угол 𝜑 = 𝜋/6 относительно направления
электрического поля волны. Длина главной полуоси эл-
липсоида равна 𝑏 = 2 см, длина малой полуоси равна
𝑎 = 1 см. Указание: Введите декартову систему коор-
динат 𝑂𝑥𝑦𝑧, у которой ось 𝑂𝑧 сонаправлена волновому
вектору падающей волны, а ось 𝑂𝑥 направлена по глав-
ной оси эллипсоида.
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4-4.2.1 Рассеяние на хорошо проводящем шаре

• Задача 2: Вычислить сечение рассеяния 𝜎 мо-
нохроматической электромагнитной волны идеально-
проводящим шаром. Радиус шара 𝑎 мал по сравнению с
длиной волны 𝜆.

На шаре волной будут индуцироваться дипольный 𝑑
и магнитодипольный 𝜇 моменты. Для определения ве-
личины этих моментов надо полагать, что распределе-
ние полей вблизи шара является квази-стационарным,
а поле падающей волны однородно в пространстве. За-
дача об электро-дипольном моменте решена в рамках
рассмотрения электростатики, см. Пункт 2-1.1. В нашем
случае мы должны устремить 𝜀 → ∞ в (2.6), получив
электро-дипольную восприимчивость

𝛼𝑑 = 𝑎3. (4.22a)

При этом на поверхности шара касательное электриче-
ское поле равно нулю, как и должно быть на поверхно-
сти идеального металла (4.5p). Наведённый магнитоди-
польный момент 𝜇 сонаправлен магнитному полю и по
амплитуде должен быть таков, чтобы нормальная ком-
понента магнитного поля была равно нулю,

B = B0 +
3(𝑛 · 𝜇)𝑛− 𝜇

𝑟3
,

B𝑛

⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0 ⇒ 2𝜇

𝑎3
+B0 = 0. (4.22b)

Значит,

𝑑 = 𝑎3E0, 𝜇 = −𝑎
3

2
B0. (4.22c)

Воспользовавшись выражением (4.21d) для сечения рас-
сеяния (сечение поглощения равно нулю) через электро-
и магнито-дипольную восприимчивости, получаем

𝜎 =
10𝜋

3
(𝑘𝑎)4𝑎2. (4.22d)

Отметим, что вклад в сечение магнито-дипольной вос-
приимчивости в 4 раза меньше, чем дипольной воспри-
имчивости. Вычислим также поля на поверхности ша-
рика:

E = 3(E0 · 𝑛)𝑛, B =
3

2

(︀
B0 − (B0 · 𝑛)𝑛

)︀
. (4.22e)

• Задача 3: Вычислить сечение поглощения 𝜎𝑎 мо-
нохроматической электромагнитной волны проводящим
шаром с малым поверхностным импедансом 𝜁 = 𝜁 ′+ 𝜁 ′′.
Радиус шара 𝑎 мал по сравнению с длиной волны 𝜆, но
велик по сравнению с глубиной скин-слоя 𝛿, 𝛿 ≪ 𝑎≪ 𝜆.

§4-5. Рассеяние на мелких сферических частицах

Здесь мы рассматриваем рассеяние плоской электро-
магнитной волны на сферической частице, размер кото-
рой 𝑎 мал по сравнению с длиной волны в окружающем
пространстве, так что

𝑘𝑎≪ 1, or 𝜆≫ 𝑎, 𝜆 =
2𝜋

𝑘
. (4.23)

В этом случае, с одной стороны, применима теория, раз-
витая в Пункте 4-4 для рассеяния на частицах малого
размера. С другой стороны, сферическая геометрия до-
пускает полное математическое исследование задачи.

Вдали от резонансов сечения рассеяния и поглоще-
ния определяются размером частицы. Если в материале
частицы не происходит поглощения (например, матери-
алом является прозрачный диэлектрик или идеальный
металл), то сечение поглощения равно нулю, а сечение
рассеяния оценивается как 𝜎𝑠 ∼ (𝑘𝑎)4𝑎2, поскольку ди-
польная восприимчивость 𝛼𝑑 ∼ 𝑎3, см. Пункт 4-4.2.1.
Учтём теперь потери для случая металлической части-
цы, когда глубина скин-слоя 𝛿 мала по сравнению с её
размерами, 𝛿 ≪ 𝑎. Тогда сечение поглощения 𝜎𝑎 ∼ 𝜁 ′𝑎2,
где 𝜁 ′ — действительная часть поверхностного импедан-
са, см. Пункт 4-5.3. Эта оценка следует из того, что рас-
пределение магнитного поля вокруг частицы будет по-
чти совпадать с распределением для случая идеального

металла. В случае же идеального металла магнитное по-
ле огибает частицу, так что его значение на поверхности
оказывается порядка его амплитуды в падающей волне.

Перейдём к резонансным эффектам. На частицах
малого размера могут быть два сорта резонансных яв-
лений. В первом случае, разобранном в Пунктах 4-5.1.4,
4-5.2.2, материал частицы представляет собой прозрач-
ный оптически плотный диэлектрик, так что его по-
казатель преломления велик, n ≫ 1. Резонансные явле-
ния возникают, когда длина волны в материале частицы
становится сравнимой или меньше диаметра частицы,
n𝑘𝑎 ≳ 𝜋. Качественно, этот тип резонанса можно опи-
сать следующим образом. В силу большого показателя
преломления происходит почти полное внутреннее отра-
жение волны, возбуждённой внутри шара. При опреде-
лённом размере частицы достигается условие существо-
вания резонансной моды внутри шара, то есть интерфе-
ренция переотражённой волны с исходной оказывается
положительной. Эта мода соответствует гармоническим
колебаниям, в процессе которых полная энергия перехо-
дит из энергии электрического и в энергию магнитного
полей и обратно.

Во втором случае, разобранном в Пункте 4-5.2.4, ре-
зонанс достигается на металлических частицах с низки-



51 ПРОГРАММА КУРСА

ми потерями на частотах ниже плазмонной на некото-
рый числовой фактор порядка единицы. Длина волны
(точнее, глубина проникновения 𝛿) в металле должна
быть велика по сравнению с размерами частицы, 𝛿 ≫ 𝑎.
В этом пределе для самого интересного случая диполь-
ной моды возможно воспользоваться выражением для
дипольной восприимчивости частицы (4.29). Резонанс-
ное поведение в (4.29) обнаруживается при стремле-
нии диэлектрической проницаемости 𝜀 к значению −2.
Помимо металлов, подходящим материалом может для
такого рода резонанса быть, например, диэлектрик на
частоте, несколько выше резонансной фононной часто-
ты. Резонансное значение диэлектрической проницае-
мости 𝜀𝑟𝑒𝑠 = −2 определяется сферической формой
частицы, для вытянутых частиц резонансное значени-
ем диэлектрической проницаемости оказывается чис-
ленно другим. Резонансная мода соответствует гармо-
ническим колебаниям, при которых потенциальной и
кинетической энергиям соответствуют энергия электри-
ческого поля и кинетическая энергия электронов в ме-
талле (или, для фононного резонанса — колебательная
энергия кристаллической решётки).

Всюду в этом параграфе мы предполагаем, что ком-
плексная амплитуда поля падающей волны есть

E0𝑒
𝑖𝑘𝑧−𝑖𝜔𝑡, H0𝑒

𝑖𝑘𝑧−𝑖𝜔𝑡, (4.24a)

а частица находится в начале координат. Ввиду сфери-
ческой симметрии задачи мы будем пользоваться сфе-
рическими координатами {𝑟, 𝜃, 𝜙}. Поле удовлетворяет
волновым уравнениям

rot rotE = 𝜀𝑘2E,

𝜀 rot
1

𝜀
rotH = [H × 𝑔]−ΔH = 𝜀𝑘2H.

(4.24b)

где логарифмический градиент диэлектрической прони-
цаемости 𝑔 = grad ln 𝜀 направлен по радиусу, 𝑔 ‖ 𝑟. В
операторе Лапласа удобно выделить радиальную и уг-
ловую части,

Δ =
1

𝑟
𝜕2𝑟𝑟 +

1

𝑟2
Δ𝑎, (4.24c)

где Δ𝑎 есть оператор Бельтрами-Лапласа на поверхно-
сти сферы единичного радиуса.

Исчерпывающее математическое исследование рас-
сеяния электромагнитной волны на однородном шаре
впервые было произведено начале XX века Густавом
Ми [Mie, 1908] и систематически изложена в [Bohren и
Huffman, 2008]. Хотя здесь мы рассматриваем только
электро-дипольный и магнито-дипольный каналы рас-
сеяния, изложение Пунктов 4-5.1 и 4-5.2 допускает пря-
мое обобщение на поиск амплитуд рассеяния для любой
угловой гармоники, т.е. изложены общие принципы по-
строения теории Ми. Теория рассеяния на сферических
частицах малого размера вдали от резонансных явле-
ний хорошо изложена в [Ландау и Лифшиц, 1982, §92].
Рассмотрение этого параграфа включает в том числе и
резонансное рассеяние на таких частицах.

4-5.1 Магнито-дипольное рассеяние
Пусть материал сферической частицы имеет диэлек-
трическую проницаемость 𝜀 и не обладает магнитны-
ми свойствами. В этом пункте мы исследуем рассеяние
на такой частице в магнито-дипольном канале. Пусть
комплексная амплитуда колебаний магнитного диполя
частицы равна 𝜇, так что физический дипольный мо-
мент равен 2Re

(︀
𝜇 𝑒−𝑖𝜔𝑡

)︀
. Из соображений симметрии

следует, что магнито-дипольный момент должен быть
пропорционален амплитуде магнитного поля в падаю-
щей волне,

𝜇 = 𝛼𝑚 H0, (4.25a)

где магнитная поляризуемость 𝛼𝑚 подлежит нахожде-
нию.

4-5.1.1 Пространственная структура поля с
магнитной симметрией

Установим структуру поля вне и внутри частицы.
Искомая часть электромагнитного поля, обладающая
магнито-дипольной симметрией, во всём пространстве
задаётся параметризацией

H = − 𝑖

𝑘
rot rot(𝑟𝜒), E = − 1

𝜀 𝑘2
rot(𝑟Δ𝜒), (4.25b)

Выражение для электрического поля E мы получили из
выражения для H с использованием уравнению Макс-
велла rotH = −𝑖𝑘E и тождества Δrot(𝑟𝜒) = rot(𝑟Δ𝜒).
Из определения (4.25b) следуют равенства

𝑖𝑘H = −𝑟Δ𝜒+ grad 𝜕𝑟(𝑟𝜒). (4.25c)

Проекции этого уравнения на 𝑛 и на плоскость, нор-
мальную к 𝑛, дают

𝑖𝑘H𝑟 = −1

𝑟
Δ𝑎𝜒, 𝑖𝑘𝛿𝑖𝑗⊥ H𝑗 = 𝛿𝑖𝑗⊥ 𝜕𝑗𝜕𝑟(𝑟𝜒), (4.25d)

где оператор Лапласа на сфере единичного радиуса Δ𝑎

определён в (4.24c), а 𝛿𝑖𝑗⊥ = 𝛿𝑖𝑗 − 𝑛𝑖𝑛𝑗 есть проектор на
плоскость, ортогональную радиальному направлению.
Из выражений (4.25d), в частности, следует, что нуле-
вая угловая гармоника в 𝜒 не вносит вклада в магнитное
поле (так и должно быть), поэтому амплитуду нулевой
гармоники в 𝜒 можно считать равной нулю.

Установим волновое уравнение на 𝜒. Проекция на
радиальное направление волнового уравнения на H
(4.24b) есть

−
(︀
ΔH

)︀𝑟
= 𝜀𝑘2H𝑟 or rot

(︀
𝑟(𝜀𝑘2𝜒+Δ𝜒)

)︀
= 0. (4.25e)

Таким образом, скалярная функция 𝜒 удовлетворяет
волновому уравнению,(︀

Δ+ 𝜀𝑘2
)︀
𝜒 = 0 (4.25f)

во всём пространстве. Отсутствие пространственных
производных от 𝜀 в (4.25f) соответствует тому, что элек-
трическое поле не имеет радиальной компоненты, E ⊥
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𝑛, поэтому оно бездивергентно, divE = 0. Например,
так же обстоит дело в TE-модах в плоски волноводах,
см. § 5-5, что приводит к аналогичному волновому урав-
нению (5.17b).

Если зависимость 𝜀(𝑟) имеет скачок, то на границе
раздела непрерывность потенциала и его производной

𝜒, 𝜕𝑟𝜒. (4.25g)

следует из условия непрерывности на границе раздела
всех компонент магнитного поля (4.25d) или же непо-
средственно из волнового уравнения (4.25f).

На близких расстояниях 𝑘𝑟 ≪ 1 вне частицы маг-
нитное поле можно в главном приближении считать по-
тенциальным, H ≈ − gradΦ𝐻 c магнито-дипольным по-
тенциалом, равным

Φ𝐻 =
𝑖

𝑘
𝜕𝑟(𝑟𝜒). (4.25h)

Это равенство следует из точного выражения для маг-
нитного поля (4.25c), в котором мы пренебрегли первым
слагаемым, поскольку оно является малой поправкой
порядка (𝑘𝑟)2 ≪ 1, что следует из волнового уравне-
ния (4.25b).

Сферически-симметричными решениями волнового
уравнения (4.25f) в случае однородной сферической ча-
стицы являются (нас интересует регулярное решение
внутри и расходящаяся волна вне частицы)

in: 𝑓𝑖(n𝑘𝑟) =
sin(n𝑘𝑟)

n𝑘𝑟
. out: 𝑓𝑜(𝑘𝑟) =

exp(𝑖𝑘𝑟)

𝑘𝑟
,

(4.25i)
где n =

√
𝜀 есть в данном случае комплексный показа-

тель преломления. Сами по себе решения (4.25i) физи-
чески не интересны, поскольку они приводят к нулевому
электромагнитному полю (4.25b). Из них, однако, воз-
можно получить физически интересные решения путём
пространственного дифференцирования.

4-5.1.2 Магнито-дипольный канал рассеяния

Магнитно-дипольный канал рассеяния описывается по-
тенциалом 𝜒 с угловым моментом 𝑙 = 1. Это видно,
например, из выражения (4.25h) для потенциала маг-
нитного поля Φ𝐻 , поскольку потенциял магнитного ди-
поля есть как раз сферическая гармоника с 𝑙 = 1. Из
сферически-симметричных решений (4.25i) решения с
нужной угловой симметрией строятся путём однократ-
ного (поскольку 𝑙 = 1) действия оператора градиента ∇:

𝜒in = − 3𝑖

2𝜀𝑘
(H0 ·𝑛)𝐻 𝜕𝑟𝑓𝑖(n𝑘𝑟), (4.25j)

𝜒out = −𝑖𝑘2(𝜇·∇)𝑓𝑜(𝑘𝑟) =

= −𝑖𝑘2(H0 ·𝑛)𝛼𝑚 𝜕𝑟𝑓𝑜(𝑘𝑟), (4.25k)

где 𝐻 — отношение комплексной амплитуды поля в
центре шарика к амплитуде внешнего поля, см. ниже

(4.25n,4.25o). Для того, чтобы убедиться в правильности
коэффициента пропорциональности в (4.25k), заметим,
что оно вместе с соотношением (4.25h) означает, что по-
тенциал магнитного поля Φ𝐻 вне частицы и вблизи неё
равен

Φ𝐻 = −(𝜇·∇)
1

𝑟
, (4.25l)

как и должно быть по определению (4.25a).
Вклад в (𝑙 = 1)-гармонику потенциала 𝜒 (4.25b) от

падающей волны имеет вид

𝜒ext = 𝐶
(︀
H0 ·∇

)︀
𝑓𝑖(𝑘𝑟) = 𝐶(H0 ·𝑛)𝜕𝑟𝑓𝑖(𝑘𝑟). (4.25m)

Обратим внимание, что в (4.25m) была взята именно
стоячая волна (т.е. функция 𝑓𝑖, а не функция 𝑓𝑜 (4.25i)),
поскольку падающая волна не создаёт потока к/от цен-
тра. Вблизи начала координат потенциал 𝜒ext (4.25m)
задаёт однородное магнитное поле согласно (4.25b), ко-
торое должно быть равно H0

𝜒ext ≈ −𝐶𝑘
2

3
(H0 ·𝑟), H ≈ 2𝑖𝑘

3
𝐶H0 = H0. (4.25n)

Таким образом, 𝐶 = −3𝑖/2𝑘, то есть

𝜒ext = − 3𝑖

2𝑘
(H0 ·𝑛)𝜕𝑟𝑓𝑖(𝑘𝑟). (4.25o)

В нашем случае при написании граничных условий
(4.25g) следует учесть, что потенциал внутри есть 𝜒in

(4.25j), а снаружи потенциал равен сумме 𝜒out + 𝜒ext

(4.25k,4.25o). Сформулированная задача в терминах по-
тенциала 𝜒 идентична задаче о рассеянии квантовой ча-
стицы сферически-симметричной потенциальной ямой с
прямоугольными стенками радиуса 𝑎 в 𝑝-канале; масса
частицы равна единице, её энергия равна 𝑘2/2, а глуби-
на потенциала есть (𝜀− 1)𝑘2/2.

Граничные условия (4.25g) на решениях
(4.25j,4.25k), записанные в виде

−𝑖𝑘−3
(︀
𝜒in − 𝜒out

)︁
= − 𝑖𝑘−3𝜒ext

−𝑖𝑎𝑘−3𝜕𝑟
(︀
𝜒in − 𝜒out

)︁
= − 𝑖𝑎𝑘−3𝜕𝑟𝜒ext,

приводит к системе уравнений

ℳ̂

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
3𝐻/2n𝑏2𝑘3

𝛼𝑚𝑒
𝑖̃︀𝑎̃︀𝑎2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ = (4.25p)

=
3

2𝑘3

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(siñ︀𝑎− ̃︀𝑎 cos̃︀𝑎)/̃︀𝑎2

(̃︀𝑎2 − 2) siñ︀𝑎+ 2̃︀𝑎 cos̃︀𝑎̃︀𝑎2
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭→ ̃︀𝑎

2𝑘3

⎧⎪⎪⎩1
1

⎫⎪⎪⎭ .

В процессе выкладок мы, в частности, помножили обе
части уравнения на 𝑖, нижнюю строчку домножили на̃︀𝑎 = 𝑘𝑎, и ввели ещё один безразмерный параметр 𝑏 =
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n 𝑘𝑎. Последний переход в (4.25p) совершён в пределе̃︀𝑎≪ 1. Матрица ℳ̂ равна

ℳ̂ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
sin 𝑏− 𝑏 cos 𝑏 −1 + 𝑖̃︀𝑎
(𝑏2 − 2) sin 𝑏+ 2𝑏 cos 𝑏 2− 2𝑖̃︀𝑎− ̃︀𝑎2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . (4.25q)

Левый столбец в матрице (4.25q), как и должно быть,
подобен столбцу в правой части уравнения (4.25p) с за-
меной 𝑏↔ ̃︀𝑎.
4-5.1.3 Пренебрежение переизлучением

Будем считать, что излучение несущественно, при этом
шар мал по сравнению с длиной волны падающего излу-
чения, 𝑘𝑎≪ 1, диэлектрическая проницаемость велика,
|𝜀| ≫ 1, и мы находимся вдали от резонансов, смотри ни-
же Пункт 4-5.1.4. Тогда волновые свойства электромаг-
нитного поля следует учитывать только внутри шара, а
снаружи ограничиться квази-статическим приближени-
ем и, соответственно, не учитывать переизлучение, про-
изводимое шаром. Это означает, что в выражении для
матрицы ℳ̂ (4.25q) следует положить ̃︀𝑎 → 0, а в са-
мом уравнении (4.25p) столбец в правой части взять в
линейном по ̃︀𝑎 приближении. Решением (4.25p) в этом
пределе является

𝛼𝑚 =
𝑎3

2

(︂
3

(n 𝑘𝑎)2
− 1− 3

n 𝑘𝑎
ctg(n 𝑘𝑎)

)︂
. (4.26a)

В пределе малой глубины скин-слоя по сравнению с ра-
диусом частицы, когда Im(n 𝑘𝑎) ≫ 1 и положительно,
так что ctg(n 𝑘𝑎) = −𝑖, магнитная поляризуемость

𝛼𝑚 = −𝑎
3

2

(︂
1− 3𝑖

n 𝑘𝑎

)︂
, (4.26b)

что уточняет результат решения о рассеянии на идеаль-
но проводящем шаре (4.22c) для большого, но конеч-
ного 𝜀 и даёт возможность вычислить мнимую часть
магнито-дипольной поляризуемости. Отметим, что вы-
ше в Пункте 4-4.2.1 мнимая часть в (4.26c) была получе-
на технически более простым путём через вычисление
поглощения в скин-слое.

В пределе же малого размера шара n 𝑘𝑎≪ 1 получа-
ем непосредственно из (4.25p)

𝛼𝑚 =
(𝜀− 1)(𝑘𝑎)2𝑎3

30
. (4.26c)

Вклад в (4.26c), пропорциональный 𝜀, может быть по-
лучен из (4.26a) путём выделения асимптотики при
n 𝑘𝑎≪ 1.

4-5.1.4 Резонанс на диэлектрическом шаре

Магнито-дипольный резонанс на диэлектрической гра-
нуле становится хорошо выраженным, если показатель
преломления n материала шарика велик, n ≫ 1, тогда

размер шарика оказывается значительно меньше длины
волны в окружающем пространстве, 𝑎 ∼ 𝜆/n. При этом
показатель поглощения должен быть мал, k ≪ 1.

Рис. 4.6 Качественное изображение структуры
электромагнитного поля для магнито-дипольной моды.

Рисунок взят из [Kuznetsov и др., 2012].

В предположении резонанса и высокого показателя
преломления параметры 𝑏 = n𝑘𝑎 ∼ 1, ̃︀𝑎 = 𝑘𝑎 ≪ 1. Если
положить ̃︀𝑎 = 0 (что соответствует пренебрежению по-
терями на излучение), то условие резонанса приводит к
простому уравнению

detℳ̂ = 0 : sin 𝑏 ≡ sin(n𝑘𝑎) = 0. (4.27a)

Магнито-дипольная восприимчивость (4.26a), вычис-
ленная в пределе ̃︀𝑎 = 0, в точках (4.27a) обращается в
бесконечность. Условием самого первого резонанса яв-
ляется

𝑏𝑟𝑒𝑠 = 𝜋, or 𝜆 = 2n𝑎. (4.27b)

Точное уравнение detℳ̂ = 0 для (4.25q) выглядит
следующим образом:

ñ︀𝑎 cos(ñ︀𝑎) + (︀−1 + (1− 𝑖̃︀𝑎)n2)︀ sin(ñ︀𝑎) = 0. (4.27c)

Учтём конечность размера гранулы, записав прибли-
жённое по малому параметру ̃︀𝑎 условие резонанса, уточ-
нив таким образом (4.27b):

𝑏𝑟𝑒𝑠 = 𝜋 − ̃︀𝑎2 + 𝑖̃︀𝑎3
𝜋

. (4.27d)

Теперь положим, что есть небольшая отстройка по ча-
стоте, так что 𝑏 = 𝑏′𝑟𝑒𝑠+ 𝛿𝑏, где 𝑏′𝑟𝑒𝑠 есть действительная
часть (4.27d). Решением (4.25p) является

𝛼𝑚 = − 3/2

𝜋 𝛿𝑏/𝑎3 + 𝑖𝑘3
, 𝐻 =

𝜋n

𝜋 𝛿𝑏/̃︀𝑎3 + 𝑖
, (4.27e)

сравни с (4.21f). Если внутренние потери равны нулю,
k = 0, то в резонансе достигается 𝛿𝑏 = 0, и

𝜇 =
3𝑖

2𝑘3
H0, 𝜎max =

3𝜋

2𝑘2
, 𝐻 = −𝑖𝜋n, (4.27f)

где 𝜎max — сечение рассеяния в резонансе, сравни с
(4.21h). Будем считать, что дисперсия коэффициента
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преломления n вблизи резонанса несущественна, то есть
𝛿𝑏 = n𝑎 · 𝛿𝑘. Тогда добротность резонанса (4.21i) равна

𝑄 =
n3

𝜋
. (4.27g)

4-5.2 Электро-дипольное рассеяние
Проведя исследование в магнитно-дипольном канале в
Пункте 4-5.1, перейдём к исследованию рассеяния в
электро-дипольном канале. Комплексная амплитуда ко-
лебаний электрического диполя частицы равна 𝑑, так
что физический момент равен 2Re

(︀
𝑑 𝑒−𝑖𝜔𝑡

)︀
. Электро-

дипольный момент должен быть пропорционален ам-
плитуде электрического поля в падающей волне,

𝑑 = 𝛼𝑑 E0. (4.28a)

Электрическая поляризуемость 𝛼𝑑 зависит от частоты,
размера частицы и диэлектрической проницаемости её
материала.

4-5.2.1 Пространственная структура поля с
электрической симметрией

По аналогии с (4.25b), определим поля через потенци-
ал 𝜂:

E = − 𝑖

𝜀𝑘
rot rot(𝑟𝜂), H = − rot(𝑟𝜂). (4.28b)

Уравнение Максвелла (1.9a) оказывается автоматиче-
ски удовлетворённым. Отсюда, в частности, следует, что
магнитное поле тангенциально, H ⊥ 𝑛. Для того, чтобы
определить волновое уравнение на 𝜂, запишем уравне-
ние Максвелла (1.9b)

rotE = 𝑖𝑘H. (4.28c)

В нём ненулевыми являются только тангенциальные
компоненты, так что это уравнение может быть при-
ведено к виду

[𝑛×∇]

(︂
1

𝜀
Δ𝜂 − 𝜕𝑟𝜀

𝜀2
𝜕𝑟
(︀
𝑟𝜂
)︀
+ 𝑘2𝑟𝜂

)︂
= 0. (4.28d)

Производная по углу [𝑛×∇] может быть снята, посколь-
ку мы не должны рассматривать однородные по углу
решения. Поэтому искомым волновым уравнением яв-
ляется

𝜕𝑟
1

𝜀
𝜕𝑟(𝑟𝜂) +

1

𝜀𝑟2
Δ𝑎(𝑟𝜂) + 𝑘2(𝑟𝜂) = 0. (4.28e)

Полученное уравнение (4.28e) соответствует уравнению
на TM-моды в плоском волноводе (5.18a), поскольку в
рассматриваемой задаче рассеяния магнитное поле так-
же тангенциально направлению изменения диэлектри-
ческой проницаемости.

Если диэлектрическая проницаемости 𝜀(𝑟) испыты-
вает скачок на поверхности частицы, при 𝑟 = 𝑎, то из

волнового уравнения (4.28e) следует, что на поверхности
должны быть непрерывны комбинации

𝜂,
𝜕𝑟(𝑟𝜂)

𝜀
, (4.28f)

сравни с (4.25g).
Вне частицы, на расстояниях, малых по сравнению с

длиной волны в окружающем пространстве, для описа-
ния структуры электромагнитного поля в главном по-
рядке по малому параметру 𝑘𝑎 можно пренебречь эф-
фектами запаздывания. Если вблизи гранул доминиру-
ет электрическое поле, т.е. верно квази-статическое при-
ближении, то для описания электрического поля можно
ограничиться потенциалом поля Φ, E = − gradΦ. Выра-
жения для потенциала

Φ =
𝑖

𝑘
𝜕𝑟(𝑟𝜂), (4.28g)

сравни с (4.25h).

4-5.2.2 Электро-дипольный канал рассеяния

По аналогии с (4.25o) заключаем, что вклад в угловую
гармонику 𝑙 = 1 от падающей волны в потенциал 𝜂 ра-
вен

𝜂ext = − 3𝑖

2𝑘
(E0·∇)𝑓𝑖(𝑘𝑟) = − 3𝑖

2𝑘
(E0·𝑛) ·𝜕𝑟𝑓𝑖(𝑘𝑟), (4.28h)

где, напомним, функция 𝑓𝑖(𝑧) определена в (4.25i). Поле
внутри частицы и индуцированное ею снаружи есть

𝜂in = 𝑖𝑘2(E0 ·𝑛)𝐵 · 𝜕𝑟𝑓𝑖(n𝑘𝑟), (4.28i)

𝜂out = −𝑖𝑘2(E0 ·𝑛)𝛼𝑑 · 𝜕𝑟𝑓𝑜(𝑘𝑟). (4.28j)

Граничные условия (4.28f) для потенциала 𝜂 отлича-
ются от граничных условий (4.25g) для потенциала 𝜒.
Поэтому изменяется как матрица ℳ̂, так и столбец в
правой части (4.25p) оказываются другие. Теперь урав-
нение имеет вид

ℳ̂

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
n𝐵/𝑏2

𝛼𝑑𝑒
𝑖̃︀𝑎̃︀𝑎2
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ =

3

2𝑘3

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(̃︀𝑎 cos̃︀𝑎− siñ︀𝑎)/̃︀𝑎2
̃︀𝑎 cos̃︀𝑎+ (̃︀𝑎2 − 1) siñ︀𝑎̃︀𝑎2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭→

→ − ̃︀𝑎
𝑘3

⎧⎪⎪⎩1/2
1

⎫⎪⎪⎭ . (4.28k)

где матрица

ℳ̂ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑏 cos 𝑏− sin 𝑏 1− 𝑖̃︀𝑎
𝑏 cos 𝑏+ (𝑏2 − 1) sin 𝑏

𝜀
1− 𝑖̃︀𝑎− 𝑎2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . (4.28l)
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4-5.2.3 Пренебрежение переизлучением

Если в матрице ℳ̂ (4.28l) положить малый параметр̃︀𝑎 → 0, то дипольная поляризуемость оказывается рав-
ной

𝛼𝑑 =

(︂
1 +

3

2(𝜀− 1)
· 𝑏 ctg 𝑏− 1 + 𝑏2

𝑏 ctg 𝑏− 1− 𝑏2/(𝜀− 1)

)︂
𝑎3.

(4.28m)
Это выражение следует сравнить с магнито-дипольной
поляризуемостью (4.26a). Обратим внимание, что если
в правой части (4.28m) при фиксированном значении 𝑏
устремить диэлектрическую проницаемость в бесконеч-
ность, 𝜀→ ∞, то мы получим электро-дипольную поля-
ризуемость идеально проводящего шара 𝛼𝑑 = 𝑎3 (4.22a).
Таким путём, однако, мы потеряем факт наличия резо-
нансов.

Первый электро-дипольный резонанс при высоком
значении показателя преломелния n ≫ 1 на диэлек-
трическом шарике определяется уравнением tg 𝑏 = 𝑏, то
есть приблизительно 𝜆 ≈ 1.4 𝑎n. Эта длина волны коро-
че, чем длина волны 𝜆 = 2 𝑎n (4.27b), на которой про-
исходит магнито-дипольный резонанс. Таким образом,
самый первый резонанс на диэлектрической частицы с
высоким показателем преломления, если двигаться из
красной области спектра, есть магнито-дипольный ре-
зонанс.

4-5.2.4 Поверхностный плазмонный резонанс
на металлической грануле

Оригинаььные работы: [Ogale, Bhoraskar и Panat, 1978]
и [Boardman и Paranjape, 1977].

Дипольный момент: в пределе малого запаздывания,
когда 𝑘𝑎≪ 1 и n 𝑘𝑎≪ 1, т.е. когда малы смещение резо-
нанса вследствие конечности размера частицы и излу-
чение, поведение дипольного момента вблизи резонанса
имеет вид

𝑑 = 𝛼E0, 𝛼 =
𝜀− 1

𝜀− 𝜀𝑟𝑒𝑠
𝑎3, (4.29)

𝜀𝑟𝑒𝑠 ≈ −2− 2

5
(𝑘𝑎)2 − 2𝑖(𝑘𝑎)3.

В главном приближении по 𝑘𝑎 выражение совпадает с
результатом рассмотрения электростатической задачи,
см. (2.6). Первая поправка в 𝜀𝑟𝑒𝑠 определяет смещение
положения резонанса вследствие конечно размера ча-
стицы. Коэффициент перед (𝑘𝑎)2 не может быть най-
ден феноменологическим путём и может быть получен
разложением знаменателя в (4.28m) по малому 𝑏 ≪ 1.
Мнимая часть поправки к 𝜀𝑟𝑒𝑠 (4.29) связана с пере-
излучением частицей электромагнитных волн и может
быть найдена согласно процедуре, описанной в Пунк-
те 4-4.1.2. Электрическое поле внутри частицы

Ein =
3𝑑

(𝜀− 1)𝑎3
=

3

𝜀− 𝜀𝑟𝑒𝑠
E0

4-5.3 Задачи

• Задача 1: Определите дипольную восприимчивость
𝛼 маленького металлического шарика вблизи плазмон-
ной частоты, если потерями на излучение можно прене-
бречь. Используйте общее выражение (2.6) для поляри-
зуемости шара в электрическом поле (т.е., пренебрегите
потерями на излучение) и модель Друде (5.32a) для ди-
электрической проницаемости металла. Сравните поло-
жение резонансной частоты с верхней границей частот-
ной области, где существуют поверхностные плазмоны.

• Задача 2: Вычислить сечения поглощения 𝜎𝑎
и рассеяния 𝜎𝑠 монохроматической электромагнитной
волны на металлическом шаре, размер которого 𝑎 мал
по сравнению с глубиной скин-слоя, 𝑎≪ 𝛿, полагая, что
частота падающей волны 𝜔 близка к резонансной часто-
те дипольной поверхностной плазмонной моды шарика.
Литература: §4-4 .

• Задача 3: Покажите, что в плазмонном резо-
нансе на малой металлической грануле средняя энер-
гия колебаний, запасённая в электрическом поле, равна
средней кинетической энергии электронов. Используй-
те общее выражение (2.6) для поляризуемости шара в
электрическом поле (т.е., пренебрегите потерями на из-
лучение) и модель Друде (5.32a) для диэлектрической
проницаемости металла в пределе малых потерь.

• Задача 4: Пусть известна формула (4.26a)
для магнитно-дипольной восприимчивости малой сфе-
рической диэлектрической частицы далеко от резонан-
сов. Рассмотрим первый резонанс, определяемый равен-
ством n𝑘𝑎 = 𝜋 (4.27b). Примем, что в материале частице
нет потерь вблизи этой частоты. Используя общую тео-
рию для резонансного поведения рассеяния на мелких
частицах, см. § 4-4 и, в частности, выражение (4.21h)
для поляризуемости в резонансе, установите поведение
поляризуемости диэлектрического шарика вблизи рас-
сматриваемого резонанса.

• Задача 5: Рассмотрим гранулу сферической
формы радиуса 𝑎, находящуюся в вакууме и имею-
щую температуру 𝑇 . Радиус гранулы мал на частоте
𝜔𝑇 = 𝑇/ℏ, соответствующей температуре,

√
𝜀𝑘𝑎 ≪ 1,

при этом задана дисперсия диэлектрической проница-
емости 𝜀(𝜔) материала частицы, а его магнитная вос-
приимчивость равна единице (предполагается, что ра-
диус гранулы всё же достаточно велик для того, что-
бы возможно было пользоваться приближением локаль-
ной связи между электрическим полем и плотностью
тока). Найти в общем виде интенсивность теплового из-
лучения гранулы на частоте, выразив её через 𝜀(𝜔). Че-
му равна характерная частота излучения, какой при-
ближённый вид принимает диэлектрическая проница-
емость на этой частоте? Найти полную интенсивность
излучения для модели Друде, в которой статическая
проводимость металла равна 𝜎. Металл немагнитный,
температура 𝑇 (измеряется в эрг) мала по сравнению с
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частотой, на которой нормальный скин-эффект перехо-
дит в аномальный, кроме того 𝑇 ≪ ℏ𝜎 и 𝑇 ≪ ℏ/𝜏 , где 𝜏
— время релаксации электронов.

Указание: Найдите гамильтониан взаимодействия
между полем электромагнитной волны и дипольным
моментом гранулы, имеющим общий вид (7.1a). За-
тем, чтобы вычислить тепловую амплитуду колебаний
электро- и магнито-дипольного моментов гранулы вос-

пользуйтесь флуктуационно-диссипационной теоремой
(7.17f) (для определения интенсивности излучения из
квадрата амплитуды колебаний надо вычесть квадрат
амплитуды квантовых флуктуаций при нулевой темпе-
ратуре). В соответствии с условием задачи, следует счи-
тать длину волны большой по сравнению с размером
гранулы.
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Глава 5

ВОЛНОВОДЫ

§5-1. Волноводы

Волноводами называются конструкции из различ-
ных материалов, вдоль которых распространяются на-
правленные электромагнитные волны, интенсивность
которых спадает при удалении от сердцевины волново-
да. Мы рассматриваем прямые волноводы, однородные
вдоль направления распространения сигнала. Вдоль
этого направления выберем ось 𝑂𝑧 декартовой системы
координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Отклик среды на электромагнитное
поле определяется диэлектрической проницаемостью 𝜀,
которая зависит только от поперечных координат, то
есть 𝜀 = 𝜀(𝑥, 𝑦) при указанном выборе системы коорди-
нат (если явно не оговорено противное, рассматриваем
немагнитные среды). Операторы градиента и Лапласа
в поперечной плоскости обозначим как

∇⊥ =

⎧⎪⎪⎩𝜕𝑥
𝜕𝑦

⎫⎪⎪⎭ , Δ⊥ = 𝜕2𝑥 + 𝜕2𝑦 . (5.1a)

Будем искать монохроматические волны, распро-
страняющиеся вдоль волновода. Для этого будем пред-
полагать, что в монохроматической волне все поля от
времени 𝑡 и продольной координаты 𝑧 зависят как

exp(−𝑖𝜔𝑡+ 𝑖𝛽𝑧), (5.1b)

где 𝛽 называется постоянной распространения. В об-
щем случае 𝛽 может иметь ненулевую мнимую часть,
что означает затухание интенсивности волны по мере её
распространения. Мы также будет обозначать волновой
вектор в пустоте на частоте волны

𝑘 = 𝜔/𝑐. (5.1c)

Целью рассмотрения является определение набо-
ра направленных мод, поддерживаемых волноводом на
данной частоте. Интерес представляют законы диспер-
сии мод 𝛽(𝜔), а также поперечная структура электро-
магнитного поля в каждой моде.

5-1.1 Уравнения Максвелла и волновые
уравнения

Геометрия волновода разделяет поперечные 𝑥, 𝑦- и про-
дольную 𝑧-координату. Поэтому прежде всего проек-
тируем уравнения Максвелла отдельно на поперечную
плоскость и на продольное направление. Векторные
уравнения Максвелла (1.14f) для поперечных компонент

с учётом зависимости (5.1b) приобретают вид

∇⊥E
𝑧 − 𝑖𝛽E⊥ = −𝑖𝜇𝑘 ϵ̂H⊥ (5.2a)

ϵ̂∇⊥H
𝑧 − 𝑖𝛽ϵ̂H⊥ = −𝑖𝜀𝑘E⊥, (5.2b)

где ϵ̂ есть оператор поворота в плоскости 𝑂𝑥𝑦 на
угол −𝜋/2,

ϵ̂H⊥ =

⎧⎪⎪⎩ 0 1
−1 0

⎫⎪⎪⎭⎧⎪⎪⎩𝐻𝑥

𝐻𝑦

⎫⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎩ H𝑦

−H𝑥

⎫⎪⎪⎭. (5.2c)

Проекции векторных уравнений Максвелла на продоль-
ное направление суть

div
(︀
ϵ̂H⊥

)︀
= −𝑖𝜀𝑘E𝑧, div

(︀
ϵ̂E⊥

)︀
= 𝑖𝜇𝑘H𝑧. (5.2d)

Мощность 𝑃 , передаваемая через всё сечение волно-
вода в продольном направлении, определяется интегра-
лом

𝑃 =
𝑐

2𝜋
Re

ˆ
d𝑥d𝑦

(︀
ϵ̂H⊥* ·E⊥

)︀
. (5.2e)

Отталкиваясь от этого равенства, определим скалярное
произведение двух, вообще говоря комплексных, попе-
речных векторных полей ϵ̂H⊥ и E⊥ следующим обра-
зом:

scalar product :

ˆ
d𝑥d𝑦

(︀
ϵ̂H⊥* ·E⊥

)︀
. (5.2f)

5-1.1.1 Параметризация поля через поперечные
компоненты

Покажем, как все компоненты поля могут быть пара-
метризованы через поперечные компоненты магнитно-
го поля H⊥. Для этого параметризуем сначала электро-
магнитное поле через вектор-потенциалом A, имеющем
ненулевыми только поперечные компоненты, A𝑧 = 0. То-
гда из определения

B = H = rotA, (5.2g)

следует, что

A⊥ = − 𝑖

𝛽
ϵ̂H⊥, H𝑧 = div

(︀
ϵ̂A⊥

)︀
=

𝑖

𝛽
divH⊥. (5.2h)
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Выражения для компонент электрического поля следу-
ют из уравнений Максвелла (5.2b,5.2d):

E⊥ =
𝛽

𝜀𝑘
ϵ̂H⊥ − ϵ̂

𝜀𝑘𝛽
∇⊥ divH⊥ = (5.2i)

=
𝑖𝛽2

𝜀𝑘
A⊥ +

𝑖 ϵ̂

𝜀𝑘
∇⊥ div

(︀
ϵ̂A⊥

)︀
,

E𝑧 =
𝑖

𝜀𝑘
div
(︀
ϵ̂H⊥

)︀
= − 𝛽

𝜀𝑘
divA⊥. (5.2j)

5-1.1.2 Волновые уравнения для поперечных
компонент поля

Волновые уравнения на электрическое и магнитное по-
ля для среды, не обладающей магнитными свойствами,
имеют вид

rot rotE = 𝜀𝑘2E, rot
1

𝜀
rotH = 𝑘2H. (5.2k)

Спроектируем волновые уравнения (5.2k) на попереч-
ную плоскость:(︁(︀

Δ⊥ + 𝜀𝑘2 − 𝛽2
)︀
− 𝑔∇𝑇

⊥

)︁
ϵ̂H⊥ = 0, (5.2l)(︁(︀

Δ⊥ + 𝜀𝑘2 − 𝛽2
)︀
+∇⊥ 𝑔𝑇

)︁
E⊥ = 0, (5.2m)

где логарифмический градиент диэлектрической прони-
цаемости

𝑔 = ∇⊥ ln 𝜀, (5.2n)

верхний индекс ‘𝑇 ’ означает транспонирование (в дан-
ном случае переводящее вектор-столбец в вектор-
строку), а производные действуют на всё, что стоит пра-
вее них. Важной характеристикой волновых уравнений
(5.2l,5.2m) является то, что в них не входят продольные
компоненты полей. Поскольку же, как показано в пунк-
те 5-1.1.1, все компоненты полей могут быть выраже-
ны через компоненты H⊥, то после того, как получено
решение уравнения (5.2l), пространственная структура
моды оказывается полностью определённой.

Дифференциальные операторы, фигурирующие в
уравнениях (5.2l,5.2m), переходят в друг друга при опе-
рации транспонирования в смысле скалярного произ-
ведения (5.2f). Если же рассматривать только среды
без поглощения, то дифференциальные операторы в
(5.2l,5.2m) являются чисто действительными, и поэто-
му операция эрмитова сопряжения также переводит эти
операторы друг в друга. Таким образом, поля моды №𝑛
E⊥

𝑛 и ϵ̂H⊥*
𝑛 , являющиеся решением этих уравнений при

𝛽2 = 𝛽2
𝑛, оказываются левыми и правыми собственными

векторами одного и того же оператора. Поскольку ве-
личину 𝛽2 в этих уравнениях следует назвать собствен-
ным значением этого оператора, то поля разных мод
ортогональны друг другу в смысле скалярного произ-
ведения (5.2f):

ˆ
d𝑥d𝑦

(︀
ϵ̂H⊥*

𝑚 ·E⊥
𝑛

)︀
= 𝛿𝑛𝑚. (5.2o)

Мы нормировали амплитуды мод на фиксированную
‘единичную мощность’. Отметим, что возможно вы-
брать чисто действительными поля E⊥

𝑛 и H⊥
𝑛 (то есть

множители при бегущей экспоненте (5.1b)) в силу дей-
ствительности операторов в (5.2l,5.2m), однако в даль-
нейшем такой выбор не предполагается реализованным.

5-1.1.3 Параметризация поля через продольные
компоненты

Теперь, наоборот, выразим все поперечные компоненты
электромагнитного поля через его продольные компо-
ненты. По-прежнему считаем среду немагнитной. Пу-
тём выбора соответствующих линейных комбинаций
(5.2a,5.2b) приходим к уравнениям

H⊥ =
−𝑖𝛽∇⊥H

𝑧 + 𝑖𝜀𝑘ϵ̂∇⊥E
𝑧

𝛽2 − 𝜀 𝑘2
, (5.2p)

E⊥ = − 𝑖𝑘ϵ̂∇⊥H
𝑧 + 𝑖𝛽∇⊥E

𝑧

𝛽2 − 𝜀 𝑘2
. (5.2q)

Теперь, подставляя (5.2p,5.2q) в скалярные уравнения
Максвелла (5.2d), получаем систему волновых уравне-
ний на E𝑧, H𝑧:

(︀
Δ⊥ − 𝛽2 + 𝜀𝑘2

)︀
E𝑧 =

𝛽2
(︀
∇⊥𝜀 · (∇⊥E

𝑧 + ϵ̂∇⊥H
𝑧)
)︀

𝜀(𝜀𝑘2 − 𝛽2)
,

(︀
Δ⊥ − 𝛽2 + 𝜀𝑘2

)︀
H𝑧 =

𝑘
(︀
∇⊥𝜀 · (𝑘∇⊥H

𝑧 + 𝛽ϵ̂∇⊥E
𝑧)
)︀

𝜀𝑘2 − 𝛽2
.

(5.2r)

5-1.2 Интегральные соотношения меж-
ду полями

Используя 𝑡- и 𝑧-зависимости для монохроматической
волны, получаем, что в усреднённой форме это уравне-
ние записывается в виде

𝛽

ˆ
d𝑥d𝑦

⎧⎪⎪⎩−E𝑦

E𝑥

⎫⎪⎪⎭ = 𝑘

ˆ
d𝑥d𝑦

⎧⎪⎪⎩ B𝑥

B𝑦

⎫⎪⎪⎭ . (5.3a)

Краткая запись этого уравнения следующая:

𝑛eff ϵ̂ ⟨E⊥⟩ = ⟨B⊥⟩, 𝑛eff =
𝛽

𝑘
, (5.3b)

сравни с (3.3e), где угловые скобки ⟨. . .⟩ означают
усреднение по поперечной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Аналогич-
ным способом из уравнения на магнитное поле H по-
лучаем

𝑛eff ϵ̂⟨H⊥⟩ = ⟨D⊥⟩. (5.3c)

Если все среды, из которых изготовлен волновод,
немагнитные, то H = B, а импеданс 𝑍 = ⟨E⟩/⟨H⟩ =
1/𝑛eff .

§5-2. Задачи
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• Задача 1: Рассмотрите работу дифракционной
решётки с узким спектром отражения в волноводе. Ди-
фракционная решётка представляет собой слабую пе-
риодическую модуляцию диэлектрической проницаемо-
сти, так что в области 0 < 𝑧 < 𝐿

𝜀 = 𝜀0(𝑥, 𝑦) + 𝛿𝜀(𝑥, 𝑦) sin(2𝑝𝑧)

с 𝛿𝜀 ≪ 1, где 2𝜋/𝑝 — период модуляции решётки. Эф-
фективным уравнением на распространение моды на
фоне дифракционной решётки является(︀

𝜕2𝑧 + 𝑞2
)︀
E = 0, 𝑞2(𝑧) = 𝛽2

(︀
1 + 𝜖 sin(2𝑝𝑧)

)︀
(5.4a)

с безразмерным параметром 𝜖 ≪ 1, принимающим по-
стоянное значение в области 0 < 𝑧 < 𝐿. Положим,

что сигнал налетает на дифракционную решётку слева.
Найдите коэффициент отражения 𝑟 сигнала на частоте
𝜔, считая, что 𝛽(𝜔) близко к 𝑝. Указание: Перейдите от
электрического поля E к полям

Ψ± =
E∓ 𝑖𝜕𝑧E/𝑞

2
,

описывающим распространяющиеся вправо и влево вол-
ны. Получите систему линейных дифференциальных
уравнений на поля Ψ±. Затем сделайте разложение по
малому параметру 𝜖, удержите только резонансные чле-
ны и получите замкнутое уравнение второго порядка на
амплитуду распространяющейся вправо волны Ψ+.
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§5-3. Волноводы с металлическими стенками

Рассмотрим прямой волновод с металлическими
стенками. Поперечное сечение такого волновода пред-
ставляет собой некоторую фигуру с металлической гра-
ницей. Предполагается, что в главном приближении ме-
талл можно считать идеальным, то есть поле не прони-
кает вглубь металла.

Может быть два принципиально разных с точки зре-
ния свойств передачи сигнала по волноводу варианта —
односвязная и многосвязная граница. Примером волно-
вода с односвязной границей является металлическая
труба круглого или квадратного сечения с поперечным
размером 𝑎 внутренней области. В таком волноводе мо-
гу распространяться только волны с частотой 𝜔 выше
частоты отсечки, 𝜔 ≳ 𝑐/𝑎. Это доставляет неудобство
в электротехнике, поскольку при использовании сигна-
лов с несущей частотой 1÷ 103 МГц поперечные разме-
ры волновода должны быть неразумно большими — от
10 см до 100м.

Решение этой проблемы достигается путём использо-
вания волноводов с двусвязным поперечным сечением
металлической границы (всякое многосвязное сечение
даёт нужный результат, но двусвязное технически наи-
более простое). Примерами волноводов с двусвязным се-
чением являются i) коаксиальный кабель — металличе-
ская трубка, называемая также обмоткой или внешней
жилой, внутри которой расположен провод, называемой
внутренней жилой, и ii) параллельно идущие два про-
вода. Преимуществом таких волноводов проистекает из
возможности возбуждения TEM-мод, поле которых, бу-
дучи спроектировано на поперечный срез, создаёт раз-
ность потенциалов между двумя жилами. В волноводе
с односвязной границей такого быть не может. В TEM-
модах электромагнитное поле является полностью по-
перечным, их закон дисперсии совпадает с законом дис-
персии плоских волн в неограниченном пространстве.
Частоты отсечки у TEM-мод потопу нет. Волноводы с
многосвязной границей рассмотрены в Пункте 5-3.3, а
затем более подробно работа двужильных волноводов
разобраны в § 5-4.

5-3.1 Волноводы с односвязным попе-
речным сечением

В этом пункте мы предполагаем, что фигура попереч-
ного сечения волновода не имеет полостей, т.е. явля-
ется односвязной. В качестве примера можно предста-
вить себе металлическую трубу, в таком случае волно-
водная область находится внутри трубы. Предположим
для простоты изложения, что волноводная область за-
полнена пустотой.

Сперва мы будем считать металл идеальным, так
что на его поверхности выполняются граничные усло-
вия (4.5p). Тогда потери отсутствуют и постоянная рас-

пространения 𝛽 (5.1b) является действительной величи-
ной.

В таких волноводах, как мы убедимся ниже, все мо-
ды делятся на TE-моды и TM-моды, в которых рав-
ны нулю 𝑧-компоненты соответственно электрического
и магнитного поле. В любой моде каждая компонента
поля удовлетворяет волновому уравнению (5.2l,5.2m) с
𝑔 = 0:

(︀
Δ⊥ − 𝛽2 + 𝑘2

)︀⎧⎪⎪⎩ E
H

⎫⎪⎪⎭ = 0, 𝑘 =
𝜔

𝑐
. (5.5)

На границе идеального металла Γ должны быть равны
нулю две касательные компоненты электрического поля
и нормальная компонента магнитного поля.

5-3.1.1 TM-моды

Рассмотрим TM-моду. Волновое уравнение (5.5) на 𝑧-
компоненту электрического поля есть

Δ⊥E𝑧 =
(︀
𝑘2 − 𝛽2

)︀
E𝑧, E𝑧

⃒⃒
Γ
= 0. (5.6a)

На границе компонента E𝑧, будучи касательной по от-
ношению к поверхности металла компонентой электри-
ческого поля, должна обращаться в нуль. Вместе с
этим граничным условием, уравнение (5.6a) есть урав-
нение на структуру моды, задающее её дисперсию 𝛽(𝜔).
Математически это уравнение эквивалентно квантово-
механической задаче о нерелятивистской массивной ча-
стице, помещённой в двумерную потенциальную яму с
плоских дном и бесконечно высокими стенками, имею-
щую форму поперечного сечения волновода.

Выразим остальные компоненты электромагнитно-
го поля через E𝑧. Из 𝑧-компоненты уравнения на ин-
дукцию магнитного поля (5.2d) с H𝑧 = 0 заключаем,
что электрическое поле в поперечной плоскости потен-
циально,

𝜕𝑥E
𝑦 − 𝜕𝑦E

𝑥 = 0 ⇒ E𝛼 = −𝜕𝛼𝜙. (5.6b)

(Подчеркнём здесь, что электрическое поле, будучи рас-
смотренным во всём трёхмерном пространстве, не по-
тенциально, как и в любой волне.) Условие на безди-
вергентность электрического поля даёт связь между 𝑧-
компонентой электрического поля и потенциалом 𝜙:

divE = 0 ⇒ Δ⊥𝜙 = −𝑖𝛽E𝑧. (5.6c)

На поверхности металла касательное электрическое по-
ле отсутствует, поэтому граничным условием для потен-
циала является 𝜙|Γ = 𝜙0 exp(𝑖𝛽𝑧). Константу 𝜙0 мож-
но положить равной нулю, поскольку в односвязной
области у уравнения Δ⊥𝜙 = 0 с такими граничными
условиями не существует нетривиального (отличного от
𝜙 = 𝜙0 exp(𝑖𝛽𝑧)) решения. Это означает, что потенциал
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𝜙 удовлетворяет тому же волновому уравнению (5.6a),
и в силу (5.6c)

𝜙 =
𝑖𝛽

𝑘2 − 𝛽2
E𝑧. (5.6d)

Наконец, уравнение на 𝛼-компоненты электрической ин-
дукции даёт

H𝛼 =
𝑘

𝛽
ϵ𝛼𝛽𝜕𝛽𝜙. (5.6e)

neff = 𝛽/𝑘, оно же vg/𝑐

𝜔𝑐 𝜔0
0

1

Рис. 5.1 Закон дисперсии моды в волноводе с
металлическими стенками, построенный в координатах

𝜔, neff .

Вернёмся теперь к волновому уравнению (5.6a). При
фиксированной геометрии поперечного сечения функ-
ция E𝑧(𝑥, 𝑦) является собственной функцией оператора
Лапласа Δ⊥, так что независимо от значения частоты
волны

Δ⊥E𝑧
𝑛 = −

𝜔2
𝑐,𝑛

𝑐2
E𝑧
𝑛, E𝑧

𝑛

⃒⃒
Γ
= 0, (5.6f)

где 𝜔𝑐,𝑛 есть некоторая константа, а 𝑛 — номер волно-
водной моды (ниже там, где это не принципиально, мы
будем опускать индекс ‘𝑛’ для компактности формул).
Поскольку потенциал 𝜙 также удовлетворяет волновому
уравнению (5.5), комбинация уравнений (5.6c,5.6f) поз-
воляет заменить потенциал 𝜙 в (5.6b,5.6e) компонентой
поля E𝑧:

E𝛼 = − 𝑖𝛽

(𝜔𝑐/𝑐)2
𝜕𝛼E

𝑧, H𝛼 =
𝑖𝑘

(𝜔𝑐/𝑐)2
ϵ𝛼𝛽𝜕𝛽E

𝑧.

(5.6g)
Существует бесконечное счётное количество решений
(5.6f), так что 𝑛 ≥ 0 в (5.6f). Эти решения характеризу-
ются в общем случае разными собственными значени-
ями, то есть разными 𝜔𝑐,𝑛. Закон дисперсии моды №𝑛
есть

𝛽2
𝑛 =

𝜔2 − 𝜔2
𝑐,𝑛

𝑐2
. (5.6h)

При частоте 𝜔 < 𝜔𝑐,𝑛 мода №𝑛 не распространяется
по волноводу. Частота 𝜔𝑐,𝑛 называется частотой отсеч-
ки (cutoff frequency) для данной моды. Закон диспер-
сии (5.6h) в разных координатах изображён на Рисун-
ках 5.1,5.2. В волноводах рассматриваемого типа все мо-
ды имеют ненулевую частоту отсечки. Среди частот от-
сечки есть минимальная 𝜔𝑐,1. Если характерный размер
поперечного сечения равен 𝑎, то оценка для самой низ-
кой частоты отсечки есть 𝜔𝑐,1 ∼ 𝑐/𝑎.

Групповая скорость для моды №𝑛 есть

vg,𝑛 =
d𝜔

d𝛽𝑛
=

𝛽𝑛
𝑘
𝑐 =

𝑐2

vph,𝑛
, vph,𝑛 =

𝜔

𝛽𝑛
, (5.6i)

то есть соотношение групповой скорости vg,𝑛 и фазовой
скорости vph,𝑛 лежит на границе теоретически допусти-
мого значения, см. (3.13d).

𝜔

𝛽

𝜔𝑐0
0

lign
t line

𝛽 = 𝑘

Рис. 5.2 Закон дисперсии моды в волноводе с
металлическими стенками, построенный в координатах

𝜔, 𝛽.

Дадим общие характеристики структуре моды, счи-
тая её номер не очень большим. Сперва заметим, что
производные в поперечных направлениях 𝜕𝛼 должны
оцениваться как 𝑐/𝜔𝑐.

В области слабого превышения частоты отсечки
𝜔 − 𝜔𝑐 ≪ 𝜔𝑐 постоянная распространения (5.6h), а вме-
сте с ней групповая скорость, малы, 𝛽/𝑘 = vg/𝑐≪ 1. По-
этому в (5.6g) справедливы оценки E⊥ ∼ (𝛽/𝑘)E𝑧 ≪ E𝑧,
т.е. электрическое поле почти продольно, а магнитное
поле по амплитуде совпадает с электрическим, H⊥ ∼ E𝑧.

В области высоких частот 𝜔 ≫ 𝜔𝑐 эффективный
коэффициент преломления почти равен единице, 𝛽 ≈
𝑘. Волна становится практически поперечной, E⊥ ≈
B⊥ ∼ (𝜔/𝜔𝑐)E

𝑧, её пространственная структура близка
к структуре плоской волны.

5-3.1.2 ТE-моды

В TE-волне компонента E𝑧 = 0, поэтому поперечная
часть магнитного поля потенциальна в силу (5.2d) с по-
тенциалом, пропорциональным H𝑧. Аналогом выраже-
ний (5.6g) для поперечных компонент поля являются

H𝛼 = − 𝑖𝛽

(𝜔𝑐,𝑛/𝑐)2
𝜕𝛼H

𝑧, E𝛼 = − 𝑖𝑘

(𝜔𝑐,𝑛/𝑐)2
ϵ𝛼𝛽𝜕𝛽H

𝑧.

(5.7a)
В уравнении (5.6f) на частоты отсечки надо заменить
граничные условия в соответствии с (4.5p):

Δ⊥H𝑧
𝑛 = −

𝜔2
𝑐,𝑛

𝑐2
H𝑧

𝑛, 𝜕𝑛H
𝑧
⃒⃒
Γ
= 0. (5.7b)

Вместо равенства нулю поля в (5.6f), теперь в (5.7b) мы
имеем равенство нулю производной поля по нормали. В
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результате мы приходим к формально тому же закону
дисперсии (5.6h), но с другими частотами отсечки.

Пространственная структура TE-мод аналогична
пространственной структуре TM-мод, описанной в
предыдущем пункте, в котором надо поменять местами
электрическое и магнитное поля, E ↔ H.

5-3.2 Потери в волноводах
Учтём конечные потери на стенках металла, происхо-
дящие вследствие конечности его поверхностного им-
педанса 𝜁. Вследствие потерь длина распространения ℓ
каждой моды (на этой длине интенсивность падает в 𝑒
раз) становится конечной. Пусть 𝑃 — мощность, переда-
ваемая вдоль волновода (размерность эрг/с), ℰ (размер-
ность эрг/см) — погонная плотность энергии, запасён-
ная в моде, а 𝑄 — погонная плотность потерь, выделяю-
щихся в виде тепла в металле (размерность эрг/(с · см)).
Мощность есть результат переноса энергии с групповой
скоростью, 𝑃 = vg ℰ . Длина распространения

ℓ =
𝑃

𝑄
=

vg ℰ
𝑄

. (5.8a)

Передаваемая мощность 𝑃 есть интеграл от потока
энергии (3.33c) вдоль волновода по его поперечному се-
чению,

𝑃 =
𝑐

2𝜋

ˆ
d𝑥d𝑦Re[E⊥ ×H⊥*]𝑧. (5.8b)

Погонная мощность потерь есть интеграл от потока
энергии в металл (4.5f) по краю поперечного сечения
волновода,

𝑄 =
𝜁 ′𝑐

2𝜋

˛
Γ

d𝑟 |H𝑡|2. (5.8c)

Преобразуем эти общие выражения отдельно для TM-
и TE-мод.

Для TM-мод удобно воспользоваться (5.6g)

𝑃 =
𝑐

2𝜋

𝑘

𝛽

ˆ
d𝑥d𝑦 |E⊥|2 = (5.8d)

=
𝑐2𝜔𝛽

2𝜋 𝜔2
𝑐

ˆ
d𝑥d𝑦 |E𝑧|2,

𝑄 =
𝜁 ′𝑐3𝜔2

2𝜋 𝜔4
𝑐

˛
d𝑟 |𝜕𝑛E𝑧|2, (5.8e)

где 𝜕𝑛 — производная по нормали к поверхности ме-
талла. При выводе (5.8d) мы сначала воспользовались
тем, что поперечные электрическое и магнитное поля
ортогональны друг другу, и выразили E⊥ через ∇⊥E

𝑧,
см. (5.6g), а затем проинтегрировали по частям, учтя
уравнение на собственные моды (5.6f). Оценка для дли-
ны распространения может быть получена из первого
выражения для 𝑃 в (5.8d):

ℓ ∼ vg
𝑐

𝑎

𝜁 ′
, (5.8f)

где 𝑎 = 𝑐/𝜔𝑐 есть характерный размер поперечного се-
чения волновода, а vg — групповая скорость (5.6i). Фак-
тор vg/𝑐 становится малым по сравнению с единицей
в области слабого превышения частоты отсечки, когда
𝜔−𝜔𝑐 ≪ 𝜔𝑐. Коэффициент пропорциональности в (5.8f)
определяется пространственной структурой моды.

Для TE-мод, по аналогии с (5.8e), связь (5.7a) даёт
для потока энергии

𝑃 =
𝑐

2𝜋

𝛽

𝑘

ˆ
d𝑥d𝑦 |E⊥|2 =

𝑐

2𝜋

𝑘

𝛽

ˆ
d𝑥d𝑦 |H⊥|2 =

=
𝑐2𝜔𝛽

2𝜋 𝜔2
𝑐

ˆ
d𝑥d𝑦 |H𝑧|2, (5.8g)

где опять была использована ортогональность друг дру-
гу поперечных электрического и магнитного полей, см.
(5.7a), и дисперсионное уравнение (5.7b). При вычис-
лении же потерь надо учесть также и продольную 𝑧-
компоненту магнитного поля, так что получим

𝑄 =
𝜁 ′𝑐

2𝜋

˛
d𝑟

(︂
|H𝑧|2 + 𝑐4𝛽2

𝜔4
𝑐

|𝜕𝜏H𝑧|2
)︂
, (5.8h)

где 𝜕𝜏H
𝑧 — производная H𝑧-компоненты на поверхно-

сти металла вдоль касательной, лежащей в поперечной
плоскости 𝑂𝑥𝑦.

Оценка (5.8f) для длины распространения верна и
для TE-мод. В области слабого превышения частоты об-
резки в потерях (5.8h) главным является первое слага-
емое, т.е. вклад от продольной компоненты магнитного
поля. В области же высоких частот, наоборот, главных
является второй вклад, производимый поперечной ча-
стью магнитного поля.

5-3.3 Волноводы с неодносвязным попе-
речным сечением

Рассмотрим волновод с металлическими стенками, у ко-
торого поперечное сечение не является односвязным.
Примером такого волновода является металлическая
полая трубка, в которую помещён металлический ци-
линдр меньшего радиуса. Сечение такого волновода яв-
ляется двусвязной фигурой: граница этой фигуры со-
стоит из двух замкнутых несвязанных друг с другом
линий. Гибкие кабели, выполненные по этой схеме, на-
зывают коаксиальными.

В общем случае у волновода может быть𝑁 несвязан-
ных друг с другом частей металлической поверхности. В
волноводах такого типа помимо TE- и TM-мод есть ещё
𝑁−1 штук 𝑇𝐸𝑀 -мод. Дисперсия этих мод совпадает (в
пределе идеального металла) с дисперсией электромаг-
нитных волн в пустоте, и эти моды не имеют частоты от-
сечки. Отсутствие частоты отсечки делает 𝑇𝐸𝑀 -моды
весьма привлекательными для использования в элек-
тротехнике, поскольку позволяет передавать сигнал на
частотах, соответствующих длинам волн, значительно
превышающим размер поперечного сечения волновода.
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Покажем, что 𝑇𝐸𝑀 -моды действительно существу-
ют и разберём из свойства. Название этих мод предпо-
лагает, что в них и электрическое и магнитное поля яв-
ляются чисто поперечными, то есть E𝑧 = 0, H𝑧 = 0. То-
гда электрическое поле является потенциальным в попе-
речной плоскости, см. (5.6b). Потенциал удовлетворяет
уравнению Лапласа,

Δ⊥𝜙 = 0. (5.9a)

сравни с (5.6c). От случая односвязной волноведущей
полости сейчас нас отличает то, что теперь существует
𝑁 > 1 участков поверхности металла Γ𝛼, 𝛼 = {0, 𝑁−1},
не связанных между собой. Вдоль каждого участка гра-
ницы Γ𝛼 значение потенциала должно быть постоян-
ным, но от участка к участку это значение может ме-
няться:

𝜙
⃒⃒
Γ𝛼

= 𝜙𝛼. (5.9b)

В результате у уравнения Лапласа (5.9a) на потенциал
существует 𝑁 − 1 нетривиальное решение.

Закон дисперсии 𝑇𝐸𝑀 -мод можно найти, использо-
вав (5.9a) в уравнении (5.5), написанном для E𝛼. Полу-
чаем, что

𝛽 = 𝑘 =
𝜔

𝑐
. (5.9c)

Магнитное поле теперь найдём как частный слу-
чай (5.6e):

H𝛼 = 𝜖𝛼𝛽𝜕𝛽𝜙. (5.9d)

В следующем § 5-4 разбирается волновод с 𝑁 = 2
металлическими границами, представляющий собой от-
дельный интерес в связи с использованием в электро-
технике.

5-3.4 Задачи

5-3.4.1 Волноводы с прямоугольным попереч-
ным сечением

Пусть поперечное сечение волновода представляет со-
бой прямоугольник со сторонами 𝑎 ≤ 𝑏. Направим ось
𝑂𝑥 по стороне 𝑎, а ось 𝑂𝑦, соответственно, по стороне 𝑏;
начало координат находится в одном из углов сечения.

В TM-волнах E𝑧-компонента имеет вид

E𝑧 = sin
(︁𝜋𝑛𝑥

𝑎

)︁
sin
(︁𝜋𝑚𝑦

𝑏

)︁
, (5.10a)

где целые 𝑛,𝑚 должны быть не меньше единицы, 𝑛,𝑚 ≥
1. В TE-волнах H𝑧-компонента имеет вид

H𝑧 = cos
(︁𝜋𝑛𝑥

𝑎

)︁
cos
(︁𝜋𝑚𝑦

𝑏

)︁
, (5.10b)

где сумма неотрицательных целых 𝑛,𝑚 должна быть не
меньше единицы, 𝑛+𝑚 ≥ 1.

5-3.4.2 Волноводы с круглым поперечным сече-
нием

• Задача 1: Найти возможные типы волн в круглом
волноводе радиуса 𝑎, считая его стенки идеально прово-
дящими. Определить граничную частоту 𝜔0 для такого
волновода. Найти коэффициенты затухания 𝛼 разных
типов волн в случае, если поверхностный импеданс сте-
нок равен 𝜁. Литература: Пункт 5-3.4.2, а также [Топ-
тыгин, 2005, стр. 628, задачи 14.12 и 14.13].

Решение: Уравнение (5.6f) на TM-моды в цилиндри-
ческих координатах имеет вид уравнения Бесселя(︃

𝑟2𝜕2𝑟 + 𝑟𝜕𝑟 − 𝜈2 +

(︀
𝜔𝑐𝑟
)︀2

𝑐2

)︃
E𝑧 = 0, E𝑧 = 0.

(5.10c)
Решением этого уравнения является

E𝑧 = J𝜈(𝜔𝑐𝑟/𝑐), J𝜈(𝜔𝑐𝑎/𝑐) = 0,

𝑖.𝑒. 𝜔𝑐𝑎/𝑐 = ^ .

(5.10d)

Таким образом, моды классифицируются двумя числа-
ми — аксиальным числом 𝜈 и номером корня во вто-
ром уравнении (5.10d). Чем выше номер корня, тем вы-
ше частота отсечки соответствующей моды. Согласно
(5.8d,5.8e), длина распространения (5.8a) равна

ℓ =
(𝛽/𝑘)𝑎

𝜁 ′^2

´
^

0
� d� J2𝜈(�)(︀
J′𝜈(^)

)︀2 =
𝛽𝑎

2𝜁 ′𝑘
. (5.10e)

Упрощение в (5.10e) произведено следующим образом.
Из граничного условия (5.10d) и рекуррентных соот-
ношений (5.28g) следует, что производная в знаменате-
ле (5.10e)

J′𝜈(^) = J𝜈−1(^) = −J𝜈+1(^).

Для преобразования интеграла в числителе (5.10e) мы
также воспользовались рекуррентным соотношением
(5.28g) для функций Бесселя и граничным условием
(5.10d).

Теперь перейдём к TE-модам. Для них аналогом
уравнения (5.10c) является(︃

𝑟2𝜕2𝑟 + 𝑟𝜕𝑟 − 𝜈2 +

(︀
𝜔𝑐𝑟
)︀2

𝑐2

)︃
H𝑧 = 0, 𝜕𝑟H

𝑧 = 0.

(5.10f)
Поэтому поле моды есть

H𝑧 = J𝜈(𝜔𝑐𝑟/𝑐), J′𝜈(𝜔𝑐𝑎/𝑐) = 0.

𝑖.𝑒. 𝜔𝑐𝑎/𝑐 = ^ .

(5.10g)

Согласно (5.8g,5.8h), длина распространения (5.8a) рав-
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на

ℓ =

(︂
1 +

𝜈2𝛽2𝑎2

^4

)︂−1
𝛽𝑘𝑎3

𝜁 ′^4

´
^

0
� d� J2𝜈(�)

J2𝜈(^)
=

=

(︀
^
2 − 𝜈2

)︀
(𝑘𝑎)2

^4 + (𝜈𝛽𝑎)2
(𝛽/𝑘)𝑎

2𝜁 ′
.

(5.10h)

Мы снова воспользовались рекуррентным соотношени-
ем (5.28g) для функций Бесселя для преобразования ин-
теграла в числителе и учли граничное условие (5.10g),
которое даёт равенства

𝜈

^
J𝜈(^) = J𝜈+1(^) = J𝜈−1(^). (5.10i)

Отметим, что множитель 𝛽/𝑘 в (5.10e,5.10h) соответ-
ствует множителю vg/𝑐 в сделанной нами ранее оценке
(5.8f) для длины распространения.

• Задача 2: Исследовать TE- и TM-моды, име-
ющие наиболее низкие частоты отсечки в волноводе с
круглым поперечным сечением радиуса 𝑎, считая его
стенки идеально проводящими. а) Определить частоты
отсечки 𝜔𝑐 для этих мод. Нарисовать пространственную
структуру проекции электрического и магнитного полей
на поперечную плоскость. б) Найти длины распростра-
нения ℓ для каждой из этих мод (численное выражение
для коэффициента перед 𝑎/𝜁 ′), если поверхностный им-
педанс стенок равен 𝜁 ≪ 1, а частоты сигналов в каждой
из мод в 𝛼 = 2 раза больше соответствующей частоты
отсечки. Литература: Пункт 5-3.4.2.

Решение: Приведём сперва графики первых двух
функций Бесселя первого рода, которые описывают ра-
диальную структуру аксиально-симметричной моды и
моды с аксиальным числом 𝜈 = 1.

0 2 4 6 8 10
−0.5

0

0.5

1

2.40

1.84

3.83

J0(𝑧)

J1(𝑧)

Рис. 5.3 Графики функций Бесселя J0(𝑧) и
J1(𝑧) = −𝜕𝑧J0(𝑧).

• Задача 3: Дан волновод со стенками из меди,
имеющий круговое поперечное сечение радиуса 50 см.
Проводимость меди равна 𝜎 = 580 ксим/см = 5.2 ·
1017 с−1. Частота сигнала в 1.1 раза больше, чем мини-
мальная частота отсечки в этом волноводе. Рассчитайте
длину распространения электромагнитной волны, пола-
гая, что на этой частоте скин-эффект нормален.

§5-4. Работа двухпроводных линий (линий Лехера) в электрических
цепях

Рассмотрим распространение электромагнитной
волны по тонкому волноводу, в котором, несмотря на
его тонкость, хорошо локализовано электромагнитное
поле. Общий принцип локализации поля состоит в су-
ществовании более чем одной металлической жилы в
волноводе, см. Пункт 5-3.3. При этом глубина скин-слоя
в металле должна быть мала по сравнению с толщиной
сечения самих металлических элементов и с расстояни-
ем между ними. Такие волноводы называются также
линиями Лехера (Lecher line). Будем считать, что про-
странство между металлическими жилами заполнено
средой с диэлектрической проницаемостью 𝜀 и магнит-
ной восприимчивостью 𝜇.

Примерами такого сорта волноводов являются ко-
аксиальный кабель и два параллельных близко распо-
ложенных металлических провода; для определённости
мы будем ниже иметь ввиду именно эти два случая. Мы
работаем в обозначениях § 5-1.

В главном приближении металл можно считать иде-

альным. Тогда, согласно Пункту 5-3.3, электрическое
поле является чисто поперечным и потенциальным в
плоскости 𝑂𝑥𝑦, причём потенциал удовлетворяет урав-
нению Лапласа в поперечной плоскости,

E𝛼 = −𝜕𝛼𝜙, Δ⊥𝜙 = 0, E𝑧 = 0, (5.11a)

см. (5.6b,5.9a). Магнитное поле также поперечно, его
компоненты равны (см. (5.9d))

B𝛼 = n ϵ𝛼𝛾𝜕𝛾𝜙 = −n ϵ𝛼𝛾E𝛾 , H𝛼 = −1

𝜁
ϵ𝛼𝛾E𝛾 ,

(5.11b)
где n =

√
𝜀𝜇 и 𝜁 =

√︀
𝜇/𝜀 — показатель преломления и

импеданс среды (3.3e).
Задачей этого параграфа является переписать вол-

новые уравнения в двухпроводных линиях в терминах
электрических цепей, тем самым упростив описание
подключения к таким линиям полезных нагрузок.
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a) б)

Рис. 5.4 а) коаксиальный волновод; б) двух-проводная
линия

Пусть 𝜌1 = 𝜌 — погонная плотность заряда на одном
из проводов волновода, тогда на втором проводе погон-
ная плотность заряда будет 𝜌0 = −𝜌. В приближении
идеального металла это соотношение точное для TEM-
волны. Также введём ток 𝐽 , текущий по проводу №1; по
проводу №0 течёт ток −𝐽 .

Теперь установим связь между электромагнитным
полем в волноводе и величинами 𝜌, 𝐽 . Поскольку про-
вода волновода металлические, то их поверхности в по-
перечном направлении являются изопотенциальными.
Разность потенциалов 𝑉 между жилами

𝑉 (𝑧) =

1ˆ

0

(d𝑟 ·E) = 𝜙
⃒⃒
Γ1

− 𝜙
⃒⃒
Γ0
, (5.11c)

где интегрирование производится от точки ‘0’ на втором
волноводе до точки ‘1’; в силу потенциальности поля не
имеет значения конкретное положение точек и форма
пути интегрирования. Искомая связь зависит от геомет-
рии и диэлектрической проницаемости среды волновода
через погонную ёмкость 𝐶, [𝐶] = 1,

𝜌 = 𝐶𝑉.

Ёмкость 𝐶 может быть вычислена через законы элек-
тростатики в двумерном случае.

Аналогичным образом введём в рассмотрение погон-
ную плотность потока магнитного поля

Φ =

1ˆ

0

(d𝑟 · [B× 𝑒𝑧]), (5.11d)

где 𝑒𝑧 – единичный вектор, направленный вдоль волно-
вода. Этот поток создаётся током 𝐽 . Таким образом,

Φ =
𝐿𝐽

𝑐
, (5.11e)

где 𝐿 — погонная индуктивность, размерность [𝐿] = 1.
Погонная индуктивность также может быть вычисле-
на по известным геометрическим параметрам волновода
исходя из закона Био-Савара-Лапласа.

Наконец, установим уравнения, определяющие рас-
пространения волн. Первое уравнение следует из закона
сохранения заряда,

𝜕𝑥𝐽 = −𝜕𝑡𝜌. (5.11f)

Второе уравнение можно получить, домножив уравне-
ние Максвелла

rotE = −1

𝑐
𝜕𝑡B (5.11g)

векторно (слева) на 𝑒𝑧, и затем проинтегрировав про-
екцию результата на d𝑟 по контуру ‘0-1’. В результате
получим

1

𝑐
𝜕𝑡Φ = E𝑧

⃒⃒⃒1
0
−

1ˆ

0

(d𝑟 · 𝜕𝑧E) = −𝜕𝑧𝑉, (5.11h)

где в последнем приближении мы опустили вклад про-
дольного электрического поля (оно не равно нулю, ес-
ли металл не идеальный). В итоге приходим к системе
уравнений, связывающих напряжение и ток:

𝜕𝑧𝐽 = −𝜕𝑡𝜌 = −𝐶𝜕𝑡𝑉,

𝜕𝑧𝑉 = −1

𝑐
𝜕𝑡Φ = − 𝐿

𝑐2
𝜕𝑡𝐽.

(5.11i)

Для монохроматической волны, для которой 𝜌 ∝
exp(𝑖𝛽𝑧 − 𝑖𝜔𝑡), закон дисперсии

𝛽2 =
𝜔2

𝑐2
𝐿𝐶. (5.11j)

Произведение
𝐿𝐶 = 𝜀𝜇 = n2, (5.11k)

поскольку внутри волновода мы имеем дело с плос-
кой волной, для которой соотношение (5.11j) имеет вид
(3.2f) (для цилиндрической геометрии см. явные вычис-
ления погонных ёмкости (2.7c) и индуктивности (6.2c)).
Итак,

𝛽 = n
𝜔

𝑐
. (5.11l)

Отношение среднего значения электрического поля и
магнитной индукции в монохроматической волне опре-
деляется показателем преломления

𝐸

𝐵
=

𝑉

Φ
=

1√
𝐿𝐶

=
1

n
, (5.11m)

причём последнее равенство справедливо для любого
волновода. Отношение напряжения и тока в бегущей в
право (в сторону бо́льших 𝑧) есть

𝑉

𝐽
=

1

𝑐

√︂
𝐿

𝐶
=

n

𝑐𝐶
≡ 𝑍line. (5.11n)

Введённое 𝑍line, [𝑍line] = Ом в системе единиц СИ, на-
зывается волновым сопротивлением линии. Для моно-
хроматической волны с частотой 𝜔 система уравнений
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(5.11i) в терминах введённых переменных 𝑉 , 𝐽 и пара-
метров 𝛽, 𝑍line приобретает вид

𝜕𝑧

⎧⎪⎪⎪⎩ 𝑉

𝑍line𝐽

⎫⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎩ 0 𝑖𝛽

𝑖𝛽 0

⎫⎪⎪⎪⎭⎧⎪⎪⎪⎩ 𝑉

𝑍line𝐽

⎫⎪⎪⎪⎭ . (5.11o)

Поток энергии 𝑊 , передаваемый монохроматиче-
ской волной может быть записан в виде (5.8e). Исполь-
зуя теорему Остроградского-Гаусса и уравнение Лапла-
са (5.11a), перепишем его в виде интеграла по поверх-
ности:

𝑊 =
𝜔

8𝜋𝛽

ˆ
d𝑥d𝑦 |∇⊥𝜙|2 = − 𝑐

8𝜋n

˛

Γ

d𝑟Re(𝜙E*
𝑛),

(5.11p)
где нормаль предполагается направленной внутрь ме-
талла. В силу теоремы Гаусса поток электрического по-
ля равен погонной плотности заряда,

˛

Γ0

d𝑟E𝑛 = 4𝜋𝜌,

ˆ

Γ1

d𝑟E𝑛 = −4𝜋𝜌. (5.11q)

Потенциал на каждой из поверхностей постоянен, а его
разность равна напряжению 𝑉 (5.11c), Поэтому мощ-
ность

𝑊 =
𝑐Re(𝑉 𝜌*)

2n
=

𝑐𝐶|𝑉 |2

2n
=

|𝑉 |2

2𝑍line
, (5.11r)

где в последнем равенстве мы воспользовались (5.11n).

5-4.1 Подключение нагрузки
Рассмотрим работу двухпроводной линии на частоте 𝜔
с волновым сопротивлением 𝑍line, длиной 𝑙; постоянная
распространения волны на данной частоте равна 𝛽. На
конце линии подключена некоторая нагрузка, обладаю-
щая импедансом 𝑍𝐿. Из уравнения (5.11o) следует, что
линия передачи задаёт линейную связь⎧⎪⎪⎩ 𝑈𝐿

𝑍line𝐼𝐿

⎫⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎩ cos(𝛽𝑙) 𝑖 sin(𝛽𝑙)
𝑖 sin(𝛽𝑙) cos(𝛽𝑙)

⎫⎪⎪⎭⎧⎪⎪⎩ 𝑈
𝑍line𝐼

⎫⎪⎪⎭
между входной (𝑈, 𝐼) и выходной (𝑈𝐿, 𝐼𝐿) парами напря-
жения и тока.

Волна вправо: 𝐽+𝑒
𝑖𝛽𝑧

Волна влево: 𝐽−𝑒
−𝑖𝛽𝑧

Рис. 5.5 Линия с нагрузкой на выходе.

Если на выходе известна величина импеданса 𝑍𝐿 на-
грузки, 𝑈𝐿/𝐼𝐿 = 𝑍𝐿, то для входных величин величина
импеданса равна

𝑈

𝐼
=

𝑍𝐿 − 𝑖𝑍line tan(𝛽𝑙)

𝑍line − 𝑖𝑍𝐿 tan(𝛽𝑙)
𝑍line.

Предположим, что в линии потерь нет, так что её импе-
данс 𝑍line является чисто действительным, а нагрузка
чисто реактивная, так что 𝑍𝐿 также чисто действитель-
но. В этом случае мощность 𝑊 = Re

(︀
𝑈𝐼*

)︀
/2, поставля-

ется в начало линии, полностью выделяется на ‘полез-
ной’ нагрузке 𝑍𝐿. Предположим, что наша задача со-
стоит в доставке до полезной нагрузки фиксированного
значения мощности 𝑊 . Определим необходимую вели-
чину амплитуды напряжения 𝑈 для достижения этой
цели. В результате вычислений получаем:

|𝑈 |2 = 2
𝑍2

𝐿 cos2(𝛽𝑙) + 𝑍2
line sin

2(𝛽𝑙)

𝑍𝐿

𝑊.

Таким образом, напряжение не сильно флуктуирует с
изменением дины линии, если волновое сопротивление
линии не сильно отличается от сопротивления нагрузки,
𝑍line ≈ 𝑍𝐿; в этом случае говорят, что сопротивление ли-
нии согласовано с сопротивлением нагрузки. В против-
ном случае амплитуда напряжения при фиксированной
передаваемой мощности резко изменяется при вариации
длины на 𝛿𝑙 = 𝜋/(2𝛽).

Представим теперь распределение тока (напряже-
ния) в линии как совокупность двух волн, распростра-
няющихся вправо и влево соответственно:

𝐽(𝑡, 𝑧) =
(︀
𝐽+𝑒

𝑖𝛽𝑧 + 𝐽−𝑒
−𝑖𝛽𝑧

)︀
𝑒−𝑖𝜔𝑡,

где 𝑧 – координата вдоль линии, отсчитываемая от по-
ложения полезной нагрузки 𝑍𝐿; введённые выше вход-
ной ток 𝐼 и ток на нагрузке 𝐼𝐿 равны соответственно
𝐼 = 𝐽+ + 𝐽− и 𝐼𝐿 = 𝐽+𝑒

𝑖𝛽𝑙 + 𝐽−𝑒
−𝑖𝛽𝑙. Если известна ам-

плитуда набегающей полны, 𝐽+ (т.е. мощность, переда-
ваемая в сторону нагрузки, равна 𝑊 = |𝐽+|2 Re𝑍line/2),
то напряжение 𝑈𝐿 на нагрузке и амплитуда обратной
волны 𝐽− равны

𝑈𝐿 =
2𝑍𝐿

𝑍line + 𝑍𝐿

𝑍line𝐽+, 𝐽− =
𝑍line − 𝑍𝐿

𝑍line + 𝑍𝐿

𝐽+.

(5.12)
Если 𝑍line = 𝑍𝐿, то есть волновое сопротивление линии
точно согласовано с сопротивлением нагрузки, то ам-
плитуда отражённой волны 𝐽− равна нулю: вся подводи-
мая мощность в полезной нагрузке на ней и выделяется.
В противном случае, когда не достигнуто согласование,
амплитуда отражённой волны оказывается порядка ам-
плитуды падающей, |𝐽−| ∼ |𝐽+|, так что большая часть
подводимой к нагрузке мощности отражается обратно.

5-4.2 Потери в линии из-за конечной
проводимости металла

Найдём длину распространения сигнала (5.8a) вдоль
линии при конечных потерях в металле. Поскольку 𝑧-
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компоненты поля равны нулю, то удобно выразить пе-
редаваемую мощность 𝑃 (5.8b) через потенциал 𝜙:

𝑃 =
𝑐
√
𝜀

2𝜋
√
𝜇

ˆ
𝑆

d𝑆
(︀
∇𝜙
)︀2
. (5.13a)

Погонная плотность потока энергии в металл на едини-
цу длины согласно (5.8c)

𝑄 =
𝑐𝜁 ′ 𝜀

2𝜋𝜇

˛
Γ

d𝑟
(︀
∇𝜙
)︀2 (5.13b)

В итоге получаем, что длина распространения

ℓ =

√
𝜇

√
𝜀 𝜁 ′

´
𝑆
d𝑆
(︀
∇𝜙
)︀2

¸
Γ
d𝑟
(︀
∇𝜙
)︀2 . (5.13c)

5-4.3 Трансформатор
Для трансформатора всегда выполняется условие

𝐿2
12 ≤ 𝐿1𝐿2, 𝐿12 = 𝐿21.

Последнее равенство называется также теоремой взаим-
ности.

5-4.3.1 Нагрузка за трансформатором

Рис. 5.6 Нагрузка за трансформатором.

Рассмотрим схему, изображённую на Рис. 5.6. Схема
содержит полезную нагрузку 𝑍𝐿, подключённую к ис-
точнику переменного напряжения 𝑈 через трансформа-
тор; ёмкости 𝐶1 и 𝐶2 на относятся к полезной нагрузке
и в дальнейшем могут быть выбраны с целью оптими-
зации того или иного параметра схемы. Уравнениями,
определяющими токи в схеме, являются

𝑈 = 𝐼𝑍1 − 𝑖𝜔𝐽𝐿12, 𝑍1 = 𝑅1 − 𝑖𝜔𝐿1 +
𝑖𝐶1

𝜔
,

0 = 𝐽𝑍2 − 𝑖𝜔𝐼𝐿12, 𝑍2 = 𝑍𝐿 − 𝑖𝜔𝐿2 +
𝑖𝐶2

𝜔
.

В результате получаем, что с точки зрения внешнего
источника импеданс всей цепи как целого равен

𝑍 =
𝑈

𝐼
=

𝑍1𝑍2 + 𝜔2𝐿2
12

𝑍2
. (5.14)

5-4.3.2 Двухпроводная линия, питающая на-
грузку за трансформатором

Рассмотрим подключение нагрузки ‘load’ к двухпровод-
ной линии через трансформатор. Мы предполагаем, что
в двухпроводной линии фиксирована амплитуда пада-
ющей волны 𝐽+. Импеданс 𝑍𝐿 нагрузки предполагает-
ся малой и почти действительной величиной вследствие
близости к резонансу. Наша цель – достигнуть макси-
мального значения выделения тепла на нагрузке ‘load’
при фиксированном значении волнового сопротивления
линии 𝑍line.

При этом разумно предположить, что ёмкости пе-
ред и за трансформатором подобраны так, что 𝐿1𝐶1 =
𝐿2𝐶2 = 𝜔2 (т.е. соответствующие замкнутые контура
являются резонансными), а сопротивление перед транс-
форматором пренебрежимо мало, так что можно при-
нять 𝑅1=0. В результате выделяющуюся мощность 𝑊
на нагрузке ‘load’ остаётся максимизировать по силе
связи трансформатора 𝐿12. В результате получаем, что
𝑍1 = 0, 𝑍2 = 𝑍𝐿(≡ 𝑅𝐿), эффективная величина нагрузки

𝑍 =
𝜔2𝐿2

12

𝑍𝐿

а выделяющаяся мощность на полезной нагрузке

𝑊 = |𝐽+|2
2𝑍𝑍2

line

(𝑍line + 𝑍)2
=

2𝜔2𝐿2
12𝑍

2
line𝑅𝐿

(𝑅𝐿𝑍line + 𝜔2𝐿2
12)

2 |𝐽+|
2,

см. (5.12); мы предположили, что в линии потерь нет,
так что её волновой импеданс 𝑍line чисто действителен.
Тогда максимум мощности 𝑊 достигается, когда

𝐿12 =
1

𝜔

√︀
𝑍line 𝑅𝐿,

то есть достигается условие согласования, 𝑍 = 𝑍line. В
этом случае выделяющаяся мощность оказывается рав-
ной 𝑊 = 𝑍line|𝐽+|2/2, как и следовало ожидать, по-
скольку в условиях согласования отражённая волна ли-
нии отсутствует. Отметим, что если сопротивление на-
грузки 𝑅𝐿 мало (т.е. резонансный контур 𝑅𝐿-𝐿2-𝐶2 об-
ладает высокой добротностью), то и величина связи 𝐿12

также оказывается малой.

5-4.4 Задачи

• Задача 1: Учесть затухание сигнала в коаксиаль-
ном волноводе за счёт потерь в скин-слое и вычислить
длину 𝑙 распространения главной моды. Внутренний ра-
диус коаксиального волновода равен 𝑎, внешний – 𝑏, ча-
стота сигнала — 𝜔, поверхностный импеданс металла –
𝜁, диэлектрическая проницаемость и магнитная воспри-
имчивость материала между жилами равны 𝜀 и 𝜇.

• Задача 2: Рассмотрим коаксиальный провод
(SAT 703): Обе жилы линии сделаны из меди, диаметр
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центральной жилы равен 𝑎 = 1.13мм, внутренний диа-
метр обмотки (вторая жила) равен 𝑏 = 4.8мм. Про-
странство между жилами заполнено вспененным поли-
этиленом, у которого диэлектрическая проницаемость
(частота сигнала 2 ГГц) равна 𝜀 = 1.6. Найдите вол-

новое сопротивление (в омах), погонные ёмкость 𝐶 и
индуктивность 𝐿. Учтя потери, найдите длину распро-
странения сигнала 𝑙. Поверхностное сопротивление (см.
(4.5f,4.5h)) меди при указанной частоте равно 𝑅𝑠 =
0.011Ом. Чему равна величина 𝜁 ′ в (4.5f)?

§5-5. Плоские диэлектрические волноводы

Литература: [Маркузе, 1974, § 8.4].

𝑧

𝑥

𝑦

𝑎/2

−𝑎/2

Рис. 5.7

Рассмотрим распространение направленной моды
вдоль однородной пластины. Пластина занимает об-
ласть −𝑎/2 < 𝑥 < 𝑎/2. Диэлектрическая проницае-
мость материала пластины равна 𝜀c (от английского
‘core’). Диэлектрическая проницаемость окружающей
пластину с обеих сторон среды равно 𝜀cl (от английско-
го ‘cladding’). Для краткости записи введём обозначе-
ние волнового вектора в окружающем пространстве 𝑘 и
контраста диэлектрической проницаемости между пла-
стиной и окружающей средой 𝜀 = 1 +Δ:

𝑘 =
√
𝜀cl

𝜔

𝑐
, 𝜀 =

𝜀c
𝜀cl
, Δ =

𝜀c
𝜀cl

− 1. (5.16)

Обозначения § 5-1 нуждаются в уточнении: мы будем
предполагать, что вдоль оси 𝑂𝑦 поле является однород-
ным.

Направленные моды в волноводах делятся на TE- и
TM-моды. В TE-моде у электрического поля ненулевой
является только E𝑦 компонента, B𝑦-компонента магнит-
ного поля равна нулю. Всё поле параметризуется одной
компонентой E𝑦. В TM-моде, соответственно, наоборот:
всё электромагнитное поле параметризуется единствен-
ной ненулевой B𝑦-компонентой магнитного поля, тогда
как E𝑦 = 0.

5-5.1 TE-моды
Электромагнитное поле TE-волны полностью опреде-
ляется поперечной компонентой электрического поля

E𝑦. Остальные компоненты электрического поля рав-
ны нулю, а компоненты магнитного поля можно най-
ти из уравнения Максвелла (второе уравнение (5.2d) и
𝑥-компонента (5.2a)) на магнитную индукцию:

B𝑧 =
𝑖𝑐

𝜔
𝜕𝑥E

𝑦, B𝑥 =
𝑐𝛽

𝜔
E𝑦. (5.17a)

Отсюда видно, что на границе раздела непрерывным
должно быть не только электрическое поле, но и его
производная 𝜕𝑥E

𝑦. Уравнение на электрическое по-
ле (5.2m)

−𝜕2𝑥E𝑦 +

(︂
𝛽2 − 𝜔2

𝑐2
𝜀(𝑥)

)︂
E𝑦 = 0 (5.17b)

совпадает с уравнением квантовой механики на стаци-
онарные волновые функции частицы, совершающей од-
номерное движение в потенциале прямоугольной ямы
конечной глубины, см. например [Флюгге, 1974a]. По-
иск направленных мод соответствует нахождению свя-
занных состояний в квантово-механической задаче.

Поле направленной моды является симметричным
или анти-симметричным по отношению к зеркальному
отражению 𝑥 → −𝑥. Будем обозначать волновой про-
филь направленной моды как E𝑦 = E𝑛±, где нумерация
моды начинается с единицы, 𝑛 ≥ 1, а симметрия

E𝑛±(−𝑥) = ±E𝑛±(𝑥). (5.17c)

Если мода связанная, то вне пластины, при |𝑥| > 𝑎/2,
поле экспоненциально убывает при удалении от сердце-
вины волновода с некоторым декрементом 𝜅,

E𝑛+ = 𝐴 · exp(−𝜅|𝑥|),

E𝑛− = 𝐴 · sign(𝑥) · exp(−𝜅|𝑥|),
(5.17d)

𝜅2 = 𝛽2 − 𝑘2 = 𝛽2 − 𝜀cl (𝜔/𝑐)
2 > 0.

а внутри пластины, при |𝑥| < 𝑎/2, поперечная структу-
ра поля есть стоячая волна,

E𝑛+ = cos(𝑞𝑥),

E𝑛− = sin(𝑞𝑥),
(5.17e)

𝑞2 = 𝜀𝑘2 − 𝛽2 = 𝜀c (𝜔/𝑐)
2 − 𝛽2 > 0.

Объединяя неравенства (5.17d,5.17e) заключаем, что от-
ношение 𝛽/𝑘, которое можно назвать относительным
эффективным коэффициентом преломления, заключе-
но в пределах

1 <
𝛽

𝑘
<

√
𝜀. (5.17f)
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Если снова вернуться к аналогии с квантовой меха-
никой, положив постоянную Планка ℏ = 1 и массу ча-
стицы 𝑚 = 1, то энергией связанного состояния будет
−𝜅2/2, глубиной прямоугольной ямы будет (𝜀− 1)𝑘2/2,
а её шириной — 𝑎. В соответствии с этим сопоставле-
нием и опытом решения задачи квантовой механики о
прямоугольной яме конечной глубины, определим без-
размерный параметр

𝑉 =

√
𝜀− 1 𝑘𝑎

𝜋
=

√
𝜀c − 𝜀cl
𝜋

𝜔𝑎

𝑐
. (5.17g)

Как будет показано ниже, целая часть (𝑉 +1) есть чис-
ло направленных мод в волноводе при заданной частоте
с фиксированной поляризацией.

5-5.1.1 Симметричные моды

Найдём закон дисперсии и распределение электрическо-
го поля для симметричных мод. Из условия непрерыв-
ности электрического поля и его производной на грани-
це раздела получаем, что

𝑞 tg
𝑞𝑎

2
= 𝜅. (5.17h)

Графически решение этого уравнения может быть пред-
ставлено на Рисунке 5.8 пересечениями синих и крас-
ного оттенка сплошных линий, где в качестве горизон-
тальной оси взята безразмерная переменная 𝑝, которая
появляется при переписывании соотношения (5.17h) в
виде

𝑝2 tg2
𝜋𝑝

2
= 𝑉 2 − 𝑝2, 𝑝 =

𝑞𝑎

𝜋
, (𝑞𝑎)2 + (𝜅𝑎)2 = 𝜋2𝑉 2.

(5.17i)
Частота отсечки моды №𝑛, 𝑛 ≥ 0, равна

𝜔𝑐𝑛+ =
2𝜋𝑛𝑐

𝑎
√
𝜀𝑐 − 𝜀cl

, 𝑛 ≥ 0. (5.17j)

Фундаментальная мода Рассмотрим более подроб-
но симметричную моду с номером 𝑛 = 0, не имеющую
частоты отсечки. Область малых частот может быть на-
звана пределом малой избыточной оптической толщины
пластины 𝑉 ≪ 1. Такую пластину будем называть тон-
ким волноводом (при соответствующей частоте волны).
Единственный корень дисперсионного уравнения есть

𝑝 ≈ 𝑉 −𝜋
2𝑉 3

8
⇒ 𝜅 ≈ 𝜋

2𝑎
𝑉 =

(𝜀− 1)𝑘𝑎

2
. (5.17k)

Если мал безразмерный параметр 𝜀𝑘𝑎 ≪ 1, то мода ло-
кализована на расстоянии, большом по сравнению с тол-
щиной пластины 𝑎, то есть 𝜅𝑎 ≪ 1. Такой волновой на-
зовём тонким. Для тонкого волновода закон дисперсии

𝛽

𝑘
≈ 1 +

1

8

(︀
(𝜀− 1)𝑘𝑎

)︀2
. (5.17l)

Возможен промежуточный предел, когда избыточная
оптическая толщина пластины мала,

√
𝜀𝑘𝑎 ≪ 1, но не

мал параметр 𝜀𝑘𝑎. Этот предел существует, только ес-
ли 𝜀 ≫ 1. Тогда поле моды оказывается существенно
ослабленным на расстоянии ≳ 1/𝑘 от пластины.

𝑝 tg(𝜋𝑝/2)

−𝑝 ctg(𝜋𝑝/2)

𝑉 = 0.6𝑉 = 0.6 𝑉 = 2.5𝑉 = 2.5

√︀
𝑉 2 − 𝑝2 = 𝜅𝑎/𝜋

𝑝
1 2 3 4

Рис. 5.8 Графический метод отыскания корней
уравнений (5.17h,5.17m), определяющих дисперсию

чётных и нечётных TE-мод (сплошные линии красного
оттенка) и TM-мод (пунктирные линии красного

оттенка, было выбрано 𝜀 = 1.3). Красная сплошная
кривая для 𝑉 = 0.2.

5-5.1.2 Антисимметричные моды

Для антисимметричной моды дисперсионное уравнение
(5.17h) заменяется на

−𝑞 cot 𝑞𝑎
2

= 𝜅. (5.17m)

Графическим решением уравнения (5.17m) является пе-
ресечение зелёных и красного оттенка сплошных линий
на Рис. 5.8. Все антисимметричные моды имеют ненуле-
вую частоту отсечки. Антисимметричная мода №𝑛, где
𝑛 ≥ 1, определяется условием 𝜋(𝑛 − 1) < 𝑞𝑎 < 𝜋𝑛. Мо-
да с самой маленькой частотой отсечки характеризуется
условием 𝑎𝑞 < 𝜋. Частота отсечки моды №𝑛

𝜔𝑐𝑛− =
𝜋(2𝑛− 1)𝑐

𝑎
√
𝜀𝑐 − 𝜀cl

, 𝑛 ≥ 1. (5.17n)

Объединяя условия возникновения чётных (5.17j) и
нечётных (5.17n) мод, получаем, что пороговый волно-
вой вектор 𝑘𝑛 (5.16) возникновения TE-моды №𝑛 (об-
щая нумерация для чётных и нечётных мод, которые
следуют через одну)

TE : 𝑘𝑛 =

√
𝜀cl 𝜔𝑐𝑛

𝑐
=

𝑛√
Δ
𝑘𝑎, 𝑘𝑎 =

𝜋𝑐

𝑎
. (5.17o)

Волновое число 𝑘 = 𝑘𝑎 соответствует длине волны 𝜆 =
2𝜋/𝑘 в материале обкладки, равной ширине 2𝑎 сердце-
вины волновода.
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5-5.1.3 Предел толстого волновода

Толстый, или моногомодовый волновод соответству-
ет пределу большой безразмерной толщины волновода
𝑉 ≫ 1 (5.17i).

Получить закон дисперсии через фазы, набегающие
при полном внутреннем отражении, см. Пункт 4-1.1 ...

5-5.2 TM-моды
В TM-моде электромагнитное поле удобно параметризо-
вать единственной ненулевой компонентой магнитного
поля B𝑦. Волновое уравнение

− rot
1

𝜀(𝑥)
rotB+

(︂
𝛽2 − 𝜀(𝑥)

𝜔2

𝑐2

)︂
B = 0,

спроектированное на 𝑦-направление, даёт

−𝜕𝑥
1

𝜀(𝑥)
𝜕𝑥B

𝑦 +

(︂
𝛽2

𝜀(𝑥)
− 𝜔2

𝑐2

)︂
B𝑦 = 0. (5.18a)

Из этого уравнения, в частности, следует, что на гра-
нице раздела непрерывными должны быть само поле
и его производная нормированная на диэлектрическую
проницаемость:

continuous on the boundary: B𝑦,
1

𝜀(𝑥)
𝜕𝑥B

𝑦.

(5.18b)
Остальные компоненты магнитного поля равны нулю, а
компоненты электрического поля можно найти из урав-
нения Максвелла на электрическую индукцию:

E𝑧 = − 𝑖𝑐

𝜀(𝑥)𝜔
𝜕𝑥B

𝑦, E𝑥 = − 𝑐𝛽

𝜀(𝑥)𝜔
B𝑦. (5.18c)

Как и в случае TE-волн, постоянная распростра-
нения 𝛽 ограничена сверху показателем преломления
сердцевины волновода, см. (5.17e). Действительно, ин-
тегральное неравенство

0 <

ˆ
d𝑥

(︀
𝜕𝑥B

𝑦
)︀2

𝜀(𝑥)
=

ˆ
d𝑥

(︂
𝜔2

𝑐2
− 𝛽2

𝜀(𝑥)

)︂(︀
B𝑦
)︀2
,

(5.18d)
(преобразование правой части неравенства есть след-
ствие волнового уравнения (5.18a)) говорит, что

𝛽2 < 𝜀max
𝜔2

𝑐2
, (5.18e)

где 𝜀max — максимальное значение диэлектрической
проницаемости.

Пример кривых, изображающих закон дисперсии,
показан на Рисунке 5.9. В качестве вертикальной оси
взята величина 𝛽/𝑘 (эффективный показатель прелом-
ления neff =

√
𝜀cl𝛽/𝑘), поскольку для мод всех типов

она ограничена пределами

1 <
𝛽

𝑘
<

√
𝜀, 𝑘 =

√
𝜀cl

𝜔

𝑐
, 𝜀 =

𝜀c
𝜀cl
. (5.18f)

По горизонтали отложена безразмерная частота 2𝑉
(5.17i), её также же можно назвать безразмерной тол-
щиной волновода.

Волновые профили направленных мод B𝑛± введём
согласно тем же обозначениям, которые были исполь-
зованы при определении волновых профилей TE-волн,
см. (5.17c,5.17d,5.17e).

0 1 2 3 4
1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

ε - 1 ka/π

β
/k

Рис. 5.9 Линии синего оттенка — TE-моды, линии
красного оттенка — TM-моды; тёмные и светлые линии

— симметричные и асимметричные моды
соответственно. Было взято 𝜀 = 2; отношение 𝛽/𝑘

удовлетворяет неравенствам (5.17f).

5-5.2.1 Симметричные и антисимметричные
моды

Из граничных условий (5.18b) и уравнения (5.18a) вне
границы следуют дисперсионное уравнение

𝑞 tg
𝑞𝑎

2
= 𝜀𝜅 (5.18g)

для симметричных мод и соотношение

−𝑞 ctg 𝑞𝑎
2

= 𝜀𝜅 (5.18h)

для антисимметричных мод. По сравнению с дисперси-
онными уравнениями для TE-мод (5.17h,5.17m), в дис-
персионных уравнениях (5.18g,5.18h) для TM-мод пра-
вая часть оказывается домноженной на 𝜀. При одина-
ковых значениях безразмерных параметров Δ, 𝑉 TM-
мода локализована в меньшей степени (имеет меньшее
𝜅), чем TE-мода.

В частности это означает, что частоты отсечки для
симметричных и антисимметричных мод определяют-
ся теми же соотношениями (5.17j,5.17n). Наряду с фун-
даментальной TE-модой существует и фундаменталь-
ная TM-мода, имеющая нулевую частоту отсечки. При
𝑉 ≪ 1 асимптотические выражения (5.17k) надо заме-
нить на

𝜅 ≈ (𝜀− 1)𝑘𝑎

2𝜀
,

𝛽

𝑘
≈ 1 +

1

8𝜀2
(︀
(𝜀− 1)𝑘𝑎

)︀2
. (5.18i)
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Графическое решение для законов дисперсии TM-
мод следует искать как пересечения синих и зелёных
линий с пунктирными линиями красного оттенка на
Рис. 5.8. При фиксированной частоте и номере моды
постоянная распространения TM-моды оказывается все-
гда меньше чем постоянная распространения TE-моды.
Этот факт продемонстрирован на Рис. 5.9.

5-5.3 Задачи

• Задача 1: Рассмотрите моды в плоском симмет-
ричном волноводе, не имеющие частоты обрезки. Опре-
делите пространственную структуру электромагнитно-
го поля и вектора поляризации для предела, когда моды
являются слабо-связанными.

• Задача 2: Рассмотрите моды в плоском симмет-
ричном волноводе, имеющие высокий номер. Как струк-
тура таких мод описывается в квази-классическом при-
ближении? Используя правило Бора-Зоммерфельда, по-
кажите, что параметр 𝑉 (5.17g) действительно опреде-
ляет, сколько имеется направленных мод в волноводе
при фиксированной частоте.

• Задача 3: Найти TM-моды в плоском диэлек-
трическом волноводе с симметричными обкладками.

• Задача 4: Пусть разница показателей прелом-
ления сердцевины и обкладок волновода мала,

Δ = 𝜀− 1 ≪ 1,

но волновод не обязательно является тонким. Найдите в
главном порядке по Δ разницу постоянных распростра-
нения 𝛿𝛽 = 𝛽𝑇𝑀 − 𝛽𝑇𝐸 симметричных TE- и TM-мод.
Указание: Считайте, что 𝛽𝑇𝐸 ≡ 𝛽 известно как решение
(5.17i); ответ для 𝛿𝑝 выразите в терминах 𝑝, 𝑉 , ответ для
𝛿𝛽 выразите в терминах 𝑘, 𝛽, 𝑞, 𝜅, 𝑎 (но не 𝑝), избавив-
шись в обоих случаях от тригонометрии. Задачу решите
двумя способами: путём вычитания с последующей ли-
неаризацией по малым 𝛿𝑝, Δ уравнений (5.17h,5.18g), и
путём квантовомеханической теории возмущений, когда
невозмущённой частью уравнения (5.18a) на структу-
ру TM-моды принимается уравнение на структуру TE-
моды (5.17b).

Решение: Проведём вычисления, пользуясь теори-
ей возмущений для уравнений типа уравнения Шре-
дингера. В уравнении (5.18a) на поле TM-моды выде-
лим часть, соответствующую уравнению на TE-моду, а
остальное вынесем в правую часть как возмущение:

ℋ̂0(𝛽 + 𝛿𝛽)H𝑦 = −𝒱H𝑦, (5.19a)

ℋ̂0(𝛽) = −𝜕2𝑥 + 𝛽2 − 𝜀(𝑥)𝑘2, 𝒱 =
𝜕𝑥𝜀(𝑥)

𝜀(𝑥)
𝜕𝑥.

В первом порядке теории возмущений (что включает в
себя первый порядок по Δ) приводит к уравнению

𝛿𝛽

∞̂

−∞

d𝑥H𝑦
0

𝛿ℋ̂0

𝛿𝛽
H𝑦

0 =

∞̂

−∞

d𝑥H𝑦
0 𝒱H

𝑦
0. (5.19b)

§5-6. Направленные моды в аксиально симметричном волноводе

Оптоволокнами называют длинные нити, изготов-
ленные из диэлектрика, чаще всего из стекла. Такие ни-
ти используются в качестве передатчика информации,
поскольку являются волноводами: вдоль оптоволокна
могут распространяться электромагнитные импульсы,
электромагнитное поле в которых локализовано вблизи
внутри оптоволокна.

Поскольку обычно несущая частота передаваемого
сигнала по оптоволокну находится в инфракрасной об-
ласти, то вещество волновода не проявляет магнитных
свойств, т.е. коэффициент магнитной восприимчивости
𝜇 = 1. Коэффициент диэлектрической проницаемости 𝜀
отличен от единицы и может изменяться в простран-
стве. Мы рассматриваем случай идеального аксиаль-
но симметричного оптоволокна, в котором диэлектри-
ческая проницаемость является функцией только по-
перечной координаты. Предполагается, что близи оси
оптоволокна 𝜀 имеет максимум.

Основной задачей является исследование движе-
ния импульса вдоль оси волновода. Для того, чтобы
получить эффективное одномерно уравнение, описы-

вающее распространение электромагнитного импульса
вдоль оптоволокна, надо сначала найти структуру элек-
тромагнитного поля в перечной оптоволокну плоскости.
Поэтому прежде всего требуется решить трёхмерные
уравнения Максвелла в поперечной области, тем самым
сведя задачу к одномерной.

5-6.1 Основные обозначения

Введём цилиндрические координаты 𝜌, 𝜙, 𝑧, связанные с
оптоволокном. В случае, когда мы будем работать в де-
картовых координатах, ось 𝑂𝑧 будет направлена по оси
оптоволокна. Индексами 𝑖, 𝑗, 𝑘, ... мы будем обозначать
все три координаты, а греческими индексами 𝛼, 𝛽, ... по-
перечные координаты 𝑥, 𝑦.

Волновод представляет собой прозрачный цилиндр
кругового сечения, называемый сердцевиной (core),
окружённый прозрачным цилиндрическим слоем одно-
родного материала, называемый обкладкой (cladding),
который будем считать достаточно толстым для того,
чтобы его можно было считать формально бесконеч-
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ным. Здесь мы будем интересоваться самым простым
случаем с точки зрения математического анализа, ко-
гда сердцевина является оптически однородной средой,
то есть во всём пространстве радиальная зависимость
диэлектрической проницаемости является кусочно по-
стоянной (step-index profile):

𝜀(𝜌) =

{︂
𝜀c, 𝜌 < 𝑎
𝜀cl, 𝜌 > 𝑎.

(5.20a)

Классификация всех мод и описание их свойств такого
оптического волновода можно найти в [Маркузе, 1974,
Гл. 8].

Введём безразмерный параметр 𝜀, равный отно-
шению диэлектрических проницаемостей сердцевины
оптоволокна и материала, окружающего сердцевину

𝜀 ≡ 1 + Δ =
𝜀𝑐
𝜀cl
. (5.20b)

Вторым безразмерным параметром, характеризующим
работу волновода на данной частоте, является 𝑉 (об-
щепринятые названия “normalized frequency” или “V-
number”):

𝑉 =
𝜔𝑎

𝑐

√
𝜀𝑐 − 𝜀cl =

√
Δ 𝑘𝑎, 𝑘 =

√
𝜀cl 𝜔

𝑐
. (5.20c)

Мы покажем, что количество направленных мод на дан-
ной частоте приближённо равно

𝑁modes ≈
𝑉 2

4
(5.20d)

(численный факт: хорошо работает начиная с 𝑉 > 5).
При 𝑉 < 2.4048 оптоволокно работает в одно-модовом
режиме.

Вместо частоты ниже мы будем использовать 𝑘 —
волновое число в материале обкладки. Мы будем пола-
гать, что 𝜀(𝜌) нормировано на диэлектрическую прони-
цаемость обкладок 𝜀cl, так что 𝜀(𝜌 > 𝑎) = 1. При этом
следует сделать перемасштабирование электрического
поля: √

𝜀cl E → E. (5.21)

Рис. 5.10 Схематическое строение оптоволокна и выбор
системы координат

5-6.2 Волновое уравнение

Волновое уравнение c учётом неоднородности оптиче-
ских свойств среды в терминах вектор-потенциала име-
ет вид (5.2k,5.2l). В области, где оптические свойства
среды однородны, компоненты электромагнитного по-
ля в декартовых координатах удовлетворяют волновому
уравнению

(︀
Δ⊥ + (𝜀𝜔2 − 𝛽2)

)︀⎧⎪⎪⎩E
B

⎫⎪⎪⎭ = 0. (5.22a)

Квантовыми числами, определяющими моду, явля-
ются:

• Аксиальное квантовое число 𝜈 задаёт симметрию ре-
шения уравнений Максвелла (5.2k) по отношению к
повороту вокруг оси оптоволокна. Каждая мода име-
ет фиксированное аксиальное число 𝜈. Эту симмет-
рию математически надо формулировать в цилиндри-
ческой системе координат: например, для компонент
магнитного поля

H𝜌,H𝜙,H𝑧 ∝ 𝑒𝑖𝜈𝜙, (5.22b)

где 𝜈 ∈ Z.

• Радиальное квантовое число 𝜇, равное числу нулей E𝑧

и H𝑧 как функций радиальной координаты 𝜌.

• Параметр, принимающий два значения и соответству-
ющий двум поляризациям волны в однородном про-
странстве. Как будет показан ниже, только моды с
𝜈 = 0 имеют чистые TM и TE поляризации, поэто-
му все остальные моды обозначаются EH и HE моды
[Маркузе, 1974], в зависимости от того, какая из 𝑧-
компонент поля больше.

Как и в однородном пространстве, свободно распро-
страняющееся поле в неоднородной среде может быть
параметризовано двумя скалярными функциями. Бу-
дем считать, что рассматривается поле одной моды,
имеющей аксиальное число 𝜈. Одним из технически
удобных вариантов является выбор 𝑧-компонента полей
в качестве этих двух независимых скалярных функций.
Волновое уравнение (5.22a), которому удовлетворяют 𝑧-
компоненты поля при фиксированном аксиальном чис-
ле, принимает вид(︂

𝜕2𝜌 +
1

𝜌
𝜕𝜌 +

(︂(︀
𝜀(𝜌) 𝑘2 − 𝛽2

)︀
− 𝜈2

𝜌2

)︂)︂⎧⎪⎪⎩E𝑧

H𝑧

⎫⎪⎪⎭ = 0.

(5.22c)
Это есть уравнение на функцию Бесселя порядка 𝜈.

5-6.2.1 Поперечные компоненты поля

Для нахождения вида волнового уравнения на попереч-
ные компоненты поля {H𝜌,H𝜙} в полярных координа-
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тах {𝜌, 𝜙} свяжем их компонентами в декартовых коор-
динатах:⎧⎪⎪⎩H𝑥

H𝑦

⎫⎪⎪⎭ = 𝒪̂
⎧⎪⎪⎩H𝜌

H𝜙

⎫⎪⎪⎭ , 𝒪̂(𝜙) =

⎧⎪⎪⎩ cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

⎫⎪⎪⎭ .

(5.22d)
Домножим обе части уравнения (5.22d) на 𝑒−𝑖𝜈𝜙, после
чего в правой части зависимость от угла будет происхо-
дить только из оператора поворота 𝒪̂. Разложим вектор
H⊥𝑒−𝑖𝜈𝜙 по собственным векторам оператора поворота
𝒪̂, которыми являются

𝒪̂(𝜙)

⎧⎪⎪⎩ 1
−𝑠 𝑖

⎫⎪⎪⎭ = 𝑒𝑖𝑠𝜙
⎧⎪⎪⎩ 1
−𝑠 𝑖

⎫⎪⎪⎭ , 𝑠 = ±1. (5.22e)

Наконец, домножим обе части уравнения (5.22d) на об-
ратный фазовый множитель 𝑒𝑖𝜈𝜙. В результате полу-
чаем угловую зависимость декартовых компонент попе-
речной части магнитного поля⎧⎪⎪⎩H𝑥

H𝑦

⎫⎪⎪⎭ =
∑︁
𝑠=±1

𝐻𝜈𝑠(𝜌)

⎧⎪⎪⎩ 1
−𝑠 𝑖

⎫⎪⎪⎭ 𝑒𝑖(𝜈+𝑠)𝜙, (5.22f)

⎧⎪⎪⎩H𝜌

H𝜙

⎫⎪⎪⎭ =
∑︁
𝑠=±1

𝐻𝜈𝑠(𝜌)

⎧⎪⎪⎩ 1
−𝑠 𝑖

⎫⎪⎪⎭ 𝑒𝑖𝜈𝜙, (5.22g)

где 𝐻𝜈𝑠(𝜌) — две, пока неизвестные функции радиаль-
ной координаты. Теперь подставим в волновое уравне-
ние (5.22a) угловую зависимость (5.22f). Получим урав-
нению(︂
𝜕2𝜌 +

1

𝜌
𝜕𝜌 +

(︂(︀
𝜀(𝜌) 𝑘2 − 𝛽2

)︀
− (𝜈 + 𝑠)2

𝜌2

)︂)︂
𝐻𝜈𝑠(𝜌) = 0.

(5.22h)
Таким образом, функция 𝐻𝜈𝑠(𝜌) есть функция Бесселя
порядка |𝜈 + 𝑠| в областях, где диэлектрическая прони-
цаемость 𝜀 постоянна.

Положим, что в качестве двух независимых функций
выбраны поперечные компоненты магнитного поля, см.
(5.2h,5.2i). Продольная компонента магнитного поля и
компоненты электрического поля равны

H𝑧 =
𝑖 divH⊥

𝛽
=

𝑖

𝛽𝜌
𝜕𝜌(𝜌H

𝜌)− 𝜈

𝛽𝜌
H𝜙, (5.22i)

E𝑧 =
𝑖 [rotH]𝑧

𝜀𝑘
=

𝜈

𝜀𝑘𝜌
H𝜌 +

𝑖

𝜀𝑘𝜌
𝜕𝜌(𝜌H

𝜙). (5.22j)

E𝜙 = − 𝑖

𝜀𝜔
𝜕𝜌H

𝑧 − 𝛽

𝜔𝜀
H𝜌, (5.22k)

E𝜌 = − 𝜈

𝜀𝑘𝜌
H𝑧 +

𝛽

𝑘𝜀
H𝜙. (5.22l)

Подчеркнём, что уравнения (5.22i,5.22j,5.22k,5.22l) вер-
ны при любом аксиально-симметричном профиле ди-
электрической проницаемости 𝜀(𝜌).

5-6.2.2 Граничные условия

Если же поле параметризуется продольными компонен-
тами E𝑧,H𝑧, то граничными условиями является непре-
рывность величин

E𝑧, E𝜙 =
𝑖𝑘𝜕𝜌H

𝑧 + (𝜈𝛽/𝜌)E𝑧

𝛽2 − 𝜀(𝜌) 𝑘2
,

H𝑧, H𝜙 =
(𝜈𝛽/𝜌)H𝑧 − 𝑖𝜀(𝜌) 𝑘𝜕𝜌E

𝑧

𝛽2 − 𝜀(𝜌) 𝑘2
.

(5.22m)

Выражения для азимутальных компонент электромаг-
нитного поля E𝜙 и H𝜙 следуют из (5.2p,5.2q).

Из непрерывности компоненты электрического поля
E𝑧 и всех трёх компонент магнитного поля H следу-
ет, что граничными условиями является непрерывность
четырёх функций

H𝜌, 𝜕𝜌H
𝜌, H𝜙,

𝑖𝜕𝜌(𝜌H
𝜙) + 𝜈H𝜌

𝜀
. (5.22n)

Непрерывность 𝜕𝜌H
𝜌 следует из непрерывности H𝜌,𝜙 и

непрерывности H𝑧, записанном в виде (5.22i). Непре-
рывность последней комбинации в (5.22n) следует из
непрерывности E𝑧, записанного в виде (5.22j).

5-6.3 Дисперсионное уравнение

0 1 2 3 4 5
1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1

𝑉

𝛽/𝑘

HE11

TE01

TM01

HE21

Рис. 5.11 Дисперсия связанных мод в оптоволокне при√
𝜀 = 1.1 в координатах 𝑉 =

√
Δ 𝑘𝑎 и 𝛽/𝑘. Моды с

аксиальным числом 𝜈 = 0, 1, 2 обозначены синим,
зелёным и красным соответственно. Мода с 𝜈 = 1 с

наибольшим 𝛽 есть фундаментальная мода. Все
остальные моды имеют ненулевую частоту отсечки.

Отметим, что при одной и той же частоте постоянная
распространения TE01-моды больше, чем у TH01-моды,

аналогичное неравенство имеет место в плоском
волноводе, см. Рисунок 5.9.

Для волновода с кусочно-постоянной зависимостью
диэлектрической проницаемости 𝜀 от расстояния до его
оси технически более удобным оказывается проводить



Глава 5. Волноводы 74

вычисления в терминах 𝑧-компонент полей. Посколь-
ку эти компоненты удовлетворяют уравнению Бесселя
(5.22c), то поле в сердцевине волновода имеет вид⎧⎪⎪⎩H𝑧

E𝑧

⎫⎪⎪⎭ = 𝑒𝑖𝜈𝜙
⎧⎪⎪⎩Hin

𝜈

Ein
𝜈

⎫⎪⎪⎭J𝜈(𝑞𝜌), (5.23a)

а в обкладке оно есть⎧⎪⎪⎩H𝑧

E𝑧

⎫⎪⎪⎭ = 𝑒𝑖𝜈𝜙
⎧⎪⎪⎩Hout

𝜈

Eout
𝜈

⎫⎪⎪⎭K𝜈(𝜅𝜌). (5.23b)

Уравнения непрерывности полей (5.22m) приводят нас
к системе, данной в [Маркузе, 1974, с. 379]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J𝜈 0 0 −K𝜈

0 J𝜈 −K𝜈 0

𝜈𝛽J𝜈
𝑞2𝑎

−𝜀 𝑘J
′
𝜈

𝑞
−𝑘K

′
𝜈

𝜅

𝜈𝛽K𝜈

𝜅2𝑎

−𝑘J
′
𝜈

𝑞

𝜈𝛽J𝜈
𝑞2𝑎

𝜈𝛽K𝜈

𝜅2𝑎
−𝑘K

′
𝜈

𝜅

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐻 in
𝜈

𝑖𝐸in
𝜈

𝑖𝐸out
𝜈

𝐻out
𝜈

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= 0,

(5.23c)
где аргумент у всех J есть 𝑞𝑎, а у всех K он равен 𝜅𝑎.
Прежде чем считать детерминант у матрицы в (5.23c),
поделим у неё первые два столбца на −J𝜈 , последние
два столбца на −K𝜈 , и ещё последние две строчки на
𝑘𝑎. Получим матрицу⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 0 1

0 1 1 0

𝜈𝛽

𝑘(𝑞𝑎)2
− 𝜀J′𝜈
𝑞𝑎 J𝜈

K′
𝜈

𝜅𝑎K𝜈
− 𝜈𝛽

𝑘(𝜅𝑎)2

− J′𝜈
𝑞𝑎 J𝜈

𝜈𝛽

𝑘(𝑞𝑎)2
− 𝜈𝛽

𝑘(𝜅𝑎)2
K′

𝜈

𝜅𝑎K𝜈

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (5.23d)

Теперь относительно несложно нейти детерминант мат-
рицы (5.23d), приравняв его нулю для нахождения дис-
персионных законов для направленных мод. После неко-
торых выкладок получаем дисперсионное уравнение в
следующем виде:(︂

J′𝜈
𝑞𝑎 · J𝜈

+
K′

𝜈

𝜅𝑎 ·K𝜈

)︂(︂
J′𝜈

𝑞𝑎 · J𝜈
+

1

𝜀

K′
𝜈

𝜅𝑎 ·K𝜈

)︂
=

=
𝜈2𝛽2

𝜀𝑘2

(︂
1

(𝑞𝑎)2
+

1

(𝜅𝑎)2

)︂2

= (5.23e)

= 𝜈2
(︂

1

(𝑞𝑎)2
+

1

(𝜅𝑎)2

)︂(︂
1

(𝑞𝑎)2
+

1

𝜀

1

(𝜅𝑎)2

)︂
.

В этом уравнении безразмерные параметры, характери-
зующие физические параметры оптоволокна, исчерпы-
ваются двумя — 𝑉 (5.20c) и Δ (5.20b), причём

𝑉 2 = (𝑞𝑎)2 + (𝜅𝑎)2. (5.23f)

Графическое изображение дисперсии направленных
мод. Типичные дисперсионные кривые в переменных

• безразмерный радиус сердцевины оптоволокна (без-
размерная частота) 𝑉 =

√
Δ 𝑘𝑎 – эффективный ко-

эффициент преломления neff = 𝛽/𝑘. Рисунок 5.11.

• безразмерный радиус сердцевины оптоволокна (без-
размерная частота) 𝑘𝑎 – постоянная распростране-
ния 𝛽. Рисунок 5.12.

𝛽

𝜔

𝛽
=
n cl
𝜔/
𝑐

𝛽 =
nc𝜔

/𝑐

Рис. 5.12 Дисперсия связанных мод в оптоволокне при√
𝜀 = 1.4 в координатах 𝛽 и 𝜔. Синим обозначена мода

с 𝜈 = 0, зелёным — фундаментальная мода.

5-6.4 Задачи

• Задача 1: Исходя из квази-классического при-
ближения показать, что оценка для количества направ-
ленных мод 𝑁modes (5.20d) в аксиально симметричном
волноводе со ступенчатым радиальным профилем пока-
зателя преломления действительно справедлива. Ука-
зание: при подсчёте количества доступных состояний
учесть требование полного внутреннего отражения для
поля связанной волны внутри сердцевины и воспользо-
ваться правилом квантования Бора-Зоммерфельда.

• Задача 2: В аксиально-симметричном волново-
де найти частоту отсечки для аксиально-симметричных
мод (имеющие аксиальное число 𝜈 = 0). Выразить
эту частоту отсечки в терминах 𝑉 -параметра (5.20c),
𝑉 = ^ . При 𝑉 < ^ в волноводе возможно распростра-
нение только фундаментальной моды. Покажите, что
аксиально-симметричные моды являются либо TE-, ли-
бо TM-модами.
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§5-7. Слабо ведущие волноводы

Среди оптических диэлектрических волноводов наи-
более распространённым является оптическое волокно
(оптоволокно, optical fibre). Оно полностью сделано из
стекла, оптические свойства которого слабо изменяются
от сердцевины (core) к периферии, которую называют
обкладкой (cladding). Слабость изменения оптических
свойств означает, что вариация диэлектрической прони-
цаемости мала по сравнению с единицей. На практике
величина вариации составляет менее одной сотой.

В пределе отсутствующей вариации оптических
свойств среды в волноводе направленные моды в нём
пропадают, превращаясь в плоские поперечные волны.
Если вариация ненулевая, но мала, то для плоского
волновода непосредственное сравнение уравнений на за-
кон дисперсии для 𝑇𝐸-мод (5.17h,5.17m) и для 𝑇𝑀 -мод
(5.18g,5.18h) приводит к заключению, что эти уравне-
ния совпадают в пределе

Δ = 𝜀− 1 ≪ 1. (5.25)

При этом число мод, которое определяется параметром
𝑉 (5.17g), может быть как равно единице, так и велико.

В результате приходим к выводу, что исследование
структуры направленных мод в волноводе в пределе
(5.25) можно производить в рамках теории возмуще-
ний. В главном приближении достаточно считать, что
направленная мода представляет собой чисто попереч-
ную волну, амплитуда которой медленно, то есть на рас-
стояниях многих длин волн, меняется в поперечном на-
правлении. При этом, как мы увидим ниже, простран-
ственной производной от диэлектрической проницаемо-
сти в волновом уравнении можно пренебречь, так что
волновое уравнение по структуре становится идентич-
ным уравнению Шрёдингера при любой пространствен-
ной конфигурации волновода в поперечной плоскости и
для любой поляризации.

Такие волноводы называются слабо-волноведущими
волноводами (weakly guiding waveguides), а моды в них
— линейно-поляризованными модами (linearly-polarized
modes). Рассмотрение слабо-ведущих волноводов мож-
но найти, например, в [Снайдер и Лав, 1987, Гл. 32] или
[Okamoto, 2006, 3.4. Linearly Polarized (LP) Modes].

5-7.1 Волновое уравнение
Преимущество уравнения (5.2l) для описания слабо-
ведущих волноводов состоит в том, что справа сто-
ит градиент от показателя преломления, который для
слабо-ведущего волновода как раз мал. Поэтому правой
частью в этом пределе можно пренебречь, и мы получим
два скалярных независимых друг от друга уравнения(︀

Δ⊥ + 𝜀𝑘2 − 𝛽2
)︀
H⊥ = 0. (5.26)

Уравнение (5.26) есть уравнение квантовой механи-
ки, описывающее связанный уровень в двумерной

аксиально-симметричной потенциальной яме. Электри-
ческое поле может быть восстановлено из магнитного
поля по связи (5.2i), в которой пренебрежено градиент-
ным вкладом, а диэлектрическая проницаемость взята
постоянной и равной её значению в обкладке,

E⊥ = ϵ̂H⊥ (5.27)

с учётом приближённого равенства 𝛽 = 𝑘. Иными слова-
ми, структура направленной моды действительно почти
совпадает со структурой плоской волны в однородном
пространстве, а электрическое поле в главном прибли-
жении удовлетворяет тому же уравнению (5.26).

5-7.1.1 Фундаментальная мода HE11 в круглом
волноводе

Исследуем дисперсию фундаментальной моды в опто-
волокне с круглым сечением с кусочно-постоянным по-
казателем преломления предполагая, что скачок пока-
зателя преломления мал в смысле (5.25). Литература:
[Okamoto, 2006, §3.5].

Решаем уравнение (5.26) для одной из компонент
магнитного поля, скажем, для H𝑥. Для этой мо-
ды принято обозначение HE11. Решение должно быть
аксиально-симметричным, то есть

H𝑥 = ℎinJ0(𝑞𝜌), 𝜌 < 𝑎, H𝑥 = ℎout K0(𝜅𝜌), 𝜌 > 𝑎,
(5.28a)

где ℎ — пока неизвестная константа. Требуя непрерыв-
ность самого поля и его производной на границе раздела
сред,

J0(𝑞𝑎) =
ℎout

ℎin
K0(𝜅𝑎), 𝑞 J′0(𝑞𝑎) =

ℎout

ℎin
𝜅K′

0(𝜅𝑎),

(5.28b)
и используя рекуррентные соотношения J′0(𝑧) = −J1(𝑧)
и K′

0(𝑧) = −K1(𝑧), получаем условие существования
нетривиального решения

𝑞𝑎 J1(𝑞𝑎)

J0(𝑞𝑎)
=
𝜅𝑎 K1(𝜅𝑎)

K0(𝜅𝑎)
, (𝑞𝑎)2 + (𝜅𝑎)2 = 𝑉 2. (5.28c)

Для стандартного одномодового волокна 𝑉 ≈ 2.3, что
даёт 𝜅𝑎 ≈ 1.63 и 𝑞𝑎 = 1.62.

Условие нормировки (5.2o) (после перемасштабиров-
ки (5.21)) приобретает вид

ˆ
d𝑥d𝑦

⃒⃒
H⊥
⃒⃒2

= 1 (5.28d)

с учётом связи (5.27) электрического и магнитного по-
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лей. Для фундаментальной моды

1

𝑞2

𝑞𝑎ˆ

0

(︀
J0(𝑧)

)︀2
𝑧 d𝑧 +

1

𝜅2

(︀
J0(𝑞𝑎)

)︀2(︀
K0(𝜅𝑎)

)︀2
∞̂

𝜅𝑎

(︀
K0(𝑧)

)︀2
𝑧 d𝑧 =

=
1

2𝜋

1

(ℎin)2
.

(5.28e)
Если 𝜅𝑎, 𝑞𝑎 ∼ 1, то получаем оценку для амплитуды по-
ля нормированной моды ℎin ∼

√
Δ 𝑘.

Приближённое характеристическое уравнение
(5.28c) можно получить и непосредственно из точно-
го характеристического уравнения (5.23e). Полагая в
левой части (5.23e) приближённо 𝜀c ≈ 𝜀cl и вычисляя
квадратный корень из обеих частей уравнения, получа-
ем

J′𝜈 ± (𝜈/𝑞𝑎) J𝜈
𝑞𝑎 · J𝜈

+
K′

𝜈 ± (𝜈/𝜅𝑎)K𝜈

𝜅𝑎 ·K𝜈
= 0. (5.28f)

Пользуясь рекуррентными соотношениями для функ-
ций Бесселя

J′𝜈(𝑧)±
𝜈

𝑧
J𝜈(𝑧) = ±J𝜈∓1(𝑧), (5.28g)

K′
𝜈(𝑧)±

𝜈

𝑧
K𝜈(𝑧) = −K𝜈∓1(𝑧), (5.28h)

приходим к двум уравнениям

J𝜈−1

𝑞𝑎 · J𝜈
=

K𝜈−1

𝜅𝑎 ·K𝜈
,

J𝜈+1

𝑞𝑎 · J𝜈
= − K𝜈+1

𝜅𝑎 ·K𝜈
. (5.28i)

При 𝜈 = 1 первое уравнение в (5.28i) совпадает с (5.28c),
полученным из теории слабо ведущего волновода.

5-7.2 Поправки к закону дисперсии и
полю

При определении выше закона дисперсии и простран-
ственной структуры поля направленной моды мы пре-
небрегли последним слагаемым в волновом уравнении
(??5.2l)). Исследуем, какие поправки в закон дисперсии
и в структуру моды вносит этот член. Обозначим ℋ̂ опе-
ратор в уравнении на ϵH⊥ (5.2l):

ℋ̂ = ℋ̂0 + 𝒱 (5.28j)

где невозмущённая часть и возмущение равны

ℋ̂0 = Δ⊥ + 𝜀𝑘2 − 𝛽2, 𝒱 = −𝑔∇𝑇

⊥ . (5.28k)

Мы также полагаем. что магнитное и электрическое по-
ля моды, являющиеся решением уравнения (5.26) и свя-
занные между собой (5.27), удовлетворяют условию нор-
мировки (5.2o).

Поправка к постоянной распространения 𝛿𝛽, связан-
ная с отличием точного уравнения (5.2l) и приближён-

ного уравнения (5.26), равна

𝛿𝛽 =
1

2𝑘

ˆ
d𝑥d𝑦

(︁(︀
ϵ̂H⊥

)︀* 𝒱 (︀ϵ̂H⊥
)︀)︁

= (5.28l)

= − 1

2𝑘

ˆ
d𝑥d𝑦

(︀(︀
ϵ̂H⊥

)︀* · 𝑔)︀div (︀ϵ̂H⊥
)︀

=

= − 1

2𝑘

ˆ
d𝑥d𝑦

(︀
H𝑦*𝜕𝑥𝜀−H𝑥*𝜕𝑦𝜀

)︀(︀
𝜕𝑥H

𝑦 − 𝜕𝑦H
𝑥
)︀

в рамках первого порядка теории возмущений, сравни
с соответствующими выражениями для плотского вол-
новода (5.19a,5.19b) (сейчас мы учли, что постоянная
распространения 𝛽 ≈ 𝑘).

Для фундаментальной моды со ступенчатым про-
странственным распределением показателя преломле-
ния аксиальная симметрия позволяет упростить (5.28l)
до

𝛿𝛽 =
𝜋Δ · 𝑎
4𝑘

𝜕𝜌
(︀
H⊥
)︀2 ⃒⃒⃒

𝜌=𝑎
. (5.28m)

где относительный скачок диэлектрической проницае-
мости Δ определён в (5.20b). Отметим, что поправка
отрицательна, 𝛿𝛽 < 0, поскольку производная интенсив-
ности поля отрицательна. Этот знак соответствует на-
правлению смещения дисперсионных кривых 𝑇𝑀 -мод
относительно дисперсионных кривых 𝑇𝑀 -мод в плос-
ком волноводе, см. Рис. 5.9. Положим, что параметр
𝑉 ∼ 1, т.е. 𝜅𝑎, 𝑞𝑎 ∼ 1. Выражение (5.28m) позволяет
оценить поправку к постоянной распространения 𝛽, свя-
занную с неучтённым градиентом показателя преломле-
ния:

𝛿𝛽

𝑘
∼ Δ2. (5.28n)

Мы учли, что производная оценивается как 𝜕𝜌 ∼
√
Δ 𝑘,

а интенсивность нормированного поля согласно (5.28e)
оценивается как H2 ∼ Δ𝑘2. Отметим, что 𝛽/𝑘 − 1 ∼ Δ,
т.е. поправка, как и полагается, относительно мала:
𝛿𝛽/(𝛽 − 𝑘) ∼ Δ. Так и должно быть, поскольку при
переходе от точного дисперсионного уравнения (5.23e)
к приближённому уравнению (5.28i) была произведена
замена 𝜀 → 1, что как раз означает пренебрежение по-
правками, относительная величина которых порядка Δ.

В главном приближении поперечные компоненты
поля имеют аксиально-симметричное пространствен-
ное распределение. Согласно Пункту 5-6.2.1, во-первых,
есть продольные компоненты, а, во-вторых, вклад вто-
рой угловой гармоники в поперечные компоненты Най-
дём. Продольные компоненты E𝑧 и H𝑧 вычисляются
непосредственно по формулам (5.22i,5.22j). Вторую гар-
монику в магнитном и электрическом полях можно най-
ти методом последовательных приближений стартуя с
точного уравнения (5.2l):

ℋ̂0

(︀
ϵ̂H⊥(2)

)︀
=
(︁
𝒱ϵ̂H⊥(0)

)︁(2)

. (5.28o)
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Справа верхний индекс ‘(2)’ означает проекцию на вто-
рую гармонику. Вторые гармоники в магнитном и элек-
трическом полях связаны соотношением

E⊥(2)

0 = ϵ̂H⊥(2)

0 −
ϵ̂
(︀
∇⊥ divH⊥(0)

)︀(2)
𝑘2

, E⊥(0) = ϵ̂H⊥(0),

(5.28p)
где первое слагаемое получено с помощью приближён-
ного равенства (5.27), спроектированного на вторую
гармонику, второе слагаемое возникает из второго сла-
гаемого в (5.2i) (в нём мы положили 𝛽 = 𝑘, а 𝜀(0) сле-
дует принять равной единице). Для нулевой гармоники
полей в (5.28p) также достаточно приближения (5.27).

5-7.3 Предел слабо-связанной моды
Слабо-связанной модой назовём такую моду, у которой
поток энергии сосредоточен в основном вне сердцеви-
ны оптоволокна. Это означает, что слабо-связанной мо-
де соответствует предел

𝜅𝑎≪ 1. (5.28q)

В частности, слабо-связанной модой является фунда-
ментальная мода в пределе 𝑉 ≪ 1, где параметр 𝑉
определён в (5.20c). Другим примером слабо-связанной
моды является мода на частоте, слабо превышающей
частоту отсечки этой моды.

Рассмотрим фундаментальную моду в пределе
𝑉 ≪ 1. Раскладывая детерминант (5.23e) по малому
параметру (5.28q), получаем следующее приближённое
выражение, определяющее связь постоянной распро-
странения и частоты связанной моды

𝛽

𝑘
− 1 =

(𝜅𝑎)2

2 (𝑘𝑎)2
= (5.28r)

=
2𝑒−2Γ

(𝑘𝑎)2
exp

(︂
−
(︂

4

𝑉
− 1

)︂(︂
1 +

Δ

2

)︂)︂
,

где константа Эйлера-Маскерони Γ = 0.577216. Мы при-
близили (𝑞𝑎)2 = 𝑉 , поскольку из (5.28r) видно, что 𝜅𝑎
является экспоненциально малой величиной. При выво-
де (5.28r) не предполагалось неравенство Δ ≪ 1. Если
это неравенство предположить, то выражение (5.28r) не

совпадает с пределом (5.28c) при 𝑉 ≪ 1. Дело в том, что
теория слабоведущих волноводов не применима в пре-
деле 𝑉 ≪ 1, что можно увидеть, получив, что поправка
(5.28l) не мала по сравнению с 𝛽 − 𝑘...

5-7.4 Физические параметры некоторых
типов оптоволокон

Приведём здесь физические параметры некоторых ти-
пов оптоволокон, использующихся в промышленности.

Одно-модовое волокно Single-mode fiber .
Диаметр сердцевины 2𝑎 = 9мкм, диаметр обкладки

125мкм. Коэффициент преломления сердцевины nc =
1.480, коэффициент преломления обкладки ncl = 1.475,
разница диэлектрических проницаемостей сердцевины
и обкладки

Δ =
2(n𝑐 − n𝑐𝑙)

n𝑐𝑙
= 0.0068. (5.29)

На рабочей частоте 1550мкм затухание 0.2Дб/км.

Многомодовое оптоволокно Радиус сердцевины
𝑎 = 50мкм (или 𝑎 = 62мкм), радиус обкладки 125мкм.
Коэффициенты преломления те же.

5-7.5 Задачи

• Задача 1: Оценить для фундаментальной мо-
ды в стандартном одномодовом оптоволокне декремент
ослабления поля в радиальном направлении в обкладке,
а также показатель экспоненты для ослабления поля на
внешней границе обкладки.

• Задача 2: Для одномодового оптоволокна с фи-
зическими параметрами (5.29) определить безразмер-
ный параметр 𝑉 (5.20c).

• Задача 3: Для аксиально симметричного вол-
новода со ступенчатым радиальным профилем в преде-
ле малого изменения показателя преломления выяснить
(параметры даны в абзаце с формулой (5.29)), можно ли
описывать дисперсию фундаментальной моды прибли-
жённым уравнением (5.28r).

§5-8. Двулучепреломление в оптоволокнах

Ранее было рассмотрено аксиально-симметричное
оптоволокно. Реальные оптоволокна имеют слабое от-
клонение от этой симметрии. Будем по-прежнему пред-
полагать, что оптоволокно однородно вдоль своей оси,
и рассмотрим влияние слабого нарушения аксиальной
симметрии на дисперсионные свойства фундаменталь-
ной моды. Главным результатом этого влияния являет-

ся появление различия у постоянных распространения
двух ортогональных линейных поляризаций. В этом па-
раграфе мы определяем величину этой разницы в зави-
симости от степени нарушения аксиальной симметрии.
Мы будем считать, что контраст диэлектрической про-
ницаемости мал, Δ ≪ 1 в (5.20b), так что применима
теория слабо ведущих волноводов, изложенная в § 5-7.
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Литература: [Imoto и др., 1980], [Rashleigh, 1983].
Представим распределение диэлектрической прони-

цаемости в виде разложения по первым трём угловым
гармоникам:

𝜀(𝑥, 𝑦) = 𝜀(0)(𝜌) + 𝜀(1)(𝜌) cos(𝜙+ 𝜙1) + 𝜀(2)(𝜌) cos(2𝜙).
(5.30a)

Предполагается, что 𝜀(1,2) ≪ 1. Сразу заметим, что пер-
вая гармоника 𝜀(1) в главном порядке теории возмуще-
ний в силу свой нечётности не вносит поправок в за-
кон дисперсии. Это видно, например, из симметрийных
свойств вида поправки в рамках теории возмущений
первого порядка, см. (5.28l). Поэтому в дальнейшем мы
рассматриваем влияние 𝜀(2)-поправки.

5-8.1 Получение поправки через вариа-
ционный принцип

Волновое уравнение можно рассматривать как седло-
вую точку для действия. Выберем следующий вариант
вида действия:

𝑆 =

ˆ
d3𝑟

(︃(︀
𝜕𝑡H

)︀2
𝑐2

−
(︀
rotH

)︀2
𝜀

)︃
. (5.30b)

Предполагается, что само магнитное поле H = rotA,
что гарантирует соленоидальность магнитного поля.
Вариация этого действия по A приводит к волновому
уравнению (5.2k) с заменой 𝑘2 → −𝑐−2𝜕2𝑡 .

В (5.30b) поле предполагается действительным, од-
нако для того, чтобы ввести понятие постоянной рас-
пространения 𝛽, надо перейти к комплексным ампли-
тудам, имеющим зависимость по времени и продольной
координате вида (5.1b). При переходе к комплексным
амплитудам в действии (5.30b) надо произвести замены

𝑆 =

𝐿̂

0

d𝑧

ˆ
d𝑥d𝑦

(︃
𝜔2

𝑐2
⃒⃒
H
⃒⃒2 − ⃒⃒

rotH
⃒⃒2

𝜀

)︃
. (5.30c)

Мы учли, что в (5.30c) поле не убывает на далёких рас-
стояниях вдоль волновода, при |𝑧| → ∞, поэтому инте-
грирование по 𝑧 производится до некоторого 𝐿, большо-
го по сравнению с длиной волны, 𝛽𝐿≫ 1.

Само действие (5.30b) на поле, удовлетворяющем
волновому уравнению, равно нулю,

𝑆 = 0, (5.30d)

в чём нетрудно убедиться следующим образом. Разде-
лим второе слагаемое в (5.30c) на две равные половины,
в которых произведём интегрирования по частям раз-
ным образом, выделив H и H* соответственно. Гранич-
ные члены будут равны

ˆ
d𝑥d𝑦 Re[E × H*]𝑧

⃒⃒⃒⃒𝐿
0

= 0, (5.30e)

поскольку это пропорционально разности потоков энер-
гии через плоскости 𝑧 = 𝐿 и 𝑧 = 0, а мода предполагает-
ся незатухающей. В оставшемся же объёмном интеграле
выделяется в качестве общего множителя при H и H*

левая часть волнового уравнения, которая равна нулю.
Таким образом, (5.30d) действительно верно́.

Идея нашего вычисления поправки к постоянной
распространения состоит в том, что равенство (5.30d)
сохраняется при вариации параметров волновода, т.е.

𝜕𝑆

𝜕𝛽
𝛿𝛽 + 𝛿𝑆𝜀 = 0, (5.30f)

где вариация действия по вариации 𝛿𝜀 пространствен-
ному распределению диэлектрической проницаемости

𝛿𝑆𝜀 =

ˆ
d𝑧

𝜔2

𝑐2

ˆ
d𝑥d𝑦 𝛿𝜀

⃒⃒
E
⃒⃒2
. (5.30g)

При подсчёте вариации по 𝛽 мы должны были
учесть, что она происходит при сохранении условия
divH = 0, то есть H𝑧-компонента поля не является неза-
висимой, будучи определяемой поперечными компонен-
тами H⊥ (5.2h): 𝛿𝛽H𝑧 = −(𝛿𝛽/𝛽)H𝑧. Однако вариация
действия по H𝑧 равна нулю (эта вариация не локальна в
пространстве по 𝑧-направлению, однако в действии при-
сутствуют только поперечные производные от H𝑧), по-
скольку поле удовлетворяет волновому уравнению. Да-
лее, выполняя вариацию по 𝛽 оставшихся членов, мы
не должны варьировать бегущую экспоненту exp(𝑖𝛽𝑧) в
поле, поскольку она в полном выражении домножается
на обратную ей экспоненту. Таки образом, существенная
часть вариации по 𝛽 первого вклада в (5.30c) равна ну-
лю. Существенная часть вариации второго слагаемого
равна

𝛿𝑆𝛽 =
𝑖𝜔

𝑐

ˆ
d𝑥d𝑦

(︁(︀
E· 𝛿𝛽(rotH*)

)︀
−
(︀
E* · 𝛿𝛽(rotH)

)︀)︁
=

=
2𝜔

𝑐

ˆ
d𝑥d𝑦 Re

(︀
E⊥* · ϵ̂H⊥

)︀
.

(5.30h)
Равенство (5.30f) расписывается, таким образом, в виде

2 𝛿𝛽

ˆ
d𝑥d𝑦 Re

(︀
E⊥ · ϵ̂H⊥*)︀ = 𝜔

𝑐

ˆ
d𝑥d𝑦 𝛿𝜀

⃒⃒
E
⃒⃒2
. (5.30i)

Эти общие вычисления годятся для любых волново-
дов. Соотношение (5.30i) приведено в [Imoto и др., 1980,
Eq. (A6)].

Рассматривая теперь оптоволокно положим, что вы-
полнено условие нормировки (5.2o,5.28d). Приходим к
окончательному равенству

𝛿𝛽 =
𝑘

2

∞̂

0

𝜌d𝜌

2𝜋ˆ

0

d𝜙 𝛿𝜀
⃒⃒
E
⃒⃒2
, (5.30j)

В скалярном произведении в (5.30j) главная аксиально-
симметричная часть поля производит нулевой вклад в
окончательный ответ, так что надо выделить поправки
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относительно малые как Δ. При этом сравнимые вкла-
ды производятся как поперечными, так и продольной
компонентой электрического поля.

𝛿𝛽 =
𝑘

2

∞̂

0

𝜌d𝜌

2𝜋ˆ

0

d𝜙𝜀(2) cos(2𝜙) (5.30k)

(︂
2
(︀
E⊥(2) ·E⊥(0)

)︀
+
⃒⃒
E𝑧(1)

⃒⃒2)︂
,

где индексы ‘(0)’, ‘(1)’ и ‘(2)’ означают вклад от соот-
ветствующей угловой гармоники.

5-8.2 Получение поправки через теорию
возмущений

Обозначим ℋ̂ оператор в уравнении на H⊥ (5.2l):

ℋ̂ = ℋ̂(0)

0 + 𝒱 (0) + ℋ̂(2)

0 + 𝒱 (2), (5.30l)

где величины с верхним индексом ‘(0)’ соответствуют
невозмущённой задаче,

ℋ̂(0)

0 = Δ⊥ + 𝜀(0)𝑘2 − 𝛽2, 𝒱 (0) = −𝑔(0) ∇𝑇

⊥ . (5.30m)

а величины с верхним индексом ‘(2)’ производятся 𝜀(2)-
поправкой:

ℋ̂(2)

0 = 𝑘2𝜀(2) cos(2𝜙), (5.30n)

𝒱 (2) = −𝑔(2) ∇𝑇

⊥ , 𝑔(2) = grad (𝜀(2) cos(2𝜙)) .

В выражении для 𝑔 учёт отличия 𝜀(0) был бы превыше-
нием точности. За H⊥

0 и 𝛽0 обозначим магнитное поле и
постоянную распространения, которые являются реше-
нием уравнения (︀

ℋ̂(0)

0 + 𝒱 (0)
)︀
ϵ̂H⊥

0 = 0. (5.30o)

Согласно виду скалярного произведения (5.2o), в пер-
вом порядке теории возмущений изменение постоянной
распространения, связанное с асимметрией волновода,
определяется выражением

𝛿𝛽 =
1

2𝛽

ˆ
d𝑥d𝑦

(︁
E⊥

0 ·
(︀
ℋ̂(2)

0 + 𝒱 (2)
)︀
ϵ̂H⊥

0

)︁
, (5.30p)

где E⊥
0 связано с H⊥

0 согласно (5.2i). (Ещё раз обратим
внимание, что если бы мы в (5.30p) вместо 𝜀(2) подста-
вили 𝜀(1)-поправку из (5.30a), то получили бы нуль.) На-
помним, что магнитное поле в (5.30p) должно быть нор-
мировано на единицу. В пределе слабо-ведущего волно-
вода это означает, что должна выполняться нормиров-
ка (5.28e). Поскольку имеются две поляризации, то они
должны быть выбраны так, чтобы в их базисе возму-
щение ℋ̂(2)

0 +𝒱 (2) имело диагональный вид; иначе поми-
мо диагональных элементов (5.30p) пришлось бы так-
же рассматривать и недиагональные элементы. Ниже

будет видно, что по соображениям симметрии недиаго-
нальные элементы оказываются равными нулю, если в
качестве базисных поляризаций выбраны линейные по-
ляризации вдоль 𝑥- и 𝑦-осей.

Рассмотрим структуру первого слагаемого в (5.30p),
производимого ℋ̂(2)

0 . Поперечные компоненты электро-
магнитного поля содержат как нулевую гармонику (най-
денную выше в рамках приближения слабо ведущего
волновода), так и относительно слабую (имеющую по-
рядок Δ) вторую гармонику:

H⊥
0 = H⊥(0)

0 +H⊥(2)

0 , E⊥
0 = E⊥(0)

0 +E⊥(2)

0 . (5.30q)

Первое слагаемое в (5.30p) поэтому есть

𝛿𝛽1 =
𝑘

2

∞̂

0

𝜌d𝜌

2𝜋ˆ

0

d𝜙𝜀(2) cos(2𝜙) (5.30r)

(︁(︀
E⊥(2)

0 · ϵ̂H⊥(0)

0

)︀
+
(︀
E⊥(0)

0 · ϵ̂H⊥(2)

0

)︀)︁
,

Теперь обратимся ко второму слагаемому в (5.30p). В
электрическом и магнитном полях следует удержать
только нулевые гармоники, так что

𝛿𝛽2 = − 1

2𝑘

∞̂

0

𝜌d𝜌

2𝜋ˆ

0

d𝜙 (5.30s)

(︁
ϵ̂H⊥(0) · grad

(︀
𝜀(2) cos(2𝜙)

)︀)︁
div
(︀
ϵ̂H⊥(0)

)︀
.

Возьмём сумму обоих вкладов. В процессе выкладок
учтём, что с нашей точностью Δ⊥H⊥(0)

0 = (𝛽2−𝑘2)H⊥(0)

0 ,
и связь (5.2j) 𝑧-компоненты электрического поля с попе-
речными компонентами магнитного поля. В результате
придём к выражение (5.30k).

5-8.3 Задачи

• Задача 1: Пусть распределение диэлектрической
проницаемости в оптоволокне имеет ступенчатый вид.
У оптоволокна имеется слабая асимметрия, так что по-
перечное сечение сердцевины имеет не строго круглую
форму, а эллиптическую с малым эксцентриситетом 𝑒 =
0.03. Средний радиус сердцевины равен 𝑎 = 4.5мкм, ко-
эффициент преломления n = 1.48, а разность Δ = 0.004
(5.20b), на несущей частоте сигнала длина волны в пу-
стоте 𝜆0 = 1.5мкм. Отталкиваясь от вида поправки к
скорости распространения (5.30j), оцените длину 𝐿𝐵𝐿,
на которой одна поляризация обгоняет другую на одну
длину волны. Указание: Сначала установите функцио-
нальную зависимость 𝐿𝐵𝐿 от параметров оптоволокна,
потом произведите численный расчёт.
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§5-9. Поверхностные плазмоны

Рассмотрим распространение электромагнитной
волны вдоль границы раздела металл-диэлектрик
(Raether [1988], а также Ландау и Лифшиц [1987, за-
дача после §88]) на частотах, близких к плазменной
частоте в красной от неё области.

Введём декартову системы координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Пусть
область, занимаемая металлом задаётся неравенством
𝑧 < 0. Для определённости примем, что электромаг-
нитная волна распространяется вдоль ои 𝑂𝑥. Тогда все
поля при 𝑧 > 0 содержат множитель

при 𝑧 < 0 exp
(︀
𝑖𝛽𝑥+ 𝜅m𝑧 − 𝑖𝜔𝑡

)︀
,

при 𝑧 > 0 exp
(︀
𝑖𝛽𝑥− 𝜅d𝑧 − 𝑖𝜔𝑡

)︀
,

(5.31a)

где действительные части пространственных декремен-
тов затухания 𝜅m и 𝜅d положительны. Волновое урав-
нение, записанное в областях с однородным электромаг-
нитным откликом, даёт связи

𝛽2 − 𝜅2m =
𝜀m 𝜔

2

𝑐2
, 𝛽2 − 𝜅2d =

𝜀d 𝜔
2

𝑐2
. (5.31b)

Ниже мы выясним, что электрическое поле нор-
мально оси 𝑂𝑦, а магнитное поле имеет только 𝑦-
компоненту. Таким образом, поверхностный плазмон
есть 𝑇𝑀 -волна. Всего мы имеем 6 неизвестных: 𝜅m,
𝜅d, 𝑞 и 4=(2 области)x(2 компоненты) компонент элек-
трического поля. На эти величины наложено 2 условия
(5.31b), вытекающие из волнового уравнения в объёме, и
4 условия на границе (непрерывность касательных ком-
понент E и H, а также нормальных компонент D и B.),
т.е. всего 5 условий. Таким образом, существует не более
чем 6-5=1 направленная мода.

Удовлетворяя вышеперечисленным граничным усло-
виям, приходим к тому, что

𝜅2m = −𝜔
2

𝑐2
𝜀2m

𝜀d + 𝜀m
, 𝜅2d = −𝜔

2

𝑐2
𝜀2d

𝜀d + 𝜀m
, (5.31c)

что не противоречит условию связанности волны по-
верхностью раздела, — т.е. затуханию волны в обе сто-
роны от поверхности, — если выполнено неравенство

Re
(︀
𝜀m/𝜀d

)︀
< −1. (5.31d)

Постоянная распространения

𝛽2 =
𝜔2

𝑐2
𝜀d𝜀m
𝜀d + 𝜀m

= 𝜅m𝜅d. (5.31e)

Электрическое поле поверхностной моды лежит в плос-
кости, перпендикулярной оси 𝑂𝑦. Если отбросить мно-
жители (5.31a), дающие зависимость от координат, то
электрическое поле оказывается равным

при 𝑧 > 0 E0 = {1, 0, 𝑖𝛽/𝜅d} ,
при 𝑧 < 0 E0 = {1, 0, −𝑖𝛽/𝜅m} ,

(5.31f)

Магнитное поле

H0 =

(︂
0, −𝑖𝜀d 𝜔

𝑐 𝜅d
, 0

)︂
. (5.31g)

Слабо связанные плазмоны. Плазмон является
слабо связанным с поверхностью, если он оказывается
локализованном в поперечном направлении на масшта-
бе, значительно превышающим длину волны света в ди-
электрике, т.е. когда

𝜅d
𝜔/𝑐

≪ 1, ⇐ 𝜀d
𝜀m

≪ 1.

Из (5.31c) следует, что такой предел достигается, когда
диэлектрическая проницаемость металла становится от-
носительно большой по абсолютному значению.

В пределе слабо связанных поверхностных волн име-
ет смысл переписать уравнение дисперсии в терминах
поверхностного импеданса 𝜁 (4.5b): согласно его опре-
делению,

𝜁 =
E𝑥

B𝑦
=
𝑖𝜀d(𝜔/𝑐)

𝜅d
. (5.31h)

В этом пределе электрическое поле поверхностного
плазмона вне металла в основном направлено нормаль-
но к его поверхности, так что

E𝑥

E𝑧
≈ 𝑖(𝜔/𝑐)

𝜅d
≪ 1. (5.31i)

Пространственное распределение поля в плазмоне стре-
мится к пространственному распределению поля в плос-
кой линейно поляризованной по 𝑂𝑧 волне.

Предел коротких волн. Их выражений (5.31c) для
волновых вектором следует, при приближении к точке
Re 𝜀m = −Re 𝜀d величина волнового вектора 𝑞, и декре-
ментов пространственного ослабления 𝜅d, 𝜅m начинает
возрастать.

5-9.1 Дисперсия плазмонов в модели
Друде

Исследуем зависимость пространственной структуры
поверхностных плазмонов и их добротности от частоты,
приняв простейшие модели для дисперсий диэлектри-
ческих проницаемостей. Пренебрежём диссипативными
потерями в диэлектрике, так что проницаемость диэлек-
трика примем чисто действительной, Im 𝜀d = 0. Диспер-
сия диэлектрической проницаемости металла

𝜀m = 𝜀b −
𝜔2
𝑝

𝜔(𝜔 + 𝑖/𝜏)
, (5.32a)
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где чисто действительный вклад 𝜀b − 1 происходит от
резонансов, имеющих частоты, далёкие от интересной
нам частоты 𝜔0.

• Задача 1: Рассмотрите распространение по-
верхностного плазмона вдоль бесконечной плоской гра-
ницы металл-диэлектрик. Проницаемость диэлектриче-
ской среды считать единицей. Проницаемость металли-
ческой среды имеет вид (5.31b) c 1/𝜏 ≪ 𝜔𝑝.

• Определите условие существования поверхностных
плазмонных мод в терминах модели (5.32a).

• Определите пороговую частоту и закон дисперсии ко-
ротковолновых плазмонов.

• Определите пространственную структуру электро-
магнитного поля в плоской поверхностно-плазмонной
волне, для простоты предполагая отсутствие потерь,
𝜀′′ = 0.

• Определите пространственную структуру плотности
потока энергии в плоской поверхностно-плазмонной
волне, предполагая потери малыми, но не нулевыми
(волна возбуждается на некоторой плоскости, нор-
мальной к плоскости раздела металл-диэлектрик, и
распространяется от неё). Найдите полный поток
энергии в каждой из двух сред, и, наконец, полный
поток энергии по всему сечению.

Решение: Дисперсию найдем, используя соотноше-
ние (5.31c):

𝛽 =
𝜔

𝑐

√︃
𝜀d(𝜔

2
𝑝 − 𝜀b 𝜔

2)

𝜔2
𝑝 − (𝜀d + 𝜀b)𝜔2

. (5.32b)

Пороговая частота (5.31d)

𝜔0 =
𝜔𝑝√
𝜀d + 𝜀b

≫ 1

𝜏
, (5.32c)

Пусть частота плазмона 𝜔 близка к пороговой часто-
те 𝜔0. Тогда дисперсионное соотношение приближённо
может быть записано в виде

𝛽2 =
𝜔2
0

𝑐2
𝜀2d

2(𝜀d + 𝜀b)

𝜔𝑝

𝜔 − 𝜔0 + 𝑖/2𝜏
(5.32d)

а обратные размеры поперечной локализации
𝜅d ≈ 𝜅m ≈ 𝛽.

Согласно выражению (3.33c) для потока энергии, его
𝑥-компонента равна

𝑆𝑥 = − 𝑐

2𝜋
Re
(︀
E𝑧 H𝑦*)︀ (5.32e)

Воспользовавшись (5.31f,5.31g), получаем, что в диэлек-
трике интегральный поток энергии вдоль направления
распространения

𝑆𝑥(𝑑) =
𝑐|H0|2

2𝜋

𝛽 𝜅d/𝜀d
𝜔/𝑐

1

𝜅d
𝑒−2𝜅d𝑧 ⇒ (5.32f)

𝐼(𝑑) =

ˆ ∞

0

𝑑𝑥 𝑆𝑥(1) =
𝑐|H0|2

4𝜋

𝛽 𝜅d/𝜀d
𝜔/𝑐

1

𝜅2d
.

В металле интегральный поток энергии вдоль направ-
ления распространения

𝑆𝑥(𝑚) = −𝑐|H0|2

2𝜋

𝛽 𝜅d/𝜀d
𝜔/𝑐

1

𝜅m
𝑒−2𝜅m𝑧 ⇒ (5.32g)

𝐼(𝑚) =

ˆ ∞

0

𝑑𝑥 𝑆𝑥(𝑚) = −𝑐|H0|2

4𝜋

𝛽 𝜅d/𝜀d
𝜔/𝑐

1

𝜅2m
.

направлен в противоположную сторону. Суммарный по-
ток энергии в 𝑥-направлении

𝐼 = 𝐼(𝑑) + 𝐼(𝑚) =
𝑐|H0|2

4𝜋

(𝜅2m − 𝜅2d)𝜅d/𝜀d
𝛽3𝜔/𝑐

=

=
𝜔

𝛽

|H0|2

4𝜋

(𝜀d − 𝜀m)
√
−𝜀m − 𝜀d

−𝜀m𝜀d (𝜔/𝑐)
. (5.32h)

• Задача 2: Рассмотреть границу раздела металла
и диэлектрической среды, имеющих коэффициенты ди-
электрической проницаемости 𝜀m и 𝜀d соответственно,
так что 𝜀m < −𝜀d, а 𝜀d > 0 (при этом потери в обо-
их материалах отсутствуют). Выразить поверхностную
плотность энергии ℰ в плоском поверхностном плазмоне
через амплитуду электрического поля на поверхности
раздела и диэлектрические проницаемости соприкасаю-
щихся сред. То же самое сделать для потока энергии
отдельно в каждой среде и в целом. Непосредственно
показать, что

𝑣𝑔ℰ = 𝐼, 𝑣𝑔 =
d𝜔

d𝛽
,

где 𝐼 – полная поверхностная плотность потока энер-
гии, 𝑣𝑔 — групповая скорость, а 𝛽(𝜔) – закон дисперсии
поверхностного плазмона.

• Задача 3: Пусть теперь в металле присутствуют
малые потери, так что 𝜀′′m ≪ |𝜀′m|. Введём декартову си-
стему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, в которой поверхность раздела
есть плоскость 𝑂𝑥𝑦. Пусть поверхностный плазмон воз-
буждается синфазным движением сторонних зарядов с
частотой 𝜔 в плоскости 𝑂𝑦𝑧, тогда при 𝑥 > 0 возбуж-
дённая плоская поверхностная волна распространяется
в направлении возрастающих 𝑥. Найти распределение
среднего по времени потока энергии в пространстве. На-
рисовать соответствующую картину в плоскости 𝑂𝑥𝑧.
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Глава 6

ПОСТОЯННОЕ МАГНИТНОЕ ПОЛЕ

§6-1. Магнитное поле постоянных токов

Пусть в пространстве имеется некоторое распределе-
ние электрического тока в пространстве 𝑗(𝑟). Это рас-
пределение постоянно во времени и не приводит к об-
разованию неоднородностей в распределении электри-
ческого заряда, так что

div 𝑗 = 0. (6.1a)

В некоторых случаях мы будем полагать, что распреде-
ление тока 𝑗(𝑟) есть результат протекания тока ампли-
туды 𝐽 по некоторому контуру. Поле магнитной индук-
ции 𝐵 связано с током уравнением Максвелла (1.6a):

rotB =
4𝜋

𝑐
𝑗. (6.1b)

Введём также вектор-потенциал A, так что B = rotA,
удовлетворяющий калибровке divA = 0. Тогда уравне-
ние на вектор-потенциал есть уравнение Пуассона,

ΔA = −4𝜋

𝑐
𝑗, A(𝑟) =

1

𝑐

ˆ
d3𝑟′

|𝑟 − 𝑟′|
𝑗(𝑟′). (6.1c)

Посчитаем энергию 𝑈𝐿, связанную с возбуждённым
током. Мы полагаем, что все среды не обладают маг-
нитными свойствами. Тогда полная энергия равна

𝑈𝐿 =
1

8𝜋

ˆ
B2d3𝑟. (6.1d)

С другой стороны, поскольку связь между магнитным
полем и током (6.1b) линейна, то магнитную энергию
можно представить также в виде

𝑈𝐿 =
𝐿𝐽2

2𝑐2
(6.1e)

Индуктивность контура 𝐿 определяется его геометриче-
скими характеристиками.

Для того, чтобы найти 𝐿 по геометрии контура, пре-
образуем выражение (6.1d) следующим образом

1

8𝜋

ˆ
d3𝑟B2 =

1

8𝜋

ˆ
d3𝑟 (B · rotA) = (6.1f)

=
1

8𝜋

ˆ
d3𝑟 div[A×B] +

1

8𝜋

ˆ
d3𝑟 (A · rotB).

где A – вектор-потенциал, B = rotA. Интеграл от ди-
вергенции исчезает, а во втором слагаемом пользуемся
уравнениями Максвелла (6.1b) и решением для вектор-
потенциала (6.1c):

𝑈𝐿 =
1

2𝑐2

ˆ
d3𝑟1 d

3𝑟2

(︀
𝑗(𝑟1) · 𝑗(𝑟2)

)︀
|𝑟2 − 𝑟1|

. (6.1g)

Сравнивая это выражение с определением индуктивно-
сти (6.1e), заключаем, что

𝐿 =
1

𝐽2

ˆ
d3𝑟1 d

3𝑟2

(︀
𝑗(𝑟1) · 𝑗(𝑟2)

)︀
|𝑟2 − 𝑟1|

. (6.1h)

6-1.1 Задачи

• Задача 1: Найти погонную индуктивность 𝐿 для ко-
аксиального кабеля, которая связывает ток 𝐽 по внеш-
ней обкладке и поток Φ поля магнитной индукции в ази-
мутальном направлении, Φ = 𝐿𝐽/𝑐. Внутренняя обклад-
ка имеет внешний радиус 𝑎, внешняя обкладка имеет
внутренний радиус 𝑏. Пространство между обкладками
заполнено средой с магнитной восприимчивостью 𝜇.

Решение: Введём цилиндрическую систему коорди-
нат {𝑟, 𝜑, 𝑧}. Поле магнитной индукции можно предста-
вить в виде B = rotA, где у вектор-потенциала един-
ственной компонентой является A𝑧. Уравнение rotB = 0
есть уравнение Лапласа ΔA𝑧 = 0. Поскольку распре-
деление поля A𝑧 аксиально симметрично, то решением
уравнения Лапласа является

A𝑧 =
𝐿𝐽

𝑐 ln(𝑏/𝑎)
ln 𝑟, H𝜑 =

B𝜑

𝜇
=

𝐿𝐽

𝑐 𝑟 ln(𝑏/𝑎)
, (6.2a)

Φ =

𝑏ˆ

𝑎

d𝑟B𝜑 =
𝐿𝐽

𝑐
. (6.2b)

Из граничного условия (1.10a) следует, что

H𝜑
⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
4𝜋𝐽

2𝜋𝑏 𝑐
, 𝐿 = 2𝜇 ln(𝑏/𝑎). (6.2c)

Сравни с выражением для ёмкости цилиндрического
конденсатора (2.7c).
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§6-2. Магнитостатика

Пусть среда обладает ненулевой плотностью магнит-
ного момента (намагниченностью) M(𝑟), а ток свобод-
ных зарядов 𝑗ext отсутствует. Тогда уравнения Максвел-
ла (1.9a,1.9d) в отсутствие внешних источников в стати-
ческом пределе (уравнения магнитостатики) имеют вид:

divB𝑀 = 0, rotB𝑀 = 4𝜋 rotM. (6.3a)

Здесь B𝑀(𝑟) — индукция магнитного поля. Обычно
уравнения магнитостатики применяют для ситуаций,
когда исследуемые эффекты происходят на масштабах,
существенно превышающих межатомные расстояния в
среде. В этом случае можно считать и намагниченность
M(𝑟), и поле B𝑀(𝑟) усреднёнными по флуктуациям на
молекулярных масштабах. Согласно определению (1.8),
магнитное поле

H𝑀 = B𝑀 − 4𝜋M. (6.3b)

Как следствие уравнений (6.3a), магнитное поле удовле-
творяет уравнениям

rotH𝑀 = 0, divH𝑀 = −4𝜋 divM. (6.3c)

то есть, в частности, является потенциальным:

H𝑀 = − grad𝜑𝑀 , (6.3d)

где 𝜑𝑀 – скалярное поле. Определение потенциала маг-
нитного поля по данному распределению намагничен-
ности сводится к решению уравнения Пуассона:

△𝜑𝑀 = 4𝜋 divM. (6.3e)

Полное поле магнитной индукции есть сумма поля
B𝑀 , наведённого образцом и определяющегося потенци-
алом (6.3e), и внешнего поля Bext:

B = B𝑀 +Bext, H = B− 4𝜋M. (6.3f)

6-2.1 Магнитная энергия
В магнитных материалах намагниченность M являет-
ся в общем случае независимой от магнитного поля H
величиной. Её следует воспринимать как параметр по-
рядка. Поэтому свободная энергия зависит от как от H,
так и от M:

𝐹 = 𝐹 (M,H). (6.4a)

Отметим. что в качестве термодинамического потенци-
ала мы выбираем именно потенциал (1.12i), поскольку
зафиксировав M, мы зафиксировали токи в образце.
Потенциал же (1.12i), соответственно, является функ-
цией внешних токов, а не потенциалов. При этом зна-
чение свободной энергии при нулевом значении магнит-
ной индукции 𝐹 (M, 0) есть часть энергии кристалличе-
ской решётки, запасённая в конфигурации магнитных

моментов. Согласно (1.12i), вариация

𝛿𝐹

𝛿H
= − B

4𝜋
. (6.4b)

Мы можем проинтегрировать это уравнение по магнит-
ной индукции при постоянной намагниченности и полу-
чить

𝐹 (M,H) = 𝐹 (M, 0) + 𝐹𝑚, (6.4c)

𝐹𝑚 = −
Ĥ

0

(︀
H′ + 4𝜋M

)︀
dH′

4𝜋
=

= −
ˆ

H2

8𝜋
d3𝑟 −

ˆ
(M·H) d3𝑟.

Отметим, что 𝐹𝑚 (6.4c) можно переписать в виде

𝐹𝑚 =

ˆ (︂
B2

8𝜋
− (B·M)− (B·Bext)

4𝜋

)︂
d3𝑟 − 2𝜋

ˆ
M2d3𝑟.

(6.4d)
Первое слагаемые в круглой скобке (6.4d) есть энергия
магнитного поля, второе слагаемое — энергия образца в
магнитном поле, а третье слагаемое — энергия взаимо-
действия магнитного поля со внешними источниками.
Последнее, отдельно стоящее слагаемое в (6.4d), зави-
сит только от величины магнитного момента и может
быть ассоциировано с 𝐹 (M, 0). Будучи интерпретирова-
на как просто энергия, 𝐹𝑚 (6.4d) непосредственно может
быть получено следующим образом, если стартовать с
уравнения (3.34b) для изменения локальной плотности
энергии. Пусть 𝑗ext = 𝑐 rotMext; поле Mext можно вве-
сти всегда, поскольку ток 𝑗ext бездивергентен. В выра-
жении (3.34b) вместо магнитного поля H надо исполь-
зовать вектор H − 4𝜋Mext. Напомним, кроме того, что
интегрирование в (6.4d) происходит по всему простран-
ству, включая область с ненулевым Mext, Таким обра-
зом, изменение энергии во всём объёме при нарастании
поля магнитной индукции на dB равно

𝐹𝑚 + 2𝜋

ˆ
M2d3𝑟 =

=

ˆ
d3𝑟

B̂

0

(H′ − 4𝜋Mext)dB
′

4𝜋
=

=

ˆ
d3𝑟

B̂

0

(B′ − 4𝜋M− 4𝜋Mext)dB
′

4𝜋
. (6.4e)

В ходе выкладок следует воспользовать равенством,
аналогичным (6.4i), но написанным для Hext. Обратим
лишний раз внимание на то, что в определение (6.3f)
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магнитного поля H, фигурирующего в (6.4c), намагни-
ченность источника не входит, тогда как в (6.4e) пона-
добилось вычитание из поля магнитной индукции этой
намагниченности.

Ради общего понимания укажем, что, согласно
(1.12i), свободную энергию 𝐹 (M,H) (6.4c) можно вос-
принимать и как 𝐹 (M,B,Bext). Вариация

𝛿𝐹 (M,B,Bext)

𝛿A
= 0, B = rotA, (6.4f)

приводит к уравнениям (6.3a,6.3f) на магнитное поле.
Распределение намагниченности соответствует (локаль-
ному) минимуму свободной энергии, то есть для опреде-
ления распределения намагниченности в пространстве
надо решить уравнение

𝛿𝐹 (M,B,Bext)

𝛿M
= 0. (6.4g)

Здесь поле магнитной индукции B может быть как
уже определено посредством уравнений (6.3a,6.3f), так
и оставаться пока ещё неопределённым.

Вычтем теперь из полной магнитной части свобод-
ной энергии 𝐹𝑚 её значение 𝐹𝑚0

𝐹𝑚0 = −
ˆ

B2
ext

8𝜋
d3𝑟 (6.4h)

в отсутствии образца. В общем виде эта разность рас-
сматривалась в (1.12k). Воспользовавшись тождеством

ˆ
(H𝑀 ·B) d3𝑟 = −

ˆ
(grad𝜑𝑀 ·B) d3𝑟 = 0, (6.4i)

получим выражение для искомой разницы:

𝐹𝑚 − 𝐹𝑚0 =

ˆ (︂
H2

𝑀

8𝜋
− (M·Bext)

)︂
d3𝑟. (6.4j)

Как видим, энергия взаимодействия с внешним полем
Bext входит аддитивно, что ввиду фиксации поля на-
магниченности M согласуется с (1.12l). Если нет внеш-
него магнитного поля, то справа интеграл берётся от
существенно положительной величины, поэтому мини-
мизация свободной энергии (6.4g) требует минимизации
среднеквадратичного значения части магнитного поля
H𝑀 , индуцированного образцом.

6-2.2 Одноосные ферромагнетики
В ферромагнетике при температуре, существенно мень-
шей температуры Кюри, амплитуда намагниченности
фиксирована, |𝑀 | =𝑀0. Однако её направление не яв-
ляется наперёд заданной величиной и определяется (ло-
кальным) минимумом свободной энергии.

Образование доменной структуры обусловлено ком-
промиссом между различными составляющими полной
энергии образца. Существует широкая область усло-
вий, в которых требование минимизации энергии ведет

к распаду ферромагнетика на участки с различными
направлениями вектора намагниченности M. Намагни-
ченность внутри доменов почти однородна, а переход
от одного направления к другому происходит плавно и
главным образом в пределах пограничного слоя - домен-
ной стенки. Толщина областей перехода обычно мала по
сравнению с размерами доменов. С термодинамической
точки зрения соприкасающиеся домены представляют
собой различные фазы ферромагнетика и имеет смысл
к примеру говорить о поверхностном натяжении меж-
фазных границ.

Зададимся целью определить пространственную
структуру намагниченности при переходе между сосед-
ними доменами. Поскольку искомая зависимость дик-
туется условиями термодинамического равновесия, то
необходимо прежде всего записать выражение для пол-
ной свободной энергии ферромагнетика. Эта величи-
на складывается из энергии магнитной анизотропии
(на микроскопическом уровне обусловленной слабы-
ми релятивистскими взаимодействиями между атома-
ми ферромагнетика) и энергии магнитной неоднородно-
сти (главный вклад в которую дает обменное взаимо-
действие).

Спин-орбитальное взаимодействие в кристаллах
приводит к “привязке” намагниченности к кристалли-
ческим осям — магнитной анизотропии. Простейшим и
достаточно распространённым является одноосная ани-
зотропия, выражаемая в следующей модификации маг-
нитного гамильтониана:

𝐹 − 𝐹𝑚0 =

ˆ (︂
H2

𝑀

8𝜋
− (M·Bext)

)︂
d3𝑟 − 𝛽

2

ˆ
M2

𝑧 d
3𝑟,

(6.5)
где M𝑧 – компонента намагниченности вдоль оси ани-
зотропии 𝑧. В равновесии при 𝛽 > 0 однородная на-
магниченность M0 выстраивается параллельно оси 𝑧. В
этом случае о ферромагнетике говоря, что он относится
к типу “лёгкая ось”, а ось 𝑂𝑧 называется направлением
лёгкого намагничивания. В случае 𝛽 < 0 тип ферро-
магнетика называется “лёгкая плоскость”. Выражение
(6.5) учитывает первые члены разложение энергии ани-
зотропии в ряд по компонентам вектора M. Начинается
это разложение с квадратичных членов, поскольку энер-
гия анизотропии есть чётная функция намагниченности
(энергия инвариантна по отношению к обращению вре-
мени, а намагниченность меняет знак при этой опера-
ции). С точностью до постоянных вкладов, пропорци-
ональных объёме образца и квадрату намагниченности
часть объёмной плотности энергии, связанная с анизо-
тропией, может быть записана в виде

𝑈ан =
𝛽𝑀2

0

2
sin2 𝜃 (6.6)

где 𝜃 — угол между M и главной осью симметрии кри-
сталла 𝑧.

Стремление системы к уменьшению модуля H𝑀 яв-
ляется причиной образования доменной структуры. Ес-
ли при направлении M вдоль оси анизотропии 𝑧 поле
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H𝑀 оказывается равным нулю (такое может случиться
при цилиндрической геометрии образца), то доменов не
образуется. То же происходит при достаточно сильном
внешнем поле Bext.

Энергия неоднородности ферромагнетика феноме-
нологически может быть записана через производные
M по координатам. При этом предполагается относи-
тельная малость градиента направления вектора M, по-
скольку существенное изменение направления магнит-
ных моментов происходит на расстояниях больших по
сравнению с межатомными. Разложение энергии неод-
нородности начинается с квадратичных членов по про-
странственным производным магнитного момента

𝑈неодн =
1

2
𝛼𝑖𝑘

𝜕𝑀𝑙

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑀𝑙

𝜕𝑥𝑘
(6.7)

Наличие членов линейных по производным запрещено в
силу требования инвариантности энергии по отношению
к операции обращению времени. В одноосном кристалле
тензор 𝛼𝑖𝑘 имеет две независимые компоненты, поэтому
в выбранной системе координат

𝑈неодн =
𝛼⊥

2

[︃(︂
𝜕M

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕M

𝜕𝑦

)︂2
]︃
+
𝛼‖

2

(︂
𝜕M

𝜕𝑧

)︂2

. (6.8)

6-2.2.1 Доменная стенка

Покажем теперь, что в одноосном кристалле реализует-
ся доменная структура в виде плоских слоев, параллель-
ных главной оси симметрии ("легкой оси") и поворот
намагниченности при этом происходит в плоскости гра-
ницы между слоями (блоховская доменная стенка). На-
правим ось 𝑥 по нормали к плоскости слоев. Мы ищем
решение, в котором распределение намагниченности за-
висит только от координаты 𝑥 и для компонент вектора
M справедливо

M𝑥 = 0, M𝑦 =𝑀0 sin 𝜃, M𝑧 =𝑀0 cos 𝜃. (6.9)

Тогда сумма поверхностной плотности энергий анизо-
тропии и однородности может быть записана как

𝑊 =

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑥 (𝑈ан + 𝑈неодн) =

=

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑥

[︂
𝛼⊥

2

(︁
M′

𝑦
2
+M′

𝑧
2
)︁
+
𝛽

2
M′

𝑦
2
]︂
=

=
𝑀2

0

2

+∞ˆ

−∞

𝑑𝑥
[︁
𝛼⊥ 𝜃

′2 + 𝛽 sin2 𝜃
]︁

(6.10)

где штрих ‘′’ означает дифференцирование по 𝑥. Бес-
конечные пределы интегрирования выбраны в связи с
предположением о малости ширины переходной области

по сравнению с толщиной доменов. По этой же причине
можно записать следующие граничные условия

𝜃(+∞) = 0, 𝜃(−∞) = 𝜋,
𝑑𝜃

𝑑𝑥
(±∞) = 0.

Решая вариационную задачу о минимизации полу-
ченного функционала, приходим к уравнению

𝛼⊥
𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
− 𝛽 sin 𝜃 cos 𝜃 = 0,

решение которого имеет вид

cos 𝜃 = tanh(𝑥/𝛿), (6.11)

где величину размерности дины 𝛿 =
√︀
𝛼⊥ /𝛽 следует на-

звать шириной доменной стенки.
Выполняя интегрирование в выражении для энергии

с учётом найденного распределения намагниченности,
находим

𝑊 = 2𝑀2
0𝛽𝛿 = 2𝑀2

0

√︀
𝛼⊥ 𝛽 (6.12)

6-2.3 Задачи

• Задача 1: Найти поле 𝐵 для точечного диполя
𝑀(𝑟) = 𝜇𝛿(𝑟).

• Задача 2: Найти поля 𝐵 и 𝐻 для шара с
однородной намагниченностью: 𝑀(𝑟) = 𝑀0, 𝑟 < 𝑅,
𝑀(𝑟) = 0, 𝑟 > 𝑅. Найти поля во всем пространстве
(внутри и вне шара).

• Задача 3: Найти поля 𝐵 и 𝐻 для бесконечного
цилиндра с однородной намагниченностью 𝑀0 вдоль и
поперек оси цилиндра.

• Задача 4: Найти поля 𝐵 и 𝐻 для бесконечной
пластины с однородной намагниченностью 𝑀0 вдоль и
поперек плоскости пластины.

• Задача 5: Доказать теорему взаимности: если
поле 𝐵1(𝑟) создаётся намагниченностью 𝑀1(𝑟) и поле
𝐵2(𝑟) — намагниченностью 𝑀2(𝑟), то:ˆ

𝑀1𝐵2 𝑑𝑟 =

ˆ
𝑀2𝐵1 𝑑𝑟. (6.13)

• Задача 6: Внутри шара радиуса 𝑅 с однородной
намагниченностью 𝑀0 вырезали шаровую же область
радиуса 𝑎 < 𝑅, в котoрой вектор намагниченности по-
вернули на некоторый угол 𝜃 по отношению к 𝑀0, со-
хранив его модуль. Найти изменение магнитной энергии
за счет поворота, считая расположение области внутри
шара произвольным.

• Задача 7: В условиях предыдущей задачи раз-
ворот намагниченности был осуществлен в двух непере-
крывающихся шаровых областях. Найти изменение маг-
нитной энергии, задав параметры областей и изменения
намагниченности.

• Задача 8: Найти пороговое значение 𝐵0, направ-
ленного перпендикулярно плоскости ферромагнитной
пластины, выше которого образование доменов энерге-
тически невыгодно.
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Часть I

ПРИЛОЖЕНИЯ
Глава 7

ТЕОРИЯ ЛИНЕЙНОГО ОТКЛИКА И
ЭЛЕМЕНТЫ СТАТИСТИКИ

§7-1. Обобщённая восприимчивость

Пусть на некоторую систему, находящуюся в теп-
ловом равновесии, действует возмущение, создаваемой
внешними источниками. Добавка в гамильтониан от
возмущения даётся квантово-механическим оператором

𝒱(𝑡) = −𝑥̂𝑓(𝑡), (7.1a)

где 𝑥̂ – оператор, соответствующий некоторой наблюда-
емой величине в системе, а 𝑓(𝑡) – внешняя “сила”, зави-
сящая от времени и характеризующая внешнее воздей-
ствие на систему. Если сила мала, то есть производит
малое воздействие на систему, то среднее значение ве-
личины 𝑥(𝑡) линейно по этой силе,

𝑥(𝑡) =

𝑡ˆ

−∞

𝛼(𝑡− 𝑡′) d𝑡′ 𝑓(𝑡′). (7.1b)

В (7.1b) интегрирование производится только по време-
нам 𝑡′ < 𝑡, что гарантирует выполнения принципа при-
чинности. Доопределим восприимчивость 𝛼(𝜏) на отри-
цательные времена, положив 𝛼(𝜏 < 0) = 0, тогда инте-
грирование по времени в (7.1b) можно распространить
на все времена 𝑡′.

Монохроматическую силу 𝑓 можно представить в
виде

𝑓(𝑡) = 𝑓𝜔 𝑒
−𝑖𝜔𝑡 + 𝑓*𝜔 𝑒

𝑖𝜔𝑡. (7.1c)

Для определённости полагаем, что частота положитель-
на, 𝜔 > 0. Если сила 𝑓 не монохроматическая, но имеет
некоторый спектр, то она может быть представлена в
виде интеграла Фурье,

𝑓(𝑡) =

ˆ
(d𝜔)𝑓𝜔 𝑒

−𝑖𝜔𝑡, (7.1d)

При этом разумно предположить, что во временно́м
представлении сила действует в течении некоторого вре-
мени 𝜏𝑓 .

В Фурье-представлении связь между средним значе-
нием 𝑥 и силой 𝑓𝜔 имеет вид

𝑥𝜔 = 𝛼𝜔 𝑓𝜔, (7.1e)

где 𝛼𝜔 определяется равенством

𝛼(𝑡) =

ˆ
(d𝜔)𝛼𝜔𝑒

−𝑖𝜔𝑡. (7.1f)

Из того, что во временно́м представлении восприимчи-
вость является чисто действительной функцией следует
симметрия её действительной и мнимой частей в частот-
ном представлении,

𝛼′(−𝜔) = 𝛼′(𝜔), 𝛼′′(−𝜔) = −𝛼′′(𝜔). (7.1g)

В частности, на мнимой оси восприимчивость чисто дей-
ствительна,

𝛼(𝑖𝜔) = 𝛼′(𝑖𝜔), 𝜔 > 0. (7.1h)

Подвижность. Пусть в (7.1a) сила 𝑓 не зависит от
времени. Для определённого класса систем (например,
проводники в электродинамике или частица в жидко-
сти) при постоянной силе среднее значение координаты
растёт линейно со временем,

d𝑥

d𝑡
= 𝜇𝑓, (7.1i)

где постоянная 𝜇 называется подвижностью (в элек-
тродинамике она пропорциональна проводимости). По-
движность определяет поведение восприимчивости на
малых частотах 𝜔 → 0:

𝛼 ≈ 𝑖𝜇

𝜔 + 𝑖0
: 𝛼′ ≈ 𝜋𝜇𝛿(𝜔), 𝛼′′ =

𝜇

𝜔
. (7.1j)

7-1.1 Диссипация энергии в системе и
энергия колебаний

Мгновенная выделяющаяся мощность в системе

𝜕𝑡𝑊 = −𝑥𝑓, (7.2)
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7-1.1.1 Диссипация энергии

Если сила гармоническая во времени, см. (7.1c), то сред-
няя по времени выделяющаяся мощность 𝜕𝑡𝑊 (7.2) есть
скорость производства тепла 𝑄. После усреднения по
времени, большому по сравнению с периодом колебания
силы 2𝜋/𝜔, получим

𝑄 = 𝛼𝜔 |𝑓𝜔|2𝑖𝜔 − 𝛼*
𝜔 |𝑓𝜔|2𝑖𝜔 = (7.3a)

= 2𝜔 𝛼′′
𝜔 |𝑓𝜔|2.

Таким образом, диссипация определяется мнимой ча-
стью восприимчивости.

Поскольку скорость диссипации в системе, которая
находится в тепловом равновесии, должна быть неотри-
цательна, то мнимая часть диэлектрической проницае-
мости должна удовлетворять условию

𝛼′′(𝜔 > 0) > 0. (7.3b)

Если сила действовала в течении ограниченного вре-
мени, так что может быть представлена в виде (7.1d),
то полное выделившееся тепло в системе равно

𝑊 =

+∞ˆ

−∞

d𝑡𝑄 =

+∞ˆ

−∞

(d𝜔)𝜔𝛼′′(𝜔) |𝑓𝜔|2. (7.3c)

7-1.1.2 Энергия колебаний в средах с низким
поглощением

Пусть теперь среда в некотором диапазоне частот может
считаться бездиссипативной, так что в этом частотном
диапазоне 𝛼′′ ≪ 𝛼′.

...

7-1.2 Формула Кубо
Пусть теперь у нас есть несколько сил 𝑓 𝑖 и сопряжён-
ных им величин 𝑥̂𝑖, так что гамильтониан возмущения,
производимого внешними силами, равен

𝒱(𝑡) = −
∑︁
𝑖

𝑥̂𝑖𝑓 𝑖(𝑡).

Среднее значение 𝑥𝑖(𝑡) этих величин будет линейно по
силам, если они малы,

𝑥𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑘

ˆ ∞

0

d𝜏 𝛼𝑖𝑘(𝜏) 𝑓𝑘(𝑡− 𝜏).

При 𝑖 ̸= 𝑘 функция отклика 𝛼𝑖𝑘 может быть названа
взаимной восприимчивостью.

Для восприимчивости 𝛼𝑖𝑘(𝜏) может быть получена
формула Кубо, обобщающая ‘золотое правило Ферми’.
Общее выражение для среднего значения величины 𝑥̂𝑖

есть

𝑥𝑖(𝑡) = tr{𝜌(𝑡) 𝑥̂𝑖(𝑡)}, (7.4)

где 𝜌 — матрица плотности системы. Будем работать в
представлении взаимодействия, так что

𝑖ℏ𝜕𝑡𝜌 =
[︀
𝜌,𝒱

]︀
, 𝑖ℏ𝜕𝑡𝒱 =

[︀
ℋ̂0,𝒱

]︀
,

где ℋ̂0 – гамильтониан невозмущённой системы. Разло-
жим матрицу плотности в ряд по малому возмущению
до первого порядка,

𝜌(𝑡) = 𝜌0 +
𝑖

ℏ

𝑡ˆ

−∞

[︀
𝜌0,𝒱(𝑡′)

]︀
d𝑡′.

Здесь матрица плотности 𝜌0 соответствует статисти-
ческому равновесию, то есть является распределением
Гиббса,

𝜌0 = exp
(︀
− (ℋ̂0 − 𝐹 )/𝑇

)︀
,

где 𝐹 – свободная энергия. Подставляя это в выражение
(7.4), получаем

𝑥𝑖(𝑡) = − 𝑖

ℏ

𝑡ˆ

−∞

d𝑡 tr
(︀[︀
𝜌0, 𝑥̂

𝑘(𝑡′)
]︀
𝑥̂𝑖(𝑡)

)︀
𝑓(𝑡′).

Сравнивая это выражение с выражением (7.1b), опре-
деляющим восприимчивость 𝛼̂(𝜏), заключаем, что она
равна

𝛼𝑖𝑘(𝜏 > 0) = − 𝑖

ℏ
tr
(︀[︀
𝜌0, 𝑥̂

𝑘(𝑡)
]︀
𝑥̂𝑖(𝑡+ 𝜏)

)︀
=

=
𝑖

ℏ
tr
(︀
𝜌0
[︀
𝑥̂𝑖(𝑡+ 𝜏), 𝑥̂𝑘(𝑡)

]︀)︀
. (7.5)

Обратим внимание, что в (7.5) динамика 𝑥̂𝑖(𝑡) опре-
деляется невозмущённым гамильтонианом ℋ̂0. Поэто-
му, в частности, время 𝑡 в (7.5) может быть выбра-
но произвольно, поскольку

[︀
𝜌0, ℋ̂0

]︀
= 0. Соотношение

(7.5)называется формулой Кубо (см. Ландау и Лифшиц
[1995, §126, Ур.(126.9)], Левитов и Шитов [2003, §7.2,
Ур.(7.25)]).

7-1.3 Симметрии коэффициентов обоб-
щённой восприимчивости

Для взаимных восприимчивостей выполняется равен-
ство симметрии

𝛼𝑖𝑘(𝜏 ;B) = 𝛼𝑘𝑖(𝜏 ;−B), (7.6)

если обе величины 𝑥𝑖 и 𝑥𝑘 имеют одинаковую симмет-
рию по отношению к операции обращения времени и

𝛼𝑖𝑘(𝜏 ;B) = −𝛼𝑘𝑖(𝜏 ;−B), (7.7)

если величины 𝑥𝑖 и 𝑥𝑘 имеют противоположную симмет-
рию относительно операции обращения времени. Это
равенство связано с инвариантностью динамики систе-
мы по отношению к операции обращения времени, по-
этому требуется изменение знака перед магнитным по-
лем B. В (7.6) мы предполагаем, что обе величины 𝑥𝑖 и



89 I. ПРИЛОЖЕНИЯ

𝑥𝑘 обладают одной и той же симметрией по отношению
к операции обращения времени. Если же они облада-
ют противоположной симметрией по отношению к этой
операции, в (7.6) надо поставить знак минус, см. Ландау
и Лифшиц [1995, §125, Ур.(125.14)].

Докажем формулу (7.6). Сперва напомним, как сим-
метрия физической величины 𝑥 по отношению к опе-
рации времени отображается на матричных элементах
оператора этой величины 𝑥̂. Будем работать в базисе
собственных функций |𝜓𝑛⟩ гамильтониана ℋ̂0.

Пусть сперва гамильтониан не содержит магнитного
поля. Если величина 𝑥 имеет определённую симметрию
по времени, то

⟨𝜓𝑚| 𝑥̂(−𝑡) |𝜓𝑛⟩ = 𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡𝑥𝑚𝑛 = (7.8a)

= ±⟨𝜓𝑛| 𝑥̂(𝑡) |𝜓𝑚⟩ = ±𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡𝑥𝑛𝑚,

то есть
𝑥𝑚𝑛 = ±𝑥𝑛𝑚. (7.8b)

Здесь 𝑥𝑚𝑛 — матричный элемент оператора величины 𝑥
в момент времени 𝑡 = 0; выбор знака ‘+‘ соответствует
симметрии величины по отношению к изменению зна-
ка времени, а выбор знака ‘−’ — антисимметрии. Если
теперь гамильтониан содержит магнитное поле, то при
переходе от первой ко второй строчке в (7.8a) надо в
гамильтониане сделать замену знака векторного потен-
циала, A → −A. Это изменит и собственные волновые
функции во второй строчке. В результате мы приходим
к равенству

𝑥𝑚𝑛 = 𝑥*𝑛𝑚 = ±𝑥𝑛𝑚
⃒⃒
B→−B

, (7.8c)

где * означает операцию комплексного сопряжения.
Первое равенство в (7.8c) выражает собой то, что опе-
ратор 𝑥̂ соответствует физической величине и потому

эрмитов. Напомним также, что при замене B → −B ве-
личина собственной энергии 𝜔𝑛 не изменяется.

Теперь вернёмся к формуле Кубо (7.5), которую
можно переписать в виде

𝛼𝑘𝑖(𝜏) =
𝑖

ℏ
tr
(︀
𝜌0
[︀
𝑥̂𝑘(𝑡), 𝑥̂𝑖(𝑡− 𝜏)

]︀)︀
. (7.8d)

Теперь будем проводить вычисления в базисе стаци-
онарных функций Гамильтониана, а также положим
𝑡 = 0, и будем писать для краткости 𝑥̂(𝑡) = 𝑥̂. В ре-
зультате получим равенство

𝛼𝑘𝑖(𝜏) = (7.8e)

=
𝑖

ℏ
∑︁
𝑚,𝑛

𝜌0𝑛

(︁⟨︀
𝜓𝑛

⃒⃒
𝑥̂𝑘
⃒⃒
𝜓𝑚

⟩︀⟨︀
𝜓𝑚

⃒⃒
𝑥̂𝑖(−𝜏)

⃒⃒
𝜓𝑛

⟩︀
−

−
⟨︀
𝜓𝑛

⃒⃒
𝑥̂𝑖(−𝜏)

⃒⃒
𝜓𝑚

⟩︀⟨︀
𝜓𝑚

⃒⃒
𝑥̂𝑘
⃒⃒
𝜓𝑛

⟩︀)︁
=

= ± 𝑖

ℏ
∑︁
𝑚,𝑛

𝜌0𝑛

(︁⟨︀
𝜓𝑛

⃒⃒
𝑥̂𝑖(𝜏)

⃒⃒
𝜓𝑚

⟩︀⟨︀
𝜓𝑚

⃒⃒
𝑥̂𝑘
⃒⃒
𝜓𝑛

⟩︀
−

−
⟨︀
𝜓𝑛

⃒⃒
𝑥̂𝑘
⃒⃒
𝜓𝑚

⟩︀⟨︀
𝜓𝑚

⃒⃒
𝑥̂𝑖(𝜏)

⃒⃒
𝜓𝑛

⟩︀)︁⃒⃒⃒
B→−B

.

Второе равенство использует (7.8a). Знак ‘+’ соответ-
ствует одинаковой симметрии величин 𝑥𝑖, 𝑥𝑘 по отно-
шению к операции обращения времени, знак ‘−’ — про-
тивоположной. Сравниваясь с формулой Кубо (7.5), за-
ключаем, что

𝛼𝑘𝑖(𝜏) = ± 𝑖

ℏ
tr
{︀
𝜌0
[︀
𝑥̂𝑖(𝜏), 𝑥̂𝑘

]︀}︀ ⃒⃒⃒
B→−B

. (7.8f)

В результате приходим к соотношениям (7.6,7.7).

§7-2. Аналитические свойства обобщённой восприимчивости

Из принципа причинности следует, что в Фурье-
представлении у комплексной функции 𝛼(𝜔) в верхней
полуплоскости, когда Im𝜔 > 0, нет полюсов. В свою
очередь, из этого факта следует равенство

ˆ
d𝜔′ 𝛼(𝜔′)

𝜔′ − (𝜔 + 𝑖0)
= 2𝜋𝑖𝛼(𝜔), (7.9a)

где интегрирование производится по действительной
оси. Если в выписанном интегральном равенстве вы-
делить действительную и мнимую части, то полу-
чим соотношения Крамерса-Кронига (Kramers–Kronig
relations):

𝛼′(𝜔) =
1

𝜋

 
d𝜔′𝛼

′′(𝜔′)

𝜔′ − 𝜔
, (7.9b)

𝛼′′(𝜔) = − 1

𝜋

 
d𝜔′ 𝛼

′(𝜔′)

𝜔′ − 𝜔
+

𝜇

𝜔
, (7.9c)

где интегрирование вблизи полюса происходит в смыс-
ле главного значения. В (7.9c) в действительной ча-
сти восприимчивости мы выделили 𝛿-функциональный
вклад (7.1j), производимый ненулевой подвижностью 𝜇
— предполагается, что в 𝛼′(𝜔) этого вклада нет. Дело
в том, что экспериментально его измерить возможно
только через измерение подвижности, то есть мнимой
части восприимчивости.

Воспользуемся чётностью действительной и нечётно-
стью мнимой частей восприимчивости, см. (7.1g), чтобы
ограничить интегрирование в соотношениях Крамерса-
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Кронига на положительные частоты:

𝛼′(𝜔) =
2

𝜋

+∞ 

0

d𝜔′ 𝜔
′𝛼′′(𝜔′)

𝜔′2 − 𝜔2
, (7.9d)

𝛼′′(𝜔) = −2𝜔

𝜋

+∞ 

0

d𝜔′ 𝛼′(𝜔′)

𝜔′2 − 𝜔2
+

𝜇

𝜔
. (7.9e)

7-2.1 Комплексность восприимчивости
𝛼 в верхней полуплоскости

Для обобщённой восприимчивости верно́ следующее
утверждение: в верхней полуплоскости комплексной пе-
ременной 𝜔 восприимчивость принимает вещественные
значения только на мнимой оси, см. (7.1h). На мнимой
оси 𝛼(𝑖𝜔′′) монотонно убывает как функция 𝜔′′ > 0 до
нуля при 𝜔 → ∞.

В частности, 𝛼(𝜔) не обращается в ноль и не прини-
мает отрицательных действительных значений в верх-
ней полуплоскости.

Доказательство. Доказательство смотри в Ландау
и Лифшиц, 1995, § 123.

7-2.2 Среды с низким поглощением
Пусть в некотором диапазоне частот среда обладаем
близким к нулю поглощением, то есть в этом частотном

диапазоне можно принять 𝛼′′ = 0, то есть 𝛼 = 𝛼′. Тогда
в соотношении Крамерса-Кронига (7.9d) интеграл сле-
дует понимать в простом смысле, поскольку смысл глав-
ного значения становится избыточным (когда 𝜔′ → 𝜔,
мнимая часть 𝛼′′(𝜔′) = 0). Поэтому этот интеграл мож-
но дифференцировать по частоте 𝜔 как по параметру, в
результате чего получаем

d𝛼′

d𝜔
=

4𝜔

𝜋

+∞ˆ

0

d𝜔′ 𝜔′𝛼′′(𝜔′)

(𝜔′2 − 𝜔2)2
> 0. (7.9f)

Поскольку действительная часть восприимчивости
𝛼′(𝜔) чётна, см. (7.1g), то при рассмотрении (7.9f) доста-
точно ограничиться положительными частотами 𝜔 > 0.
Поскольку диссипация всегда положительна, см. (7.3b),
справа в (7.9f) стоит положительное выражение. Таким
образом, восприимчивость в области низких потерь яв-
ляется возрастающей функцией частоты. Если же те-
перь домножим обе части (7.9d) на 𝜔2 и снова продиф-
ференцируем, то получим

d(𝜔2𝛼)

d𝜔
=

4𝜔

𝜋

+∞ˆ

0

d𝜔′ 𝜔′3𝛼′′(𝜔′)

(𝜔′2 − 𝜔2)2
> 0. (7.9g)

Неравенство (7.9g) сильнее неравенства (7.9f), если вос-
приимчивость отрицательна, 𝛼(𝜔) < 0. В противном
случае (7.9g) следует из (7.9f).

§7-3. Флуктуации случайной величины: автокорреляционная функция

Пусть 𝑥 – измеряемая величина некоторой физиче-
ской системы, 𝑥̂ – квантовомеханический оператор, со-
ответствующий этой величине. Эта система имеет боль-
шое число степеней свободы и/или взаимодействует с
резервуаром, поэтому поведение во времени величины
𝑥(𝑡) носит случайный характер: есть вреднее по времени
значение ⟨𝑥⟩𝑡, которое для упрощения записи дальней-
ших формул мы считаем нулевым, ⟨𝑥⟩𝑡 = 0, и на фоне
этого среднего величина 𝑥(𝑡) претерпевает случайные
флуктуации.

Хотя флуктуации 𝑥(𝑡) носят случайный характер, их
статистика однородна по времени, если состояние иссле-
дуемой системы во времени статистически не меняет-
ся; в таком случае 𝑥(𝑡) называется стационарной слу-
чайной функцией. В дальнейшем наших рассуждениях
мы будем предполагать такую статистическую однород-
ность по времени. В таком случае характер флуктуаций
𝑥(𝑡) можно описать с помощью корреляционных функ-
ций. Простейшей корреляционной функцией является
парная корреляционная функция

𝐹 (𝜏) =
⟨︀
𝑥(𝑡)𝑥(𝑡+ 𝜏)

⟩︀
, (7.10a)

называемая также автокорреляционной функцией. В
(7.10a) угловые скобки обозначают усреднение. Это
усреднение можно понимать как усреднение по времени
𝑡, так и усреднение по статистическому ансамблю рас-
сматриваемых систем. В последнем случае левая часть
не зависит от общего сдвига по времени 𝑡 именно в силу
статистической однородности по времени.

Удобно иметь дело с Фурье-компонентами вели-
чин. Экспериментально измеренный случайный процесс
представим в виде

𝑥(𝑡) =

ˆ
(d𝜔)𝑥𝜔 𝑒

−𝑖𝜔𝑡, (7.10b)

Здесь молчаливо предполагается, что процесс 𝑥(𝑡) из-
мерен на очень долгом промежутке времени, в пределе
бесконечном. Предельный переход при увеличении дли-
тельности конечного времени наблюдения обсуждается
ниже в Пункте 7-3.1.1. Для корреляционной функции
трудностей с Фурье-преобразованием не возникает, по-
скольку обычно корреляционная функция стремится по
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абсолютной величине к нулю на больших временах:

𝐹 (𝜏) =

ˆ
(d𝜔)𝐹𝜔 𝑒

−𝑖𝜔𝜏 , 𝐹𝜔 =

ˆ
d𝜏 𝐹 (𝜏) 𝑒𝑖𝜔𝜏 .

(7.10c)
Предположим сейчас, что рассматриваемая величи-

на 𝑥 классическая, т.е. 𝑥(𝑡)𝑥(𝑡′) = 𝑥(𝑡′)𝑥(𝑡). Из этого
предположения, а также из статистической однородно-
сти по времени следует чётность автокорреляционной
функции, 𝐹 (−𝜏) = 𝐹 (𝜏). Действительно,

𝐹 (𝜏) = ⟨𝑥(0)𝑥(𝜏)⟩ = ⟨𝑥(𝑡)𝑥(𝜏 + 𝑡)⟩ = (7.10d)

= ⟨𝑥(0)𝑥(−𝜏)⟩ = 𝐹 (−𝜏).

В процессе выкладок мы выбрали 𝑡 = −𝜏 .

7-3.1 Теорема Винера-Хинчина

Связь между 𝐹𝜔 и статистикой Фурье-компонент 𝑥𝜔
(7.10b) можно получить, исходя из определения 𝐹 (𝜏):

𝐹𝜔 =

ˆ
(d𝜔)(d𝜔′) ⟨𝑥𝜔𝑥𝜔′⟩ exp

(︀
−𝑖𝑡(𝜔 + 𝜔′)

)︀
, (7.11)

где ⟨𝑥𝜔𝑥𝜔′⟩ — среднее значение, которое в данном случае
проще всего понимать в смысле усреднения по стати-
стическому ансамблю. Для того, чтобы корреляционная
функция зависела только от разности времен 𝜏 , надо,
чтобы зависимость от абсолютного значения времени 𝑡
отсутствовала. Это достигается, если среднее от Фурье-
компонент случайного процесса не равно нулю только
при совпадении абсолютного значения частот:

⟨𝑥𝜔𝑥𝜔′⟩ = 2𝜋𝛿(𝜔 + 𝜔′) (𝑥2)𝜔, (𝑥2)𝜔 = 𝐹𝜔. (7.12)

Второе соотношение в (7.12), утверждающее, что спектр
сигнала (𝑥2)𝜔 равен Фурье-образу автокорреляцион-
ной функции 𝐹𝜔, называется теоремой Винера-Хинчина
(также известная как теорема Хинчина-Колмогорова),
см. [Рытов, 1976, §41] и оригинальные работы [Хинчин,
1938].

7-3.1.1 Получение корреляционных функций
путём усреднения по времени

Предположим, что случайный процесс 𝑥(𝑡) измерял-
ся в течении некоторого (относительно продолжитель-
ного) промежутка времени 𝑇 . Выпишем здесь мате-
матические соотношения, позволяющие оперировать с
Фурье-компонентами случайного процесса 𝑥(𝑡) и авто-
корреляционной функции 𝐹 (𝜏). Мы будем считать,
что измерение проводилось во временном интервале
[−𝑇/2, 𝑇/2], а процесс 𝑥(𝑡) является периодичным с пе-
риодом 𝑇 . Поскольку в окончательных ответах будет
предполагаться предельный переход 𝑇 → ∞, то при-
нятая периодичность не должна влиять на эти оконча-
тельные ответы.

Фурье-разложение процесса 𝑥(𝑡) имеет вид

x𝜔𝑛 =
1√
𝑇

𝑇/2ˆ

−𝑇/2

d𝑡 exp(𝑖𝜔𝑛𝑡)𝑥(𝑡), 𝜔𝑛 =
2𝜋𝑛

𝑇
, (7.13)

𝑥(𝑡) =
1√
𝑇

∑︁
𝑛∈Z

exp(−𝑖𝜔𝑛𝑡) x𝜔𝑛 ,

где 𝑛 – целое число, 𝑛 ∈ Z. Множитель 1/
√
𝑇 в правой

части оставляет Фурье-компоненту 𝑥𝜔𝑛 конечной при
𝑇 → ∞. В непрерывном пределе обратное преобразо-
вание Фурье выглядело бы как

𝑥(𝑡) =
√
𝑇

ˆ
(d𝜔) 𝑒−𝑖𝜔𝑡x𝜔, x𝜔 =

1√
𝑇
𝑥𝜔.

сравни с (7.10b). Таким образом, Фурье-образы x𝜔 и 𝑥𝜔
не равны друг другу, а связаны между собой коэффици-
ентом пропорциональности, зависящим от времени на-
блюдения; отметим, что удобство использования x𝜔 со-
стоит в его конечности при увеличении времени наблю-
дения, при 𝑇 → ∞.

Корреляционная функция

𝐹 (𝜏) =
1

𝑇

𝑇/2ˆ

−𝑇/2

𝑥(𝑡)𝑥(𝑡+ 𝜏) d𝑡. (7.14)

Поскольку при 𝜏 → ∞ автокорреляционная функция
стремится к нулю, то при её Фурье-преобразовании ча-
стоту 𝜔 можно по-прежнему считать непрерывной вели-
чиной, оставляя поэтому определение преобразования
Фурье для 𝐹 (𝜏) в виде (7.10c) Тем не менее, для прове-
дения вычислений, сейчас мы будем считать 𝜔 дискрет-
ной. Итак,

𝐹𝜔 =
∑︁

𝑛,𝑘∈Z
x𝜔𝑛

x𝜔𝑘

sin[(𝜔 − 𝜔𝑛)𝑇/2]

(𝜔 − 𝜔𝑛)𝑇/2

sin[(𝜔𝑘 + 𝜔𝑛)𝑇/2]

(𝜔𝑘 + 𝜔𝑛)𝑇/2
,

причём выражение типа sin(𝜔′𝑇 )/(𝜔′𝑇 ) при 𝜔′ = 0 надо
считать равным 1. При 𝑇 → ∞ из суммы выпадают все
слагаемые, кроме одного, которое определяется услови-
ем 𝜔𝑛 = 𝜔, 𝜔𝑘 = −𝜔. Поэтому

𝐹𝜔 = |x𝜔|2.

В этой формуле частоту 𝜔 можно уже считать непре-
рывным параметром: хотя величина |x𝜔𝑛

|2 как функ-
ция 𝑛 флуктуирует (вообще говоря, сильно) около сво-
его среднего значения, но если произвести усреднение
этой величины по промежутку 𝛿𝑛 ≫ 1, то при 𝑇 → ∞
таким образом полученное среднее ⟨|𝑥𝜔|2⟩ следует счи-
тать медленно меняющейся (на масштабах ≳ 𝛿𝑛 и мно-
го меньших характерного изменения частот, на которой
меняется корреляционная функция 𝐹𝜔) функцией 𝜔. Та-
ким образом, окончательно получаем, что

𝐹𝜔 = (𝑥2)𝜔 = ⟨|x𝜔|2⟩ =
1

𝑇
⟨|𝑥𝜔|2⟩. (7.15)
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Усреднение в этой формуле (реально происходящее по
𝑛) можно понимать и как усреднение по статистиче-
скому ансамблю: по сути, усреднив по 𝛿𝑛, мы провели
усреднение по 𝛿𝑛 почти независимых промежутков вре-
мени длительностью 𝑇/𝛿𝑛.

Если мы опустим в (7.14) усреднение по времени 𝑡
(при этом назовём такую функцию 𝐹 (𝜏, 𝑡)), то получим,
что

𝐹𝜔(𝑡) =
∑︁
𝑛∈Z

x𝜔𝑛x𝜔 exp
(︀
−𝑖(𝜔𝑛 + 𝜔)𝑡

)︀
.

Сравнивая это выражение с выражениями (7.11,7.12)
ещё раз приходим к естественному выводу: усреднение
по времени в этом выражении соответствует усредне-
нию по статистическому ансамблю в выражении (7.12).

7-3.2 Корреляционная функция в фор-
мализме квантовой механики

Фурье-компонента от оператора случайной величины и
его матричного элемента в представлении Гейзенберга в
базисе собственных функций Гамильтониана |𝑛⟩ даётся
выражениями:

𝑥̂𝜔 =

ˆ
d𝑡 𝑥̂(𝑡) exp(𝑖𝜔𝑡), (7.16a)

(𝑥𝜔)𝑛𝑚 ≡ ⟨𝑛|𝑥̂𝜔|𝑚⟩ = 2𝜋𝛿(𝜔𝑛𝑚 − 𝜔)𝑥𝑛𝑚.

Обобщая выражение (7.10a) для корреляционной функ-
ции на квантовый формализм, сохраним её симметрич-
ность по времени (7.10d):

𝐹 (𝜏) =
1

2

⟨︀
𝑥̂(𝑡) 𝑥̂(𝑡+ 𝜏) + 𝑥̂(𝑡+ 𝜏) 𝑥̂(𝑡)

⟩︀
. (7.16b)

Усреднение в (7.16b) проводится по матрице плотности
системы 𝜌, которая предполагается статистически по-
стоянной во времени. В соответствии с (7.16b), произве-
дение 𝑥𝜔𝑥𝜔′ в (7.11) заменяется на симметризованный
квадрат обобщённой координаты: например, его диаго-
нальный матричный элемент равен

1

2
(𝑥̂𝜔𝑥̂𝜔′ + 𝑥̂𝜔′ 𝑥̂𝜔)𝑛𝑛 = (7.16c)

=
1

2

∑︁
𝑚

(︁
(𝑥𝜔)𝑛𝑚(𝑥𝜔′)𝑚𝑛 + (𝑥𝜔′)𝑛𝑚(𝑥𝜔)𝑚𝑛

)︁
=

= 2𝜋2
∑︁
𝑚

|𝑥𝑛𝑚|2
(︁
𝛿(𝜔𝑛𝑚 − 𝜔) + 𝛿(𝜔𝑛𝑚 + 𝜔)

)︁
𝛿(𝜔 + 𝜔′)

Проводя выкладки, мы использовали определение
(7.16a). Поэтому Фурье-образ корреляционной функции
𝐹𝜔 = (𝑥2)𝜔 (7.12) в случае, если система находится в со-
стоянии |𝑛⟩, равен

𝜌 = |𝑛⟩⟨𝑛|, (7.16d)

(𝑥2)𝜔 = 𝜋
∑︁
𝑚

|𝑥𝑛𝑚|2
(︁
𝛿(𝜔𝑛𝑚 − 𝜔) + 𝛿(𝜔𝑛𝑚 + 𝜔)

)︁
.

Если статистика системы описывается распределе-
нием Гиббса 𝜌𝑛 = exp[(𝐹−𝐸𝑛)/𝑇 ], то выражение (7.16d)
надо усреднить по этому распределению, в результате
чего получим

(𝑥2)𝜔 = 𝜋

(︂
1 + exp

(︂
−ℏ𝜔
𝑇

)︂)︂∑︁
𝑛,𝑚

𝜌𝑛|𝑥𝑛𝑚|2𝛿(𝜔𝑚𝑛 − 𝜔).

(7.16e)

§7-4. Флуктуационно-диссипационная теорема

Согласно золотому правилу Ферми, обобщённая вос-
приимчивость для величины 𝑥 по отношению к силе,
действующей на эту же величину, может быть получе-
на из информации о матричных элементах оператора
𝑥̂ этой величины и о распределении по микроканони-
ческим состояниям исследуемой системы. Эта же ин-
формация достаточна и для нахождения автокорреля-
ционной функции величины 𝑥, а значит, и её флуктуа-
ций. Более конкретно, и в обобщённую восприимчивость
(7.17e), и в автокорреляционную функцию (7.16e) вхо-
дит усреднение по распределению Гиббса от квадрата
определённых матричных элементов оператора 𝑥̂. По-
этому удаётся установить связь (7.17f) между обобщён-
ной восприимчивостью и тепловыми флуктуациями ве-
личины 𝑥̂, что составляет содержание флуктуационно-
диссипационной теоремы. Выведем эту теорему.

Рассмотрим некоторую систему, на которую действу-
ет гармоническая внешняя сила 𝑓(𝑡) (7.1c). Воздействие

силы на систему описывается гамильтонианом (7.1a).
Согласно ‘золотому правилу Ферми’, скорость перехо-
да d𝑤𝑛𝑚 из состояния |𝑛⟩ в состояния |𝑚⟩ из малого
фазового объёма dΓ𝑚 равна

d𝑤𝑛𝑚 =
2𝜋

ℏ2
|𝑥𝑛𝑚|2|𝑓𝜔|2

(︀
𝛿(𝜔𝑚𝑛 − 𝜔) + 𝛿(𝜔𝑚𝑛 + 𝜔)

)︀
dΓ𝑚,

(7.17a)
где две 𝛿-функции в скобах соответствуют тому, что в
силе 𝑓 (7.1c) формально присутствуют две гармоники
— ±𝜔, разности частот

𝜔𝑚𝑛 = (𝐸𝑚 − 𝐸𝑛)/ℏ, (7.17b)

и мы, как это всегда делается при применении ‘золотого
правила Ферми’, предположили, что квадрат матрично-
го элемента |𝑥𝑛𝑚|2 слабо отличается для разных состо-
яний |𝑚⟩ в элементе фазового объёма dΓ𝑚. При перехо-
де из состояния |𝑛⟩ в состояние |𝑚⟩ системе передаётся
энергия ℏ𝜔𝑚𝑛, фиксированная по абсолютной величине,
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|𝜔𝑚𝑛| = 𝜔. Поэтому скорость выделения тепла в системе

𝑄 =

ˆ
dΓ𝑛 dΓ𝑚 𝜌𝑛 𝑤𝑛𝑚 ℏ𝜔𝑛𝑚 = (7.17c)

=
2𝜋𝜔

ℏ
|𝑓𝜔|2 ×

×
ˆ

dΓ𝑛dΓ𝑚 𝜌𝑛 |𝑥𝑛𝑚|2
(︀
𝛿(𝜔𝑚𝑛 − 𝜔)− 𝛿(𝜔𝑚𝑛 + 𝜔)

)︀
=

=
2𝜋𝜔

ℏ
|𝑓𝜔|2

(︂
1− exp

(︂
−ℏ𝜔
𝑇

)︂)︂
×

×
ˆ

dΓ𝑛dΓ𝑚 𝜌𝑛 |𝑥𝑛𝑚|2𝛿(𝜔𝑚𝑛 − 𝜔),

где
𝜌𝑛 = exp

(︀
(𝐹 − 𝐸𝑛)/𝑇

)︀
(7.17d)

есть распределение Гиббса.
Сравнивая общее выражение (7.3a) для скорости

диссипации энергии при действии монохроматическо-
го внешнего возбуждения с полученным выражением
(7.17c), заключаем, что Фурье-компонента мнимой ча-
сти восприимчивости

𝛼′′
𝜔 =

𝜋

ℏ

(︂
1− exp

(︂
−ℏ𝜔
𝑇

)︂)︂∑︁
𝑛,𝑚

𝜌𝑛 |𝑥𝑛𝑚|2𝛿(𝜔𝑚𝑛 − 𝜔).

(7.17e)
В (7.17e) мы перешли от интегрирования по фазовому
пространству к сумме по состояниям для удобства срав-
нения правой части с Фурье-образом от автокорреляци-
онной функции (7.16e). В итоге получаем, что

(𝑥2)𝜔 = ℏ𝛼′′
𝜔 cth

(︂
ℏ𝜔
2𝑇

)︂
. (7.17f)

Это равенство и называется флуктуационно-
диссипационной теоремой.

7-4.1 Флуктуационно-диссипационная
теорема в классическом пределе

Классический предел достигается, когда постоянную
Планка следует считать малой, и потому соответствует
высоким температурам, 𝑇 ≫ ℏ𝜔. В этом пределе выра-
жение (7.17f) принимает вид

(𝑥2)𝜔 =
2𝑇𝛼′′

𝜔

𝜔
. (7.18a)

В частности, средний (одновременной) квадрат флук-
туаций даётся выражением, см (7.15):

⟨𝑥2⟩ =

+∞ˆ

−∞

(d𝜔) (𝑥2)𝜔 = 2𝑇

+∞ˆ

−∞

(d𝜔)
𝛼′′
𝜔

𝜔
= 𝑇𝛼′

𝜔=0,

(7.18b)
где мы воспользовались соотношением Крамерса-
Кронига (7.9b).

Связь подвижности и коэффициента диффузии.
Пусть задача однородна по 𝑥, так что можно опреде-

лить подвижность (7.1i). По определению, коэффициент
диффузии 𝐷 есть коэффициент в линейном росте сред-
него квадрата смещения 𝑥 на больших временах:⟨(︀

𝑥(𝑡)− 𝑥(0)
)︀2⟩→ 2𝐷|𝑡|, at |𝑡| → ∞. (7.18c)

Между подвижностью 𝜇 и коэффициентом диффузии
𝐷 есть связь

𝐷 = 𝑇𝜇, (7.18d)

называемая соотношением Эйнштейна-Смолуховского.
Докажем это соотношение.

Возьмём преобразование Фурье по времени от соот-
ношения (7.18c). При этом, поскольку нас интересуют
малые частоты, т.е. большие времена, то в качестве пра-
вой части можно брать её линейную асимптотику. В ле-
вой части вклад на ненулевой частоте производят толь-
ко перекрёстные члены, появляющиеся при раскрытии
полного квадрата. Получим

−2(𝑥2)𝜔 = 4𝐷Re

∞̂

0

𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜖𝑡 𝑡d𝑡 = −4𝐷

𝜔2
, (7.18e)

где бесконечно малое 𝜖 > 0. Выразим теперь (𝑥2)𝜔
(7.18a) через 𝛼′′

𝜔 и воспользуемся её связью (7.1j) с по-
движностью при низких частотах (напомним, что, стро-
го говоря, соотношение (7.18e) верно только в пределе
𝜔 → 0). В результате придём к (7.18d).

• Задача 1: Доказать соотношение Эйнштейна-
Смолуховского (7.18d) исходя из требования, чтобы ста-
ционарным распределением частиц в потенциале 𝑈(𝑥)
было 𝜌(𝑥) = 𝜌0 exp(−𝑈(𝑥)/𝑇 ).
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Глава 8

УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА В
КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ

§8-1. Криволинейные координаты, вложенные в трёх-мерное
пространство

Рассмотрим трёх-мерное евклидово пространство
с декартовой системой координат 𝑟𝑖, {𝑖, 𝑗, 𝑘, . . .} =
{1, 2, 3}. Пусть также в этом пространстве определе-
на некоторая криволинейная система координат 𝜉𝜇,
{𝜇, 𝜈, 𝜆, . . .} = {1, 2, 3}. Техника дифференциальной гео-
метрии позволяет обобщать запись векторных и тензор-
ных равенств, сформулированных исходно чаще всего в
декартовой системе координат, на криволинейные коор-
динаты.

Матрицы перехода для тензоров от декартовой к
криволинейной системе координат и обратно

Λ𝜇
𝑖 =

𝜕𝜉𝜇

𝜕𝑟𝑖
≡ 𝜕𝑖𝜉

𝜇, Λ𝑖
𝜇 =

𝜕𝑟𝑖

𝜕𝜉𝜇
≡ 𝜕𝜇𝑟

𝑖, Λ𝜇
𝑖 Λ

𝑘
𝜇 = 𝛿𝑖𝑘.

(8.1)
Произвольные векторные поля 𝑣𝑖, 𝑤𝑖, записанные в де-
картовых координатах, переписываются в криволиней-
ных координатах согласно правилу

𝑣𝜇 = Λ𝜇
𝑖 𝑣

𝑖, 𝑣𝜇 = Λ𝑖
𝜇𝑣

𝑖. (8.2)

Таким образом, если в декартовых координатах вопрос,
имеет ли векторный индекс верхнее и нижнее положе-
ние, не имеет значения, то для криволинейных коорди-
нат верхнее 𝑣𝜇 и нижнее 𝑣𝜇 положение векторного ин-
декса соответствует контравариантному (типа (0,1)) и
ковариантному (типа (1,0)) векторным полям 𝑣. Вооб-
ще, величины, преобразующиеся при переходе из одной
криволинейной системы координат в другую согласно
правилам (8.2), называются тензорами; например, тен-
зором типа (0,2) является произведение 𝑣𝜇𝑤𝜈 .

Поговорить о матрице перехода Λ′𝜇
𝜈 от одной криво-

линейной системы координат 𝜉𝜈 к другой 𝜉′𝜇 ...
Скалярное произведение двух полей 𝑣𝑖 и 𝑤𝑖 в криво-

линейных координатах записывается в виде свёртки по
нижнему и верхнему индексам:

𝑣𝑖𝑤𝑖 = 𝑣𝜇𝑤
𝜇 = 𝑣𝜇𝑤𝜇.

Отметим, что операция суммирования по двум верхним
или по двум нижним индексам в произвольном выра-
жении, записанная в криволинейных координатах, не
приводит к получению тензора, и потому в общем слу-
чае запрещена. В общем случае операция суммирования

по паре верхний-нижний индексы называется свёрткой
(convolution).

Метрический тензор (metric tensor)

𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜈𝜇 = Λ𝑖
𝜇Λ

𝑖
𝜈 , 𝑔𝜇𝜈𝑔

𝜈𝜆 = 𝛿𝜆𝜇. (8.3)

Метрический тензор 𝑔𝜇𝜈 содержит полную информацию
о соотношении малых приращений криволинейных ко-
ординат с расстоянием, площадью и объёмом в декар-
товой системе координат. В частности, элемент объёма

d3𝑟 =
√
𝑔 d3𝜉, 𝑔 = det ||𝑔𝜇𝜈 ||.

Метрический тензор позволяет переводить контравари-
антное поле в ковариантное и обратно,

𝑣𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑣
𝜈 , 𝑣𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑣𝜈 . (8.4)

8-1.0.1 Ковариантная производная

Градиент скалярного поля 𝜙 в криволинейных коорди-
натах вычисляется также, как и в декартовых:

Λ𝑖
𝜈𝜕𝑖𝜙 ≡ ∇𝜈𝜙 = 𝜕𝜈𝜙 (8.5)

согласно (8.2). Поле 𝜕𝜈𝜙 является, таким образом, кова-
риантным полем. Аналогично, градиент 𝜕𝑖𝑣𝑘 некоторого
векторного поля 𝑣𝑘 в его ковариантной записи в криво-
линейных координатах определяется согласно правилу

Λ𝑖
𝜇Λ

𝑘
𝜈𝜕𝑖𝑣

𝑘 ≡ ∇𝜇𝑣𝜈 = 𝜕𝜇𝑣𝜈 − Γ𝜆
𝜇𝜈𝑣𝜆. (8.6)

Таким образом, в отличие от случая скаляра (8.5), 𝜕𝜇𝑣𝜈
не является ковариантным тензором второго ранга, то-
гда как ∇𝜇𝑣𝜈 – является. Не является, соответственно,
и тензором символ Кристоффеля (Christoffel symbols)
Γ𝜈

𝜇𝜆: при переходе из одной криволинейной системы ко-
ординат в другую он не преобразуется согласно прави-
лам (8.2); тем не менее, поднятие и опускание индексов
у символя Кристоффеля производится по тем же пра-
вилам (8.4). В случае, если в (8.6) градиент берётся не
от вектора, а от тензора ранга 𝑛 (например, 𝑣𝜇𝑤𝜈 , ранг
2), то вместо одного слагаемого с символом Кристоффе-
ля в (8.6) должно стоять, соответственно, 𝑛 слагаемых.
Градиент контравариантного поля имеет вид

Λ𝑖
𝜇Λ

𝜈
𝑘 𝜕𝑖𝑣

𝑘 ≡ ∇𝜇𝑣
𝜈 = 𝜕𝜇𝑣

𝜈 + Γ𝜈
𝜇𝜆𝑣

𝜆. (8.7)
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Приняты обозначения:

∇𝜇𝑣𝜈 = 𝑣𝜈;𝜇, 𝜕𝜇𝑣𝜈 = 𝑣𝜈,𝜇,

∇𝜇 = 𝑔𝜇𝜈∇𝜈 , 𝑣 ;𝜇
𝜈 = 𝑔𝜇𝜆𝑣𝜈;𝜆,

∇𝜇 называется ковариантной производной в отличии от
простой производной 𝜕𝜇. Закон преобразования симво-
лов Кристоффеля при переходе из одной системы коор-
динат в другую

Γ′𝜇
𝜈𝜆 = Λ′𝜇

𝜎 Λ𝜌
′𝜈 Λ

𝜍
′𝜆 Γ

𝜎
𝜌𝜍 + Λ′𝜇

𝜎

(︂
𝜕Λ𝜎

′𝜈
𝜕𝑥′𝜆

=
𝜕2𝜉𝜎

𝜕𝜉′𝜈 𝜕𝜉′𝜆

)︂
(8.8)

ещё раз показывает, что Γ′𝜇
𝜈𝜆 не является тензором.

Ковариантная производная коммутирует с метриче-
ским и абсолютно антисимметричным (8.12) тензорами,

∇𝜆𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈∇𝜆, ∇𝜆𝑔
𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈∇𝜆,

∇𝜆E
𝜇𝜈𝜌 = E𝜇𝜈𝜌∇𝜆.

(8.9)

Эти равенства легко проверить, записав результат диф-
ференцирования в декартовых координатах, где метри-
ческий и антисимметричный тензор постоянны в про-
странстве и равны соответственно 𝛿𝑖𝑘 и 𝜖𝑖𝑘𝑙. Символы
Кристоффеля могут быть вычислены согласно форму-
лам

Γ𝜆𝜇𝜈 = Γ𝜆𝜈𝜇 = Λ𝑖
𝜆𝜕𝜇Λ

𝑖
𝜈 = 𝜕𝜆𝑟

𝑖 𝜕𝜇𝜕𝜈𝑟
𝑖 =

= (𝑔𝜆𝜇,𝜈 + 𝑔𝜆𝜈,𝜇 − 𝑔𝜇𝜈,𝜆) /2. (8.10)

Последнюю формулу можно получить, воспользовав-
шись условием равенства нулю ковариантной производ-
ной от метрического тензора:

0 = 𝑔𝜇𝜈,𝜆 − Γ𝜍
𝜇𝜆𝑔𝜍𝜈 − Γ𝜍

𝜈𝜆𝑔𝜍𝜇,

а затем надо попереставлять индексы в соответствии с
правой частью (8.10).

8-1.0.2 Операция взятия ротора

Для того, чтобы понять, как устроена операция взятия
ротора в криволинейных координатах, определим сна-
чала абсолютно антисимметричный тензор

E𝜇𝜈𝜆 = Λ𝜇
𝑖 Λ

𝜈
𝑗Λ

𝜆
𝑘 𝜖

𝑖𝑗𝑘 =
𝜖𝜇𝜈𝜆
√
𝑔
, E𝜇𝜈𝜆 =

√
𝑔 𝜖𝜇𝜈𝜆, (8.11)

где 𝜖𝜇𝜈𝜆 – 3-х мерный символ Леви-Чивита (3-
dimensional Levi-Civita symbol) поскольку при преоб-
разовании из декартовых координат в криволинейный
фактически вычисляется детерминант матрицы перехо-
да, det ||Λ𝜇

𝑖 || = 1/
√
𝑔, с точностью до знака. В операции

взятия ротора, записанной в терминах ковариантного
вектора, не участвуют символы Кристоффеля,[︀

rot𝑣
]︀𝜇

= E𝜇𝜈𝜆∇𝜈𝑣𝜆 = E𝜇𝜈𝜆𝜕𝜈𝑣𝜆 (8.12)

в силу симметрии символов Кристоффеля по послед-
ней паре индексов. Тем не менее, в выражении типа
E𝜇𝜈𝜆∇𝜈𝑣𝜆 нельзя заменять ковариантную производную
простой, поскольку дифференцируется контравариант-
ное векторное поле 𝑣.

8-1.0.3 Вариации криволинейных координат

Предположим, что криволинейная система координат
связана с материальной средой, и мы производим (даль-
нейшую) деформацию этой среды, то есть подвергаем
некоторой вариации систему криволинейных координат
𝜉: 𝜉(𝑟) → 𝜉(𝑟) + 𝛿𝜉(𝑟). Это же самое изменение можно
представить в виде движения лагранжевых маркеров,

𝑟𝑖(𝜉) → 𝑟𝑖(𝜉) + 𝛿𝑟𝑖(𝜉) = 𝑟𝑖(𝜉) + 𝑣𝑖(𝜉) 𝛿𝑡

где 𝛿𝑡 – приращение (виртуального) времени, а 𝑣 – (вир-
туальная) скорость, 𝛿𝑟 = 𝑣𝛿𝑡. Вариации координатных
систем связаны между собой соотношениями типа

𝛿Λ𝑖
𝜇 = Λ𝑘

𝜇 𝜕𝑘𝑣
𝑖 𝛿𝑡, 𝛿Λ𝜇

𝑘 =
𝜕 𝛿𝜉𝜇

𝜕𝑟𝑘
= −Λ𝜇

𝑖 𝜕𝑘𝑣
𝑖 𝛿𝑡.

Выпишем вариации некоторых величин в смысле их
субстанциональной производной, т.е. при фиксирован-
ных координатах 𝜉. Вариация метрики

𝛿𝑔𝜇𝜈 = Λ𝑖
𝜇Λ

𝑘
𝜈(𝜕𝑖𝑣

𝑘 + 𝜕𝑘𝑣
𝑖). (8.13)

Вариация якобиана перехода

𝛿𝑔 =𝑀𝜇𝜈
𝑔 𝛿𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈 = −𝑔𝑔𝜇𝜈 𝛿𝑔𝜇𝜈 = 2𝑔 div 𝑣 𝛿𝑡,

(8.14)
где 𝑀𝜇𝜈

𝑔 – матрица миноров матрицы ||𝑔𝜇𝜈 ||, так что
𝑔 =𝑀𝜇𝜈

𝑔 𝑔𝜇𝜈/𝐷, где 𝐷 = 3 – размерность пространства.

8-1.1 Двумерная поверхность, вложен-
ная в трёх-мерное пространство

Рассмотрим поверхность, которая задаётся уравнением
Φ(𝑟) = 0, а на самой поверхности введены координа-
ты 𝜉𝛼, {𝛼, 𝛽 . . .} = {1, 2}. Совокупность {𝜉1, 𝜉2,Φ} мож-
но рассматривать как систему криволинейных коорди-
нат, вложенную в трёх-мерное пространство. Эта си-
стема координат определена по крайней мере в некото-
рой окрестности поверхности Φ = 0. Мы предполагаем,
что локальные координаты {𝜉1, 𝜉2,Φ} образуют правую
тройку. Матрицу перехода из декартовой системы коор-
динат в криволинейную будем обозначать Λ𝜇

𝑖 , см. (8.1).
Для этих криволинейных координат может быть опре-
делена метрика 𝑔𝜇𝜈 , где {𝜇, 𝜈, . . .} = {1, 2,Φ}. Блок 𝑔𝛼𝛽
этой метрики является метрикой для криволинейных
координат 𝜉𝛼 на рассматриваемой поверхности. Удобно
ввести обозначение

𝑔⊥ = det ||𝑔𝛼𝛽 ||. (8.15)

Пусть ℓ – вектор нормали к поверхности, смотрящий
из области ‘1’ в область ‘2’; предположим также, что в
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области ‘1’ Φ < 0, а в области ‘2’, соответственно, Φ > 0.
Тогда имеем соотношение

ℓ𝑖 =
∇𝑖Φ

| gradΦ|
≡ ΛΦ

𝑖√︀
ΛΦ

𝑘Λ
Φ

𝑘

=
ΛΦ
𝑖√︀
𝑔⊥/𝑔

,

где Λ𝜇
𝑘 определено в (8.1).

На поверхности можно определить полностью анти-
симметричный тензор второго ранга

E𝛼𝛽 =
𝜖𝛼𝛽√
𝑔⊥
, E𝛼𝛽 =

√︀
𝑔⊥ 𝜖𝛼𝛽

Введём на поверхности косой градиент

∇*
𝛼 = E 𝛽

𝛼 ∇𝛽 . (8.16)

Простой и косой градиенты коммутируют с метриче-
ским и антисимметричным тензорами,

∇𝛼 𝑔𝛽𝛾 = ∇𝛼 E𝛽𝛾 = 0.

сравни с (8.9).
Тензор внешней кривизны

𝐾𝛼𝛽 = 𝐾𝛽𝛼 = ℓ𝑖𝜕𝛽Λ
𝑖
𝛼 = −Λ𝑖

𝛼𝜕𝛽ℓ
𝑖. (8.17)

Составленные из него два инварианта

𝐾 = 𝑔𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽 , 𝐾𝐺 =
1

2
E𝛼𝛽E𝛾𝛿𝐾𝛼𝛾𝐾𝛽𝛿 =

det ||𝐾𝛼𝛽 ||
det ||𝑔𝛼𝛽 ||

(8.18)
называются, соответственно, средней и гауссовой кри-
визной. Если 𝑅1,2 – главные кривизны поверхности в
точке, то 1/𝐾 = 1/𝑅1 + 1/𝑅2, 𝐾𝐺 = 1/(𝑅1𝑅2). Отме-
тим, что выбор знака в (8.17) соответствует тому, что
для сферы с нормалью ℓ, направленной вовне сферы,
средняя кривизна 𝐾 < 0.

8-1.1.1 Запись в терминах единичной нормали

Введём проектор на плоскость

𝛿⊥𝑖𝑘 = 𝛿𝑖𝑘 − ℓ𝑖ℓ𝑘 = 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
𝑖 Λ

𝛽
𝑘 .

Будем рассматривать такие криволинейные координа-
ты, для которых бы локально в окрестности рассмат-
риваемой точки вектора Λ𝑖

𝜇, 𝜇 = {1, 2,Φ} образуют пра-
вую ортонормированную тройку. В этом случае тензора,

определённые на поверхности, можно записывать в де-
картовых координатах; любая свёртка таких тензоров с
вектором нормали n должна давать ноль. Введём также
касательный градиент

𝜕⊥𝑖 = 𝛿⊥𝑖𝑘𝜕𝑘.

Тензор кривизны

𝐾𝑖𝑘 = −𝜕⊥𝑖 ℓ𝑘 = −𝜕⊥𝑘 ℓ𝑖, (8.19)

приведённый к диагональному виду, имеет на диагонали
ненулевыми элементами 1/𝑅1 и 1/𝑅2, где 𝑅1,2 – главные
кривизны поверхности в данной точке; собственно гово-
ря, это можно считать определением главных кривизн.
Направления на рассматриваемой поверхности, соответ-
ствующие главным кривизнам, ортогональны друг дру-
гу. Выбор знака в В частности, средняя 𝐾 и гауссова
𝐾𝐺 кривизны равны соответственно

𝐾 = 𝐾𝑖𝑖 = −div ℓ,

𝐾𝐺 = det
⃒⃒⃒⃒
𝐾𝑖𝑘 + ℓ𝑖ℓ𝑘

⃒⃒⃒⃒
=

1

2

(︀
(𝜕𝑖ℓ𝑘)(𝜕𝑘ℓ𝑖)− (𝜕𝑖ℓ𝑖)

2
)︀
.

Если мы имеем дело с движением среды, то скорость
изменения метрики равна

𝛿𝑔⊥ = 2𝑔⊥𝛿⊥𝑖𝑘 𝜕𝑖𝑣
𝑘 𝛿𝑡, (8.20)

сравни с (8.14).

8-1.1.2 Параметризация поверхности в декарто-
вых координатах

Пусть теперь поверхность задана уравнением

𝑧 = ℎ(𝑥, 𝑦), Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 − ℎ(𝑥, 𝑦),

где ℎ(𝑥, 𝑦) – некоторая однозначная функция.
Средняя кривизна

𝐾 =
Δℎ√︀

1 + (∇ℎ)2
− 𝜕𝛼ℎ 𝜕𝛽ℎ 𝜕𝛼𝛽ℎ

(1 + (∇ℎ)2)3/2
. (8.21)

§8-2. Векторное поле в случае сферической симметрии
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Координаты вектора в декартовых координатах бу-
дем нумеровать индексами 𝑖, 𝑗, 𝑘, . . .. Поскольку зада-
ча имеет сферическую симметрию, введём сферические
координаты {𝑟, 𝜃, 𝜙}. Переходя в сферические коорди-
наты, мы будем отдельно нумеровать угловые коорди-
наты индексами 𝛼, 𝛽, . . . = {𝜃, 𝜙}. Оператор Лапласа
Δ мы будем представлять в виде

Δ =
1

𝑟
𝜕2𝑟 𝑟 +

1

𝑟2
Δa, (8.22a)

Δa =
1

sin 𝜃
𝜕𝜃 sin 𝜃𝜕𝜃 +

1

sin2 𝜃
𝜕2𝜙. (8.22b)

Таким образом, дифференциальный оператор Δa яв-
ляется оператором Бельтрами-Лапласа на сфере едини-
ченого радиуса. Введём также метрический тензор на
поверхнсти единичной сферы,

𝐺𝛼𝛽 =

(︂
1 0
0 sin2 𝜃

)︂
(8.22c)

Ковариантную производную некоторой величины 𝑓 на
поверхности единичной сферы мы будем обозначать как

∇𝛼 𝑓.

Кроме того, определим поверхностный ротор

∇*
𝛼 𝑓 = 𝐺𝛼𝛽 E𝛽𝛾 ∇⊥

𝛾 𝑓, (8.22d)

E𝛽𝛾 =
𝜖𝛽𝛾√︀

det ||𝐺𝜎𝛿||

где обсолютно антисимметричный символ определяется
условием 𝜖12 = 1, 𝜖𝛼𝛽 = −𝜖𝛽𝛼.

8-2.1 Параметризация Дебая

Пусть нам дано трёхмерное бездивергентное векторное
поле 𝑣,

div𝑣 = 0. (8.22e)

Представим это поле в виде параметризации Дебая

𝑣 = ∇Φ+ rot [r𝜒] + rot rot [r𝜂] , (8.22f)

где ΔΦ = 0. Конечно, представление бездивергентного
векторного поля в виде (8.22f) не единственно, но оно
удобно, если задача имеет сферическую симметрию.

Отметим, что если можно записать 𝑣 в виде (??), то
в (8.22f) функция Φ = 0. Тогда как раз получаем, что
три компоненты поля 𝑣𝑖 зависят только от двух незави-
симых функций. Причина того, что в общем случае по-
является ещё одна функция Φ состоит в том, что безди-
вергентным полем в ограниченной области может быть,
например, электрическое поле, создаваемое точечным
неподвижным зарядом. При этом такое поле вовсе не
является бездивергентным во всём пространстве.

8-2.1.1 Нахождение скалярных функций Φ, 𝜒 и
𝜂 по векторному полю 𝑣

Отдельно для угловых и радиальной компонент имеем:

[rot[r𝜒]]𝛼 = 𝑟∇*
𝛼𝜒, (8.22g)

[rot rot[r𝜂]]𝛼 = ∇𝛼𝜕𝑟[𝑟𝜂], [rot rot[r𝜂]]𝑟 = −1

𝑟
Δa𝜂.

Проектируя уравнение (8.22f), его ротор и двойной ро-
тор на радиус-вектор r, получаем [? –проверить знаки]:

Δa𝜒 = 𝑟 [rot 𝑣]
𝑟
,

ΔΔa𝜂 = −𝑟 [rot rot 𝑣]𝑟 , (8.22h)

𝜕𝑟Φ = 𝑣𝑟 − Δa𝜂

𝑟
.

Сферически симметричная часть в функций 𝜒 и 𝜂 даёт
нулевой вклад в поле 𝑣. Отметим также полезное свой-
ство используемого представления:

Δ rot [r𝜒] = rot [rΔ𝜒]

8-2.2 Электромагнитное поле
Пусть нам дано электромагнитное поле 𝐸𝑖, 𝐻𝑖. По вре-
мени мы берём Фурье-компоненту, все компоненты век-
торных величин предполагаются пропорциональными
exp{−𝑖𝜔𝑡}.

Будем интересоваться областью, где нет источников.
В этой области divE = 0, divH = 0. Электрическое по-
ле, также как и магнитное, в области с постоянной ди-
электрической проницаемостью 𝜀 удовлетворяет урав-
нению

(Δ + 𝜀 𝜔2)E = 0. (8.23a)

Представим электрическое поле E в виде

E = rot [r𝜒] + rot rot [r𝜂] (8.23b)

В (8.23b) отсутствует градиентный вклад по сравнению
с (8.22f), поскольку в области с постоянным значением
диэлектрической проницаемости уравнение Максвелла
даёт 𝜕𝑡E = 𝑐 rotH. Тогда магнитное поле

𝑖𝜔H = rotE = − rot [rΔ𝜂] + rot rot [r𝜒] (8.23c)

представляется в виде, симметричном представлению
электромагнитного поля (8.23b).

Выпишем компоненты электромагнитного поля в
сферических координатах. Спроектируем уравнение
(8.23b) на вектор r. Первое слагаемое в правой части
(8.23b) даст нулевой вклад и мы получим

𝑟𝐸𝑟 = −Δa𝜂. (8.23d)

Точно также из уравнения (8.23c) получаем, что

𝑖𝜔𝑟𝐻𝑟 = −Δa𝜒. (8.23e)
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Тангенциальные компоненты электрического поля, за-
писанные через функции 𝜂 и 𝜒, представляют из себя
сумму градиента и поверхностного ротора:

𝐸𝛼 = 𝑟∇*
𝛼 𝜒 + ∇𝛼 𝜕𝑟 (𝑟𝜂) . (8.23f)

Аналогично для тангенциальных компонент магнитного
поля

𝐻𝛼 = −𝑖𝜀𝜔 𝑟∇*
𝛼 𝜂 − 𝑖

𝜔
∇𝛼 𝜕𝑟 (𝑟𝜒) , (8.23g)

где мы воспользовались уравнением (8.23j).
Наконец, с учётом уравнений (8.23j), которым удо-

влетворяют функции 𝜂 и 𝜒, выражения для электро-
магнитного поля можно переписать и в таком виде:

E = grad(𝜕𝑟(𝑟𝜂)) + 𝜀𝜔2𝑟𝜂 + rot(𝑟𝜒). (8.23h)

H = − 𝑖

𝜔
grad(𝜕𝑟(𝑟𝜒)) − 𝑖𝜀𝜔𝑟𝜒 − 𝑖

𝜔
rot(𝑟Δ𝜂).

8-2.2.1 Волновое уравнение

Подставим в уравнение (8.23a) представление (8.23b) и
домножим результат скалярно на радиус-вектор r. Та-
ким образом получим

Δa(Δ + 𝜀 𝜔2)𝜂 = 0. (8.23i)

Уравнению (8.23i) также удовлетворяет функция 𝜒. Это
можно показать, если то же самое проделать с уравне-
нием (8.23c).

Поскольку сферически симметричный вклад в функ-
цию 𝜂 не имеет физического значения, мы можем счи-
тать, что Δa𝜂 ̸= 0. Поэтому уравнение (8.23i) эквива-
лентно уравнению

(Δ + 𝜀 𝜔2)𝜂 = 0,

(Δ + 𝜀 𝜔2)𝜒 = 0,
(8.23j)

мы также выписали соответствующее уравнение на 𝜒.
Решение уравнения (8.23j), остающееся конечным в

нуле, является

𝜒 =
∑︁
𝑙,𝑚

𝜒𝑙,𝑚
in

J𝑙+1/2(𝑘in𝑟)√
𝑘in𝑟

𝒴 𝑙,𝑚(𝜃, 𝜙), 𝜀in > 0.(8.23k)

где

𝑘in = 𝜔
√
𝜀in,

если диэлектрическая проницаемость внутри сферы
больше нуля. Если же диэлектрическая проницае-
мость материала внутри сферы отрицательна, то вместо
функции J следует взять фукцию I, которая связана с
J соотношением

I𝜈(𝑧) = 𝑒−𝜋𝜈𝑖/2 J𝜈(𝑒
𝜋𝑖/2𝑧)

Решение во внешней области, не содержащей начало ко-
ординат, записывается в виде

𝜒 =
∑︁
𝑙,𝑚

𝒴 𝑙,𝑚(𝜃, 𝜙) × (8.23l)

×
𝜒𝑙,𝑚
out− H(1)

𝑙+1/2(𝑘𝑟) + 𝜒𝑙,𝑚
out+ H(2)

𝑙+1/2(𝑘𝑟)√
𝑘𝑟

.

где первое слагаемое в правой части (8.23l), с индексом
’out−’, соответствует расходящейся сферической волне,
тогда как слагаемое с индексом ’out+’ соответствует
сходящейся сферической волне. Аналогичные разложе-
ния следует написать для функции 𝜂.

8-2.2.2 Выражение для потока энергии

Поток энергии 𝐼 через сферу с центром в начале ко-
ординат даётся выражением

𝐼 =
1

8𝜋
d𝑜E𝛼𝛽 Re

⟨︀[︀
𝐸𝛼 (𝐻𝛽)

*]︀⟩︀
𝑡
= (8.23m)

= − 𝑖𝑟

8𝜋𝜔

ˆ
d𝑜 ⟨(Δ𝑎𝜒) 𝜕𝑟(𝑟𝜒)⟩𝑡 −

− 𝑖𝜀𝜔𝑟

8𝜋

ˆ
d𝑜 ⟨(Δ𝑎𝜂) 𝜕𝑟(𝑟𝜂)⟩𝑡

где угловые скобки ⟨. . .⟩𝑡 означают усреднение по вре-
мени, кратном (или просто много больше) периоду ко-
лебания поля.

8-2.2.3 Разложение плоской волны по сфериче-
ским волнам

Пусть в декартовых координатах мы имеем плоскую
волну с круговой поляризацией, у которой поля Eext и
Hext имеют вид

Eext =

⎛⎝ 1
𝑖
0

⎞⎠ exp[𝑖𝑘𝑧], Hext =

⎛⎝ 𝑖
−1
0

⎞⎠ exp[𝑖𝑘𝑧].

Наша цель – найти функции 𝜒 и 𝜂, которые бы соот-
ветствовали этой волне. Для этого найдём сначала 𝑟-
компоненты полей с тем, чтобы затем воспользоваться
(8.23d,8.23e)) для нахождения исходных 𝜂 и 𝜒:

𝑟𝐸𝑟
ext = (𝑟 ·Eext) = 𝑟 sin 𝜃 𝑒𝑖𝜙+𝑖𝑘𝑧 = −𝑖𝑟𝐻𝑟

ext. (8.23n)

Заметим здесь, что функции 𝑟𝐸𝑟 и 𝑟𝐻𝑟 также удовле-
творяют уравнению Гельмгольца (8.23a).

Теперь выпишем некоторые формулы, воспользовав-
шись Флюгге [1974b, сс. 298, 300]

𝑒𝑖𝑘𝑧 =
1√
𝑘𝑟

∞∑︁
𝑙=0

√︀
2𝜋2(2𝑙 + 1)𝑖𝑙J𝑙+1/2(𝑘𝑟)Y𝑙,0(𝜃), (8.23o)

sin 𝜃𝑒𝑖𝜙Y𝑙,0(𝜃) = 𝐶𝑙,+Y𝑙+1,1(𝜃, 𝜙) + 𝐶𝑙,−Y𝑙−1,1(𝜃, 𝜙),
(8.23p)
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где Y – сферические гармоники, а коэффициенты раз-
ложения

𝐶𝑙,+ = −

√︃
(𝑙 + 1)(𝑙 + 2)

(2𝑙 + 1)(2𝑙 + 3)
, (8.23q)

𝐶𝑙,− =

√︃
𝑙(𝑙 − 1)

(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 1)
,

В результате получаем, что

𝑟𝐸𝑟
ext =

𝜋
√
2

𝑘
× (8.23r)

×
∞∑︁
𝑙=1

√︀
𝑙(𝑙 + 1)(2𝑙 + 1) 𝑖𝑙−1 J𝑙+1/2(𝑘𝑟)√

𝑘𝑟
Y𝑙,1(𝜃, 𝜙),

Таким образом, используя (8.23d), приходим к ответу

𝜂 =
𝜋
√
2

𝑘

∞∑︁
𝑙=1

√
2𝑙 + 1√︀
𝑙(𝑙 + 1)

𝑖𝑙−1 J𝑙+1/2(𝑘𝑟)√
𝑘𝑟

Y𝑙,1(𝜃, 𝜙).

(8.23s)
Наконец, для выбранной круговой поляризации 𝑟𝐻𝑟

ext =
𝑖𝑟𝐸𝑟

ext, поэтому в силу (8.23e) 𝜒 = −𝑘𝜂.

Первая гармоника. Для исследования рассеяния
волны на частицах малого радиуса основную роль иг-
рает только первая гармоника в разложении (8.23l). В
связи с этим для дальнейшего удобства выпишем от-
дельно цилиндрические функции с порядком 3/2:

J3/2(𝑥)√
𝑥

=

√︂
2

𝜋

sin𝑥− 𝑥 cos𝑥

𝑥2
=

= 𝜕𝑥

(︃
−
√
2√
𝜋

sin𝑥

𝑥

)︃
, (8.24)

H(1)

3/2(𝑥)√
𝑥

= −
√︂

2

𝜋

(𝑥+ 𝑖)𝑒𝑖𝑥

𝑥2
= 𝜕𝑥

(︃√
2√
𝜋

𝑖𝑒𝑖𝑥

𝑥

)︃
, (8.25)

H(2)

3/2(𝑥)√
𝑥

=

√︂
2

𝜋

(𝑥− 𝑖)𝑒−𝑖𝑥

𝑥2
= 𝜕𝑥

(︃
−
√
2√
𝜋

𝑖𝑒−𝑖𝑥

𝑥

)︃
.(8.26)

В соответствии с определением (8.23l) и разложени-
ем (8.23s) для плоской волны, граничными условиями
на бесконечности являются

𝜂1,1𝑜𝑢𝑡+ =
𝜋
√
3

2𝑘
𝐸0, 𝜒1,1

𝑜𝑢𝑡+ = −𝜋
√
3

2
𝐻0 (8.27)

8-2.3 Граничные условия на сфере

Если заданы компоненты 𝐸𝑟, 𝐻𝑟 на поверхности сферы,
то мы можем найти на поверхности сферы также функ-
ции 𝜂 и 𝜒. Поскольку эти функции удовлетворяют урав-
нению (8.23j), то по значению на сфере и граничным
условиям на бесконечности мы можем восстановить их
во всём пространстве вне сферы. Окончательно, найдём
электромагнитное поле.

Спроектируем уравнения (8.23d-8.23e) на сфериче-
скую гармонику 𝒴 𝑙,𝑚 и запишем граничные условия для
нормальных к поверхности шара компонент электриче-
ского и магнитного полей. В результате получим, что
непрерывными функциями на поверхности должны яв-
ляться 𝜒 и 𝜀𝜂. Теперь напишем граничные условия на
тангенциальные составляющие электрического и маг-
нитного полей. При этом надо отдельно приравнивать
градиентные и роторные части. Баланс в роторных ча-
стях уже подведён условием непрерывности нормаль-
ных компонент электромагнитного поля. Баланс гра-
диентных частей приводит к тому, что непрерывными
должны быть также функции 𝜕𝑟(𝑟𝜒) и 𝜕𝑟(𝑟𝜂). Таким
образом, получаем, что функции

𝜒, 𝜕𝑟𝜒, 𝜀𝜂, 𝜕𝑟(𝑟𝜂)

должны быть непрерывны, т.е. граничные условия раз-
делились в терминах функций 𝜂 и 𝜒.

Используя разложения (8.23k,8.23l) для функций 𝜂
и 𝜒 внутри и вне сферы, получаем граничные условия
в резделённых переменных для 𝜒:

1√
𝑛
𝜒𝑙,𝑚
in J𝑙+1/2(𝑘in𝑎) = (8.28)

= 𝜒𝑙,𝑚
out− H(1)

𝑙+1/2(𝑘𝑎) + 𝜒𝑙,𝑚
out+ H(2)

𝑙+1/2(𝑘𝑎) ,

√
𝑛𝜒𝑙,𝑚

in J′𝑙+1/2(𝑘in𝑎) = (8.29)

= 𝜒𝑙,𝑚
out− H(1)′

𝑙+1/2(𝑘𝑎) + 𝜒𝑙,𝑚
out+ H(2)′

𝑙+1/2(𝑘𝑎) ,

а для функции 𝜂

𝑛3/2 𝜂𝑙,𝑚in J𝑙+1/2(𝑘in𝑎) = (8.30)

= 𝜂𝑙,𝑚out− H(1)

𝑙+1/2(𝑘𝑎) + 𝜂𝑙,𝑚out+ H(2)

𝑙+1/2(𝑘𝑎) .
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absorption coefficient, 26

Christoffel symbols, 94
convolution, 94

extinction coefficient, 26

group delay parameter, 𝐷, 30

index of refraction, 26

Запаздывающее время, 30
Крамерса-Кронига соотношения, 89
Кристоффеля символ, 94
Критическая частота (частота отсечки), 61
Кубо

формула, 88
Лехера линия, 64
Показатель

поглощения, k, 26
преломления комплексный, n+ 𝑖k, 26
преломления, n, 26

Френеля
уравнение, 32

Частота отсечки (критическая частота), 61
волновое сопротивление линии, 65
волновой пакет, 27
восприимчивость

дипольная, 48
обобщённая, 87

двухпроводная линия, 64
дисперсия

аномальная, 30
нормальная, 30

импеданс
волновой, 26

коэффициент
поглощения, 26

оптическая теорема, 47
поверхностное сопротивление, 44
преломление света

полное, 41

свёртка, 94
сечение

взаимодействия, 46
поглощения, 46
рассеяния, 46

дифференциальное, 46
система координат

лабораторная запаздывающая, 30
сопровождающая, 31

среда прозрачная, 26, 37
уравннение

волновое, 32
функция

автокорреляционная, 90
стационарная случайная, 90

эффект просветления, 49
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