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Глава 1

ПРОГРАММА КУРСА “ГИДРОДИНАМИКА”

Темы занятий по неделям: краткий свод тем

Лекция 1 Уравнение Эйлера. Потенциальные тече-
ния: волны на поверхности жидкости.

Лекция 2 Процессы диссипации в жидкости. Вязкий
пограничный слой.

Лекция 3 Нелинейные эффекты при распростране-
нии поверхностных волн.

Лекция 4 Потенциальные течения: обтекание тел.

Лекция 5 Течение при малых числах Рейнольдса.
Обтекание сферы. Аксиально-симметричное течение.

Лекция 6 Звуковые волны. Распространение звука в
слабо неоднородной среде.

Лекция 7 Одномерное нелинейное изэнтропийное те-
чение.

Лекция 8 Ударная волна. Слабая ударная волна.

Лекция 9 Течение быстро вращающейся жидкости.
Влияние жёстких границ на геострофическое течение.

Лекция 10 Развитое трёх-мерное турбулентное тече-
ние.

Лекция 11 Динамика точечных вихрей в идеальной
двумерной гидродинамике. Развитое двумерное турбу-
лентное течение.
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Неделя 1.

Лекция 1.
Уравнение Эйлера: закон сохранения импульса.

Несжимаемая жидкость.
Потенциальное течение. Уравнение Бернулли.

Мгновенность отклика жидкости при потенциальном
течении. Литература: Пункт 2-7.3.

Волны на свободной поверхности жидкости.
Монохроматическая поверхностная волна. Дисперсион-
ное соотношение; групповая скорость. Энергия поверх-
ностной волны; поток энергии. Импульс и его поток в
волне. Дрейф Стокса. Литература: §§ 7-1,7-2, получе-
ние уравнения на огибающую — § 12-1.2.

Семинар 1.
Закон дисперсии капиллярных волн.

• Задача 1: Описать линейный отклик несжима-
емой жидкости со свободной поверхностью на источник
(𝜌0/𝑐

2)𝑓 (аддитивная добавка к локальному давлению
на поверхности, см. (7.9b)) размера 𝑎, равномерно дви-
жущийся вдоль оси 𝑂𝑥 со скоростью 𝑉 :

𝑓 = exp

(︂
−𝑥

′2 + 𝑦2

2𝑎2

)︂
, 𝑥′ = 𝑥− 𝑉 𝑡.

Полагать, что скорость 𝑉 значительно больше мини-
мальной фазовой скорости vph,𝑚𝑖𝑛 волн на поверхности.
Глубина жидкости неограниченно большая.

Домашнее задание 1.

Поверхностные волны

• Задача 1: Из-за обрушения пород на отвесном бере-
гу реки на поверхности воды была возбуждена группа
гравитационных волн, распространяющихся от берега.
Характерная длина волны оказалась равной 𝜆 = 1м.
Через какое время после возбуждения волны достиг-
нут противоположного берега, если ширина реки равна
𝐿 = 50м? Считайте, что влияние дна на распростране-
ние волн несущественно.

• Задача 2: Пусть в начальный момент вре-
мени огибающая плоского волнового пакета с узкой
спектральной шириной в сопровождающей системе ко-
ординат имела гауссову зависимость: Φ(𝑥, 𝑡 = 0) =
exp(−𝑥2/2𝜉2), где 𝜉/vg – длительность импульса, vg —
групповая скорость. Найти дальнейшую эволюцию оги-
бающей, если известна вторая дисперсия v′g ≡ dvg/d𝑘.
Построить на компьютере график огибающей (действи-
тельной и мнимой частей, желательно компьютерной
программой для выявления всех характерных особен-
ностей кривых) при 𝑡 = 30𝜉2/|v′g| в интервале 𝑥 ∈
[−100𝜉, 100𝜉].

• Задача 3: Описать форму поверхности несжи-
маемой жидкости в пределе линейного отклика, ес-
ли на поверхность действует внешняя сила (𝜌/𝑑)𝑓 ,
см. (7.9b,7.11a,7.11b). Область действия силы имеет раз-
мер 𝑎 и равномерно движется вдоль оси 𝑂𝑥 со скоро-
стью 𝑉 > 0:

𝑓 = exp

(︂
−𝑥

′2 + 𝑦2

2𝑎2

)︂
, 𝑥′ = 𝑥− 𝑉 𝑡.

Вода мелкая, её глубина равна 𝑑 ≪ 𝑎. Произвести сна-
чала полуколичественные оценки, а затем вычислить
свёртку функции Грина с источником на расстояниях
от источника, значительно превышающих его размер.
Рассмотреть случаи сверхзвукового 𝑉 > 𝑐 и дозвуково-
го 𝑉 < 𝑐 движений, 𝑐 =

√
𝑔𝑑.

• Задача 4: Покажите, пользуясь уравнениями
движения, что для произвольной системы гравитаци-
онных волн на глубокой воде, распространяющихся в
произвольных направлениях, вертикальная компонента
скорости дрейфа Стокса всегда равна нулю.

• Задача 5: Определите Стоксов дрейф, произво-
димый двумя скрещенными стоячими гравитационны-
ми волнами на глубокой воде, описывающимися формой
поверхности

𝜂 = 𝐻𝑥 cos(𝑘𝑥) cos(𝜔𝑡) +𝐻𝑦 cos(𝑘𝑦) cos(𝜔𝑡+ 𝜓),

где 𝜔 =
√
𝑔𝑘, 𝐻𝑥,𝑦 — амплитуды волн, а 𝜓 — фиксиро-

ванная разность фаз волн.

Волны на различных границах раздела

• Задача 6: Пусть поверхность 𝑧 = 0 разделяет
две жидкости с плотностями 𝜌𝐼 (нижняя жидкость) и
𝜌𝐼𝐼 (верхняя жидкость), см. обозначения Пункта 7-1.1.1.
Считая, что обе жидкости идеальны, найдите закон дис-
персии поверхностных волн (в случае, если плотности
сравнимы, 𝜌𝐼𝐼 ∼ 𝜌𝐼 , такие волны называют внутренни-
ми). Ускорение свободного падения равно 𝑔, поверхност-
ное натяжение равно σ. Обе жидкости считать идеаль-
ными. В записи ответа используйте стандартное обозна-
чение для числа Атвуда (George Atwood)

At =
𝜌𝐼 − 𝜌𝐼𝐼

𝜌𝐼 + 𝜌𝐼𝐼

. (1.1)

Отрицательное число Атвуда At < 0 соответствует рас-
положению более тяжёлой жидкости над более лёгкой.
Найдите порог 𝑘⋆ по волновому числу, ниже которого
возмущения поверхности являются неустойчивыми. Обе
жидкости считать неограниченно глубокими.

• Задача 7: Рассмотрите волны на поверхности
идеально проводящей жидкости, имеющей поверхност-
ное натяжение σ, массовую плотность 𝜌, к которой при-
ложено внешнее однородное стационарное вертикаль-
но направленное поле амплитуды E. Определите порог
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E⋆ по амплитуде электрического поля, после которо-
го существуют нераспространяющиеся волновые паке-
ты. Установите порог E𝑡ℎ по амплитуде электрического
поля, после которого поверхность становится неустой-
чивой. Нарисуйте дисперсионную кривую при электри-
ческом поле E = 0.99E𝑡ℎ. Жидкость имеет неограни-
ченную глубину. Указание: К энергии (7.8a), в которой
удержаны только квадратичные вклады по амплитуде
волны, следует добавить электрическую часть потенци-
альной энергии (7.5c,7.5i), после чего получить уравне-
ния движения (7.8b).

• Задача 8: Пусть на границе раздела верхняя

жидкость более плотная, чем нижняя, 𝜌𝐼 < 𝜌𝐼𝐼 в обозна-
чениях Пункта 7-1.1.1. Жидкости, однако, заключены
в замкнутый сосуд, совершающий быстрые вертикаль-
ные гармонические колебания с амплитудой 𝑎 и цикли-
ческой частотой Ω. Ускорение свободного падения равно
𝑔, поверхностное натяжение границы раздела равно σ.
Определите порог 𝑘𝑡ℎ по волновому числу, ниже которо-
го возмущения поверхности являются неустойчивыми.
Считайте, что колебания являются высокочастотными,
так что Ω ≫

√
−At · 𝑔𝑘⋆, где характерное волновое чис-

ло 𝑘2⋆ = 𝑔(𝜌𝐼𝐼 − 𝜌𝐼)/σ велико, 𝑘⋆ ≫ 𝑘𝑡ℎ, а число Атвуда
At определено в (7.12a). Обе жидкости считайте идеаль-
ными.

Неделя 2.

Лекция 2.
Процессы диссипации в жидкости. Вязкость.

Уравнение Навье-Стокса, первая и вторая вязкость.
Теплопроводность. Темп производства энтропии. Дис-
сипация кинетической энергии. Литература: § 2-3.

Вязкий пограничный слой. Литература: § 3-5.

Семинар 2.
Скорость затухания поверхностной волны на глубо-

кой воде. Литература: § 7-6.

Домашнее задание 2.

• Задача 1: Между двумя коаксиальными цилин-
драми с радиусами 𝑏 > 𝑎 заключена жидкость, име-
ющая кинематическую вязкость 𝜈. Внешний цилиндр
неподвижен, внутренний совершает малые колебания,
двигаясь поступательно вдоль своей оси по гармони-
ческому закону с частотой 𝜔 (так что скорость на по-
верхности внутреннего цилиндра равна 𝑣𝑧 = 𝑣0 cos(𝜔𝑡)).
Найти уравнение на распределение течения в цилиндри-
ческом слое жидкости. Решить его для предельных слу-
чаев:
– 𝛿 ≪ (𝑏− 𝑎) и 𝑎 ∼ 𝑏;
– 𝛿 ≫ (𝑏− 𝑎).

Здесь 𝛿 =
√︀

2𝜈/𝜔 — толщина вязкого пограничного
слоя. Течение считать несжимаемым и характеризую-
щимся малым числом Рейнольдса.

• Задача 2: Найдите скорость затухания гравита-
ционной волны, когда жидкость нельзя считать глубо-
кой, так что 𝑘𝑑 ≲ − ln 𝛾, где 𝑑 — глубина жидкости, 𝑘 —
волновое число, безразмерное число 𝛾 ≪ 1 (7.23b), 𝜔 —
частота волны, 𝜈 — кинематическая вязкость жидкости.

• Задача 3: Прямым вычислением убедитесь, что
скорость диссипации энергии в поверхностной волне на
глубокой воде (7.23d) можно вычислить как объёмный
интеграл от вязкой скорости диссипации кинетической
энергии течения, см. (2.14b), причём в качестве поля
скорости волны достаточно брать только его потенци-
альную компоненту.

• Задача 4: Имеется бесконечно глубокий водоём
(уровень жидкости в состоянии покоя есть 𝑧 = 0), кото-
рый ограничен в 𝑥-направлении вертикальными отвес-
ными стенками, располагающимися в плоскостях 𝑥 = 0
и 𝑥 = 𝐿. В третьем 𝑦-направлении водоём неограничен.
Рассмотрим стоячие волны, у которых волновой вектор
направлен вдоль 𝑥-оси. i) Считая жидкость идеальной,
найдите собственные частоты для таких волны. ii) Счи-
тая жидкость слабо вязкой, найдите скорость затухания
таких волн.

Неделя 3.

Нелинейное взаимодействие гравитационных волн
на глубокой воде. Форма плоской монохроматической
нелинейной волны на глубокой воде. Коэффициент ку-
бической нелинейности и его знак в нелинейном уравне-
нии Шредингера на огибающую волнового пакета Ли-
тература: § 7-5.3.

Домашнее задание

• Задача 1: Покажите, что уравнения движения
(7.8b), полученные вариацией гамильтониана ℋ(2)+ℋ(3),
записанного в точностью до кубических членов, см.
(7.22a,7.22c), эквивалентны (если течение происходит
только в плоскости 𝑂𝑥𝑧) уравнениям (7.16,7.18), полу-
ченным путём непосредственного разложения уравне-
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ний движения по степенями нелинейности. Указание:
следует учесть, что 𝜓 есть потенциал, взятый на по-
верхности жидкости, тогда как в уравнениях (7.16,7.18)
потенциал взят на плоскости 𝑧 = 0.

• Задача 2: Рассмотрите нелинейное уравнение
Шредингера (НУШ) (12.8h), в котором коэффициент
нелинейности положителен, 𝛾 > 0, а коэффициент вто-
рой дисперсии 𝛽2 может быть как положительным, так
и отрицательным.

• Плоские волны exp(𝑖𝑘𝑧− 𝑖𝜔𝑡) по прежнему являются
решением уравнения, как и в линейном пределе. Ис-
следуйте, как зависит дисперсия плоских волн 𝑘(𝜔, 𝑃 )
в зависимости от волнового числа и интенсивности
𝑃 = |Φ|2.

• Рассмотрите устойчивость плоских волн на плоско-
сти двух параметров — второй дисперсии 𝛽2 и интен-
сивности волны 𝑃 . Для этого надо рассмотреть на-
чальные условия Φ𝜔,𝑃 (1+𝜖), где Φ𝜔,𝑃 (𝑧, 𝑡) — решение
для плоской волны, а 𝜖(𝑧, 𝑡) — произвольная малая
добавка; после этого надо установить линеаризован-
ное уравнение на добавку 𝜖 и рассмотреть её эволю-
цию по координате 𝑧. При каком соотношении коэф-
фициентов хроматической дисперсии 𝛽2 и нелинейно-
сти 𝛾 плоская волна оказывается устойчивой? Если
это условие не выполняется, то в каких областях вол-
на оказывается устойчивой (т.е. при любом началь-
ном 𝜖0(𝑡) поправка 𝜖(𝑧, 𝑡) не растёт по амплитуде со
временем), а в каких нет? Нарисуйте эти области на
графике.

Неделя 4.

Потенциальное обтекание тел. Обтекание тела
произвольной формы. Картина течения в системах от-
счёта, связанных с неподвижной жидкостью и с телом.
Тензор присоединённых масс. Литература: § 10-1.

Обтекание шара потенциальным течением.

Домашнее задание

• Задача 1: Двигающийся в жидкости шарик со
скоростью 𝑉 (𝑡) медленно изменяет свой объём, так что
его радиус изменяется по закону 𝑎(𝑡), медленность озна-
чает 𝜕𝑡𝑎≪ 𝑉 . Считая, что на шарик не действуют внеш-
ние силы, а обтекание шарика жидкостью чисто потен-
циально, найдите, как будет изменяться скорость шари-
ка во времени. Массовые плотности материала шарика
и жидкости равны при 𝑎 = 𝑎0 ≡ 𝑎(𝑡 = 0).

• Задача 2: Определить итоговое смещение
лагранжевой частицы после прохождения твёрдого ша-
ра с постоянной скоростью для прицельных расстоя-
ний 𝑟⊥, больших по сравнению с радиусом шара. Ука-
зание: Воспользуйтесь выражением (10.3b) для потен-
циала скорости.

Дополнительные задачи

• Задача 3: На дне неограниченного по горизонтали
водоёма с плоским дном глубины 𝑑 в точке {𝑥, 𝑦} = 0
находится точечный источник жидкости, имеющий по-
стоянный во времени расход жидкости 𝑄 единиц объ-
ёма в единицу времени. Установившееся течение мож-
но считать потенциальным, а саму жидкость — идеаль-
ной. Какова максимальная высота поднятия уровня во-
ды над источником? Качественно опишите установив-
шуюся форму поверхности. Найдите аналитически её
профиль на расстояниях, больших по сравнению с глу-
биной. Число Фруда (максимальный угол наклона по-
верхности) считайте малым; ускорение свободного па-
дения равно 𝑔.

• Задача 4: Кумулятивный эффект (эффект Ман-
ро, Manroe effect).

Задача 1.14 из [Falkovich, 2018]

• Задача 5: Найти присоединённую массу у удли-
нённого эллипсоида вращения при его потенциальном
обтекании, когда эллипсоид движется вдоль своей глав-
ной оси. Главная полуось равна 𝑏, две другие равны
𝑎 ≪ 𝑏. Расчёты произвести с логарифмической точно-
стью по параметру 𝑏/𝑎.

Неделя 5.

Лекция 5.

Течение при малых числах Рейнольдса. Урав-
нение Стокса. Стационарное уравнение Стокса, функ-
ция Грина. Обратимость. Обтекание сферы, формула
Стокса. Литература: § 3-1.

Семинар 5.
Аксиально-симметричное течение. Обтекание

очень вытянутого эллипсоида вращения, движущегося
вдоль своей главной оси. Плавание при низких числах
Рейнольдса. Литература: § 3-3.

• Задача 1: Сильно удлинённый эллипсоид враще-
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ния движется вдоль своей оси с маленькой скоростью,
так что число Рейнольдса для течения вблизи него ма-
ло. Найти с логарифмической точностью подвижность
для такого движения. Бо́льшая полуось эллипсоида рав-
на 𝑏, остальные две меньшие — 𝑎, 𝑎≪ 𝑏. Указание: счи-
тайте, что сила 𝐹 , приводящая в движение эллипсоид,
распределена с некоторой погонной плотностью вдоль
него. Действие этой распределённой силы обеспечивает
движение точек эллипсоида со скоростью 𝑉 вдоль его
оси. При этом всю длину эллипсоида следует разбить на
области, размер которых равен размеру его поперечного
сечения.

Домашнее задание 5.

• Задача 1: Задача о тумане: почему мелкие ка-
пельки, составляющие облака, не падают вниз? Найдите
скорость падения капли воды радиуса 𝑎 = 1мкм в воз-

духе. Динамическая вязкость воздуха η = 2 · 10−5Па · с.
Упрощённо считайте, что течение в капле воды не воз-
буждается.

• Задача 2: Между двумя концентрическими сфе-
рами с радиусами 𝑏 > 𝑎 заключена жидкость, имеющая
кинематическую вязкость 𝜈. Внешняя сфера неподвиж-
на, внутренняя совершает малые вращательные колеба-
ния, так что угол её поворота вокруг оси симметрии из-
меняется по гармоническому закону с частотой 𝜔 (ази-
мутальная скорость на экваторе внутренней сферы рав-
на 𝑣𝜙 = 𝑣0 cos(𝜔𝑡)). Найти уравнение на распределение
течения в сферическом слое жидкости. Решить его для
предельных случаев:
– 𝛿 ≪ 𝑎, (𝑏− 𝑎);
– 𝛿 ≫ (𝑏− 𝑎).
Здесь 𝛿 =

√︀
2𝜈/𝜔 — толщина вязкого пограничного

слоя. Течение считать несжимаемым и характеризую-
щимся малым числом Рейнольдса.

Неделя 6.

Лекция 6.
Звуковые волны. Изэнтропическое течение и ба-

ротропная жидкости. Литература: Пункт 2-7.3.
Гамильтониан изэнтропического потенциального

сжимаемого течения. Квадратичная часть гамильто-
ниана по малым скоростям и малому сжатию. Переход
к каноническим переменным. Средние импульс и энер-
гия, связанные с волной. Литература: § 4-1.

Одномерное нелинейное изэнтропийное тече-
ние. Уравнения, описывающие одномерное течение иде-
альной жидкости. Инварианты Римана, характеристи-
ки. Бегущая волна в изэнтропийной жидкости. Явление
опрокидывания, уравнение Хопфа. Литература: § 5-1.

Дополнительная тема: стационарное течение
сжимаемой жидкости. Литература: § 5-2.

Семинар 6
Эволюция бегущей волны, исходно имевшей синусо-

идальный профиль.

Домашнее задание 6.

• Задача 1: Определить дрейф лaгранжевой
траектории в поле плоской монохроматической звуко-

вой волны. Амплитуда колебаний давления в волне рав-
на 𝑃 ′.

• Задача 2: Найдите длину распространения зву-
ковой волны (длина, на которой интенсивность зву-
ка падает в 𝑒 раз), имеющей частоту 100Гц, в трубке
фонендоскопа. Внутренний диаметр трубки равен 𝑑 =
3мм, плотность воздуха равна 𝜌 = 1.2 кг/м3, сдвиговая
динамическая вязкость воздуха равна η = 2 · 10−5 Па · с,
скорость звука 𝑐 = 330м/с. Указание: для определения
затухания необходимо учитывать вклад в диссипацию
со стороны вязкого приграничного слоя.

Стационарное течение сжимаемой жидкости

• Задача 3: Рабочим телом реактивного двигателя
является двухатомный идеальный газ. Молекулы газа
имеют массу𝑚 = 30 а.е.м. На входе в сопло температура
газа равна 𝑇0 = 1000 ∘C, давление 𝑃0 = 2 атм. Давление
в окружающей среде равно 𝑃𝑒 = 0.5 атм. Расход веще-
ства у двигателя 𝑄 = 0.5 кг/с. Найдите тягу двигателя,
если i) сопло является монотонно суживающимся с ми-
нимально возможной площадью сечения на выходе; ii)
используется сопло Лаваля с максимально возможной
площадью сечения на выходе. Чему равны площади по-
перечного течения сопла на выходе в обоих случаях?
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Неделя 7.

Лекция 7.
Распространение звука в слабо неоднородной непо-

движной среде. Длинно волновое приближение. При-
ближение эйконала. Траектория лучей. Плотность по-
тока энергии. Каустики. Литература: § 4-4.

Распространение звука в неоднородно движущейся
среде. Длинно волновое приближение. Нётеровский ин-
теграл движения. Приближение эйконала. Траектория
лучей. Сохраняющиеся величины в волновых пакетах
при распространении вдоль лучей: частота, волновое
действие. Литература: § 4-5.

Домашнее задание 7.

• Задача 1: Плоская монохроматическая звуковая
волна распространяется вдоль оси 𝑂𝑥, в области 𝑥 > 0
скорость звука 𝑐𝑠(𝑥) плавно возрастает в сторону уве-
личения координаты 𝑥. Итоговое её изменение велико,
𝑐𝑠(𝑥 → +∞) ≫ 𝑐𝑠,0 ≡ 𝑐𝑠(𝑥 = 0). Плотность энергии,
связанная со звуковой волной на входе (т.е. при 𝑥 = 0)
равна 𝜌𝐸+𝐾

𝑠,0 . Определите интегральное по 𝑥-координате
давление 𝜋𝑥𝑥, которое производит волна на среду.

• Задача 2: Определите начальную форму траек-
торий звуковых лучей, распространяющихся в течении,
направленном вдоль оси 𝑂𝑥 и имеющем вертикальный
сдвиг силы Σ, испущенных источником под малым уг-
лом к горизонтальной поверхности.

Неделя 8.

Лекция 8.
Ударная волна. Законы сохранения на ударной

волне. Необратимость в ударной волне. Адиабата Гю-
гонио и адиабата Пуассона. Степень сжатия. Пример
идеального газа. Литература: § 5-3.

Слабая ударная волна. Связь скачка энтропии со
скачком давления на ударной волне Литература: § 5-4.
Слабая ударная волна и решение Римана для простой
волны. Уравнение Бюргерса; шок.

Семинар 8.
Рассмотреть эволюцию звукового импульса, име-

ющего треугольную форму. Литература: [Ландау &
Лифшиц, 1986, § 102].

Домашнее задание 8.

• Задача 1: Рассмотрите эволюцию периодической
последовательности ударных волн с треугольным про-
филем, в частности, зависимость амплитуды ударных
волн от времени. Такую последовательность можно рас-
сматривать как некоторую промежуточную асимптоти-
ку эволюции изначально монохроматической звуковой
волны конечной амплитуды, см. Пункт 5-1.2.1. Указа-

ние: Пусть период равен 𝜆, а положения некоторых двух
соседних ударных волн в начальный момент времени
суть 𝑥 = ±𝜆/2. В начальный момент времени между
этими точками скорость линейно меняется с координа-
той, 𝑣 = 𝑤0𝑥, |𝑥| ≤ 𝜆/2.

• Задача 2: Пусть начальным состоянием волны
является (5.17o), причём у волны большая амплитуда в
смысле 𝑢0/𝑘 ≫ 𝜇. i) Пользуясь формализмом, основан-
ном на преобразовании Коула-Хопфа (5.17m), найдите
амплитуду волны на больших временах 𝑡≫ 1/𝜇𝑘2. Как
эта амплитуда зависит от начальной амплитуды волны
𝑢0? ii) Рассмотрите времена 1/𝑘𝑢0 ≪ 𝑡 ≪ 1/𝜇𝑘2. По-
кажите, что непосредственное решение уравнения Бюр-
герса через преобразование Коула-Хопфа с начальным
условием (5.17o) соответствует решению задачи о после-
довательности треугольных импульсов в пределе беско-
нечно малой вязкости и теплопроводности и элементар-
ному решению уравнения Бюргерса в виде шока (5.17l).
В частности, чему будет равна ширина областей, в кото-
рых градиент скорости достигает максимальных значе-
ний? Указание: Используйте то, что результатом диф-
фузии исходно сконцентрированного вблизи некоторой
точки “вещества” на больших временах всегда является
гауссова форма его пространственного распределения,
а также то, что уравнение диффузии — линейно.
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Неделя 9.

Лекция 9.
Течение быстро вращающейся жидкости.

Уравнение Навье-Стокса в вихревой форме, вектор
Ламба. Уравнение Навье-Стокса для жидкости, враща-
ющейся как целое. Число Россби. Инерционные волны:
закон дисперсии, групповая скорость. Геострофическое
течение. Литература: § 8-1.

Влияние жёстких границ на геострофическое
течение. Влияние горизонтальных твёрдых границ на
течение жидкости вращающейся как целое. Слой Экма-
на для геострофического течения; вторичные течения,
порождённые геострофическим течением; эффективное
уравнение на геострофическое течение течение. Лите-
ратура: § 8-4.

Семинар 9.

Домашнее задание 9.

• Задача 1: Рассмотрим плоскую монохроматиче-
скую инерционную волну с полем скорости (8.7k). Удер-
жав только квадратичные члены по амплитуде инер-
ционной волны в выражении для потока кинетической
энергии в несжимаемой жидкости (2.14b) (выражение
под знаком дивергенции в правой части уравнения),
найдите плотностью потока кинетической энергии. Ука-
зание: Ответ должен совпасть с v𝑔𝜌

𝐾
w.

• Задача 2: Покажите, что плоская инерцион-
ная волна является точным решением уравнения Навье-
Стокса. Примечание: при конечных амплитудах, одна-
ко, плоская инерционная волна оказывается неустойчи-
вой.

• Задача 3: Плоская граница области течения
жидкости, вращающейся как целое с угловой скоро-

стью Ω вокруг оси 𝑂𝑧, описывается уравнением 𝑥 sin 𝜃𝑏+
𝑧 cos 𝜃𝑏 = 0, так что нормаль к поверхности ℓ =
{sin 𝜃𝑏, 0, cos 𝜃𝑏}, −𝜋 < 𝜃𝑏 < 𝜋 (вектор направлен от стен-
ки в жидкость). Инерционная волна падает на эту по-
верхность, имея волновой вектор k = 𝑘{sin 𝜃𝑖, 0, cos 𝜃𝑖},
−𝜋/2 < 𝜃𝑖 < 𝜋/2 (в силу симметрии (8.6f) этим исчер-
пываются все возможные варианты), поляризацию 𝑠 и
комплексную амплитуду 𝑎 = 1 в разложении (8.6a,8.6e).
Групповая скорость (8.7d) падающей волны направле-
на к границе, (v𝑔 · ℓ) < 0, иначе её не следовало бы на-
зывать падающей. Найдите: i) условие того, что вол-
на k𝑠 действительно является падающей, выраженное
через параметры 𝜃𝑖, 𝑠, 𝜃𝑏; ii) волновой вектор q =
𝑞{sin 𝜃𝑟, 0, cos 𝜃𝑟}, поляризацию 𝜎 и квадрат модуля ком-
плексной амплитуды |𝑏|2 (интенсивность) отражённой
волны. Жидкость считайте идеальной. Указание: На
плоскости 𝜃𝑏-𝜃𝑖 нарисуйте области, в которых падающей
волне соответствуют 𝑠 = ±1. Далее на этой же плоско-
сти выделите области, в которых поляризация отражён-
ной волны совпадает с поляризацией падающей, 𝜎 = 𝑠,
и противоположна ей, 𝜎 = −𝑠. Обратите внимание, что
у отражённой волны угол 𝜃𝑟 может принимать в том
числе значения |𝜃𝑟| > 𝜋/2.

• Задача 4: Найти вертикальную зависимость
нормальной к горизонтальной поверхности (поверхно-
сти, нормальной к оси вращения) компоненты 𝑈𝑧 вто-
ричного течения внутри слоя Экмана.

• Задача 5: Пусть жидкость находится в поле тя-
жести, а вместо верхней жёсткой границы течения име-
ется свободная граница. Ускорение свободного падения
на столько велико, что границу можно считать плос-
кой, когда весь сосуд вращается. Опишите вторичные
течения в вихре-циклоне в этом случае, модифицируй-
те соответствующим образом Рисунок 8.2.

Неделя 10.

Лекция 10.
Развитое трёх-мерное турбулентное течение.

Локальность взаимодействия масштабов. Изотропиза-
ция течения. Инерционный интервал. Скейлинг для изо-
тропной турбулентности. Литература: § 9-4.

Семинар 10.
Закон Ричардсона для разбегания траекторий. Раз-

витие неустойчивости Релея-Тейлора.

Домашнее задание 10.

• Задача 1: Оцените установившуюся скорость
падения шара радиуса 1 м, сделанного из базальто-
вой ваты. Массовая плотность базальтовой ваты равна
100 кг/м3, плотность воздуха равна 1.2кг/м3, динами-
ческая вязкость воздуха равна 2 · 10−5 Па · с.
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Неделя 11.

Лекция 11.
Развитое двумерное турбулентное течение.

Энстрофия как сохраняющаяся величина в двумерной
идеальной жидкости. Обратный каскад энергии и пря-
мой каскад энстрофии. Литература: § 9-6.

Семинар 11.
Динамика точечных вихрей в идеальной двумерной

гидродинамике. Один точечный вихрь; пара равных по
амплитуде и знаку вихрей; пара равных по амплитуде и
разных по знаку вихрей. Обсуждение динамики вихре-
вых колец.

Домашнее задание 11.

• Задача 1: В двумерном статистически изо-
тропном и инвариантном по отношению к операции ин-
версии хаотическом потоке структурные функции 𝑆𝑟𝑟𝑟

(9.11e) и 𝑆𝑟𝜛 (9.12e) однозначно связаны между собой

через условие несжимаемости течения. Установите эту
связь и найдите зависимость 𝑆𝑟𝑟𝑟(𝑟), соответствующую
установленной зависимости (9.23c) для 𝑆𝑟𝜛 в инерцион-
ном интервале прямого каскада энстрофии.

• Задача 2: Будем считать силу 𝑓 в (9.13) случай-
ной по времени, с коротким временем корреляции, ста-
тистически изотропной и обладающей некоторой дли-
ной корреляции 𝐿𝑓 в пространстве. В таком случае
статистика случайной силы полностью задаётся парной
корреляционной функцией:

⟨𝑓𝑖(𝑟, 𝑡) 𝑓𝑘(𝑟′, 𝑡′)⟩ = 𝜌2𝜖
𝛿𝑖𝑘
𝑑
𝜒(|𝑟 − 𝑟′|) 𝛿(𝑡− 𝑡′), (1.2)

где безразмерная функция 𝜒(𝑟) равна 1 в нуле и убывает
на расстоянии 𝐿𝑓 , а 𝑑 — размерность пространства. По-
кажите, что мощность, затрачиваемая силой на единицу
массы, равна действительно (9.15f), и что приближение
(9.18n) действительно оправдано.

• Задача 3: e-m-p-t-y
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Глава 2

ТЕЧЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ СРЕД

§2-1. Поток массы и импульса в непрерывной среде

Полезной литературой является [Dzyaloshinskii &
Volovick, 1980].

Пусть нам дана некоторая непрерывная среда, на-
пример, кристалл, жидкость или стекло. Мы предпола-
гаем, что в микроскопическом смысле среда находится
в локальном термодинамическом равновесии. Глобаль-
но термодинамического равновесия нет, однако это гло-
бальное отличие на локальном уровне можно считать
малым возмущением.

Пусть массовая плотность элемента среды, находя-
щегося в точке с декартовыми координатами 𝑟𝑖 равна
𝜌. Скорость этого элемента обозначим 𝑣𝑖: при этом мы
считаем, что среда однокомпонентна, то есть движение
совокупности всех частиц, составляющий этот неболь-
шой элемент, можно представить как движение единого
целого.

2-1.1 Эйлерово и лагранжево описание
непрерывной среды

Рис. 2.1 Линии тока (красные) и поле скорости
(зелёные стрелки).

Пусть дано тело, которое можно представить как
некоторую непрерывную среду. Рассмотрим некоторую
деформацию этого тела. При деформации элемент сре-
ды, находившийся в точке с декартовыми координатами
𝑎𝜇, 𝜇 = 1, 3, переходит в точку с декартовыми коор-
динатами 𝑟𝑖, где 𝑖 = 1, 3. Таким образом, после де-
формации в пространстве оказываются заданными две
различные системы координат: декартовы координаты
𝑟𝑖 и теперь уже криволинейные координаты 𝑎𝜇. Связь
между этими координатными системами

отсутствие деформации: 𝑟𝑖 = 𝑎𝜇
⃒⃒
𝜇=𝑖

,

деформация : 𝑟𝑖 = 𝑟𝑖(𝑡, 𝑎𝜇)
(2.1)

полностью задаёт деформацию при фиксированном па-
раметре 𝑡. Естественно считать, что параметр 𝑡 есть вре-
мя, с течением которого деформация изменяется. Тогда
скорость движения среды в точке 𝑟 равна

𝑣 =
𝜕𝑟(𝑡, 𝑎𝜇)

𝜕𝑡
. (2.2)

Линиями тока (streamlines) в фиксированный мо-
мент времени 𝑡 называют семейство кривых, к которым
поле скорости является всюду касательным. Пример ли-
ний тока изображён на Рисунке 2.1. В силу определения
линий тока они не пересекаются. В общем случае неста-
ционарного течения линии тока изменяются со време-
нем.

2-1.1.1 Эйлеровы координаты

Координаты 𝑟𝑖 называются эйлеровыми координатами.
Эти координаты отличаются тем, что при деформации
тела координатная система не меняется, а меняются ко-
ординаты элементов тела.

2-1.1.2 Лагранжевы (материальные) координа-
ты

Координаты 𝑎𝜇 называют лагранжевыми (материаль-
ными) координатами, поскольку они связаны с матери-
альными элементами тела (точками), в противополож-
ность эйлеровым координатам

Через материальные координаты удобно задавать
направления кристаллических осей в теле, если оно об-
ладает анизотропной кристаллической структурой. Мы
обозначаем индекс у материальных координат первыми
буквами греческого алфавита с тем, чтобы отличать две
введённые координатные системы, декартову и матери-
альную.

2-1.1.3 Субстанциональная (Лагранжева) про-
изводная

Например, субстанциональная (её также называют
Лагранжевой) производная плотности равна

d𝑡𝜌 ≡ d𝜌

d𝑡
= 𝜕𝑡𝜌+ (𝑣∇)𝜌. (2.3)

По смыслу, Лагранжева производная есть производная
по времени в системе отсчёта, связанной с выделенным
элементом жидкости.
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2-1.2 Поток массы

Полная масса сохраняется, поэтому локальное измене-
ние плотности должно быть связано только с её по-
током, равным 𝜌𝑣. таким образом, скорость изменения
плотности массы определяется скоростью переноса ве-
щества

𝜕𝑡𝜌 = −𝜕𝑖(𝜌𝑣𝑖) ≡ div 𝑣. (2.4a)

Уравнение (2.4a) называется уравнением непрерывно-
сти. Сохранение полной массы следует из интегральной
формы уравнения (2.4a):

𝜕𝑡

ˆ
d3𝑟 𝜌 = −

ˆ
d3𝑟 div(𝜌𝑣) = 0.

При интегрировании по частям мы сделали естествен-
ное предположение, что существуют границы рассмат-
риваемого течения, за которыми граничный вклад при
интегрировании по частям исчезает.

Изменение плотности элемента жидкости, то есть
субстанциональная производная плотности, равна

d𝑡𝜌 =
(︀
𝜕𝑡 + (𝑣∇)

)︀
𝜌 = −𝜌 div 𝑣. (2.4b)

Пусть V – объём элемента жидкости, масса которого
равна единице,

𝜌V = 1. (2.4c)

Величину V можно назвать удельным объёмом. Из
(2.4b) следует, что лагранжева производная удельного
объёма равна

d𝑡V = V div 𝑣. (2.4d)

2-1.2.1 Несжимаемое течение (деформация)

Если течение жидкости (или деформацию кристалла)
можно считать несжимаемым, так что по всему объё-
му жидкости всегда остаётся 𝜌 = const, то из уравнения
непрерывности (2.4a) следует, что поле скорости удовле-
творяет условию

div 𝑣 = 0. (2.4e)

2-1.3 Поток импульса

Объёмная плотность импульса равна 𝑝𝑖 = 𝜌𝑣𝑖. Посколь-
ку полный импульс есть сохраняющаяся величина, то
изменение импульса 𝑝𝑖 единицы объёма во времени
определяется дивергенцией потока импульса Π𝑖𝑘:

𝜕𝑡 𝑝𝑖 ≡ 𝜕𝑡(𝜌𝑣𝑖) = −𝜕𝑘Π𝑖𝑘 + 𝑓𝑖. (2.5a)

В правую часть (2.5a) мы также добавили внешнюю
объёмную силу 𝑓 , существование которой, конечно,
приводит к несохранению импульса.

В потоке импульса Π𝑖𝑘 можно выделить две части:

Π𝑖𝑘 = 𝜌𝑣𝑖𝑣𝑘 − 𝜎𝑖𝑘. (2.5b)

Элементы среды испытывают движение, поэтому пер-
вая часть 𝜌𝑣𝑖𝑣𝑘 = 𝑝𝑖𝑣𝑘 есть перенос 𝑖-й компоненты
импульса из одной точки пространства в другую со ско-
ростью 𝑣𝑘 в 𝑘-м направлении.

Второй вклад −𝜎𝑖𝑘 в (2.5b), где 𝜎𝑖𝑘 называет-
ся тензором напряжений, возникает из-за того, что
между соседними элементами среды есть взаимодей-
ствие. Конкретный вид тензора напряжений зависит от
свойств непрерывной среды и её динамического состоя-
ния.

Для того, чтобы пояснить смысл тензора напряже-
ний 𝜎𝑖𝑘, выделим малый элемент среды в форме куба
со стороной d𝑙 в точке с координатами 𝑟𝑖. Возьмём
грань параллелепипеда, нормаль к которой имеет толь-
ко 𝑖-ю компоненту, и которая из двух обозначенных ва-
риантов имеет большую 𝑖-ю координату. На эту грань
выделенного элемента действует сила, 𝑘-я компонента
поверхностной плотности которой равна 𝜎𝑖𝑘.

𝑥

𝑦

−𝜎𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥𝑦(𝑥+ d𝑙, 𝑦)

−𝜎𝑦𝑥(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑦𝑥(𝑥, 𝑦 + d𝑙)

Рис. 2.2 Силы, приложенные к малому элементу
объёма кубической формы.

2-1.3.1 Симметричность тензора напряжений

Покажем, что тензор напряжений 𝜎𝑖𝑘 является симмет-
ричным, т.е.

𝜎𝑖𝑘 = 𝜎𝑘𝑖, (2.5c)

если его понимать именно как поверхностную плотность
силы, действующей на 𝑖-ю грань куба в 𝑘-м направле-
нии.

Рассмотрим угловую динамику шара малого радиу-
са 𝑟. Поместим начало координат в центр шара, а через
d𝑜 обозначим элемент телесного угла. Момент сил

𝐾𝑖𝑘 =

ˆ
𝑟(𝑟𝑖𝑟𝑙 𝜎𝑘𝑙 − 𝑟𝑘𝑟𝑙 𝜎𝑖𝑙)d𝑜. (2.5d)

Разложим тензор напряжений по малому отклонению
от центра шара:

𝜎𝑙𝑘(𝑟) ≈ 𝜎0
𝑙𝑘 + 𝑟𝑗𝜎

0
𝑙𝑘,𝑗 +

1

2
𝑟𝑗𝑟𝑚𝜎

0
𝑙𝑘,𝑗𝑚. (2.5e)

Тогда момент сил (2.5d)

𝐾𝑖𝑘 =
4𝜋𝑟3

3

(︀
𝜎𝑘𝑖 − 𝜎𝑖𝑘

)︀
+

2𝜋𝑟5

15

(︀
𝜎0
𝑘𝑖,𝑗𝑗 − 𝜎0

𝑖𝑘,𝑗𝑗

)︀
+

+
4𝜋𝑟5

15

(︀
𝜎0
𝑘𝑗,𝑖𝑗 − 𝜎0

𝑖𝑗,𝑘𝑗

)︀
. (2.5f)
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Момент инерции шара пропорционален 𝑟5. Для того,
чтобы при 𝑟 → 0 получался регулярный предел для уг-
лового ускорения шара, мы должны потребовать, чтобы
момент сил (2.5d) был пропорционален той же степени
𝑟. Необходимым и достаточным условием этого являет-

ся условие симметричности (2.5c) тензора напряжений,
тогда оказывается равной нулю первая строчка в (2.5f);
вторая строчка в (2.5f) уже преобразована с использо-
ванием симметрии тензора напряжений.

§2-2. Течение идеальной жидкости

Однокомпонентная жидкость характеризуется пя-
тью полями: объёмной массовой плотностью 𝜌, локаль-
ной температурой 𝑇 , и тремя компонентами скорости 𝑣.
При этом предполагается, что в любой точке простран-
ства жидкость находится в локальном термодинамиче-
ском равновесии. Поэтому локальное состояние жидко-
сти характеризуется двумя термодинамическими вели-
чинами, скажем, температурой 𝑇 и давлением 𝑃 .

Таким образом, для описания движения однокомпо-
нентной жидкости с заданным начальным состоянием
надо знать 5 уравнений — три компоненты скорости и
две термодинамические характеристики.

2-2.1 Уравнения течения

Идеальной жидкостью называется жидкость, в которой
нет диссипации: в такой жидкости соседние элементы
жидкости взаимодействуют между собой только через
давление, и нет передачи тепла от одного более нагре-
того элемента жидкости к соседнему менее нагретому.
Наконец, процесс сжатия и расширения каждого эле-
мента жидкости (если он происходит) следует считать
адиабатическим, т.е. не приводящим к повышению эн-
тропии на единицу массы жидкости.

Для любой жидкости одним из уравнений движения
является уравнение непрерывности (2.4a), выражающее
собою закон сохранения массы.

2-2.1.1 Уравнение Эйлера

Используем теперь закон сохранения импульса (2.5a).
Тензор напряжений 𝜎𝑖𝑘 в идеальной жидкости зави-

сит только от локального значения давления 𝑃 в жидко-
сти. Из интерпретации тензора напряжений, приведён-
ного в Пункте 2-1.3, следует, что давление может вно-
сить вклад только в диагональные матричные элемен-
ты потока импульса, поскольку сила давления прило-
жена всегда нормально к поверхности. Математически,
поскольку давление является скалярной величиной, то
для того, чтобы из него составить тензор напряжений
являющийся тензором второго ранга, мы может исполь-
зовать только единичный тензор 𝛿𝑖𝑘. Таким образом, по-
ток импульса (2.5b) имеет вид

Π𝑖𝑘 = 𝜌𝑣𝑖𝑣𝑘 + 𝑃𝛿𝑖𝑘, 𝜎𝑖𝑘 = −𝑃𝛿𝑖𝑘. (2.6a)

Выпишем уравнение течения (2.5a) в явном виде

𝜕𝑡(𝜌𝑣𝑖) + 𝜕𝑘(𝜌𝑣𝑖𝑣𝑘) = −𝜕𝑖𝑃 + 𝑓𝑖. (2.6b)

где в правую часть мы добавили внешнюю силу, которой
может быть, например, сила тяжести. Теперь, используя
уравнение непрерывности (2.4a), приходим к уравнению
Эйлера (Euler equation)

𝜕𝑡𝑣 + (𝑣∇)𝑣 = −1

𝜌
∇𝑃 +

1

𝜌
𝑓 . (2.6c)

Уравнение Эйлера можно понимать как второй закон
Ньютона, записанный для малого элемента жидкости.

2-2.1.2 Завихренность

Завихренностью называется ротор скорости,

𝜔 = rot𝑣.

Уравнение на завихренность (vorticity equation) для
несжимаемой жидкости может быть получено из урав-
нения Эйлера (2.6c) путём взятия ротора от его обеих
частей:

𝜕𝑡𝜔+(𝑣 ·∇)𝜔 = (𝜔 ·∇)𝑣−𝜔 div 𝑣+
[∇𝜌×∇𝑃 ]

𝜌2
. (2.6d)

При этом для преобразования слагаемого rot((𝑣 ·∇)𝑣)
мы использовали равенство для вектора Ламба (Lamb
vector) [𝑣 × 𝜔]:

[𝑣 × 𝜔] = [𝑣 × [∇× 𝑣]] = ∇𝑣2/2− (𝑣 ·∇)𝑣,

rot((𝑣 ·∇)𝑣) = (𝑣 ·∇)𝜔 + 𝜔 div 𝑣 − (𝜔 ·∇)𝑣.
(2.6e)

Само уравнение Эйлера с привлечением завихренно-
сти можно переписать в виде, содержащем вектор Лам-
ба [Lamb, 1877]:

𝜕𝑡𝑣 + [𝜔 × 𝑣] = −1

𝜌
∇𝑃 −∇𝑣2

2
. (2.6f)

О представлении члена (𝑣 ·∇)𝑣, ответственного за инер-
цию в уравнении Навье-Стокса, в виде суммы полного
градиента и вектора Ламба согласно (2.6e) говорят как
о rotational form.



13

2-2.2 Уравнение переноса энергии
Последним, пятым уравнением, должно быть уравнение
на тепловой перенос. Прежде чем сформулировать это
уравнения, введём обозначения термодинамических ве-
личин. Удельными плотностями мы будем назвать плот-
ности величин на единицу массы. В частности, введём
удельную энтропию S (в СГС размерность 1/г), внут-
реннюю энергию E (в СГС размерность см2/с2), удель-
ную энтальпию или тепловую функцию W и химиче-
ский потенциал на единицу массы (удельный химиче-
ский потенциал) 𝜁. Удельным объёмом по определению
будем называть обратную плотность, V = 1/𝜌. Мы так-
же будем использовать объёмные плотности величин:
плотность энтропии 𝜌𝑆, внутренней энергии 𝜌𝐸, энталь-
пии 𝜌𝑊 и плотность энергии Гиббса 𝜌Φ. В частности,
имеем следующие термодинамические соотношения

𝜌Φ = 𝜌𝐸 − 𝑇𝜌𝑆 + 𝑃, 𝜁 =
𝜌Φ

𝜌
, (2.7a)

d𝜁 = −S d𝑇 +
d𝑃

𝜌
= −S d𝑇 + V d𝑃,

𝜌𝑊 = 𝜌𝐸 + 𝑃, W =
𝜌𝑊

𝜌
, dW = 𝑇dS +

d𝑃

𝜌
,

см. также ниже ещё набор соотношений (2.7g). Отме-
тим, что для удельных величин термодинамические со-
отношения остаются формально теми же самыми, что и
соотношения для однородного тела, знакомые по обще-
му курсу термодинамики.

2-2.2.1 Уравнение теплового переноса

Идеальная жидкость отличается отсутствием обмена
теплом между элементами жидкости. Процесс выравни-
вания температур двух подсистем сопровождается уве-
личением энтропии, поэтому отсутствие этого процесса
означает, что энтропия каждого элемента жидкости не
изменяется. В терминах объёмной плотности энтропии
𝜌𝑆 это приводит к уравнению

𝜕𝑡𝜌
𝑆 + div(𝑣𝜌𝑆) = 0. (2.7b)

С учётом уравнения непрерывности (2.4a) это уравнение
эквивалентно условию сохранения удельной энтропии S
для каждого элемента жидкости

dS
d𝑡

= 0, 𝜕𝑡S = −(𝑣 ·∇)S , S =
𝜌𝑆

𝜌
, (2.7c)

где d/d𝑡 = 𝜕𝑡 + (𝑣∇) – лагранжева, или субстанцио-
нальная производная, см. Пункт 2-1.1.3.

2-2.2.2 Перенос энергии

В этом Пункте мы будем полагать, что внешняя сила в
уравнении Эйлера (2.6c) является потенциальной и ста-

тической во времени,

𝑓 = −𝜌 grad𝜙, (2.7d)

где 𝜙(𝑟) — потенциал силы.
Выведем уравнение переноса энергии в идеальной

жидкости, в которой отсутствуют вязкие силы и теп-
лопроводность. Объёмная плотность полной энергии
𝜌𝐸+𝐾+𝑈 есть сумма объёмной плотности внутренней
энергии 𝜌𝐸, объёмной плотности кинетической энергии
𝜌𝐾 , и объёмной плотности потенциальной энергии 𝜌𝑈 :

𝜌𝐸+𝐾+𝑈 = 𝜌𝐸 + 𝜌𝐾 + 𝜌𝑈 , 𝜌𝐾 =
𝜌𝑣2

2
, 𝜌𝑈 = 𝜌𝜙.

(2.7e)
По отдельности найдём изменение плотностей каж-

дого вида энергии и после сложим результаты. Из урав-
нений непрерывности и Эйлера (2.6c) следует, что изме-
нения плотности кинетической и потенциальной энер-
гий равно

𝜕𝑡𝜌
𝐾 + div (𝑣𝜌𝐾) = −

(︀
𝑣 ·(∇𝑃 + 𝜌∇𝜙)

)︀
, (2.7f)

𝜕𝑡𝜌
𝑈 = 𝜙𝜕𝑡𝜌 = −𝜙div(𝜌𝑣).

Далее, термодинамическое равенство d𝐸 = 𝑇d𝑆 − 𝑃d𝑉
можно переписать в видах

d𝜌𝐸 = 𝑇d𝜌𝑆 + 𝜁d𝜌 =
ideal

W d𝜌, E =
𝜌𝐸

𝜌
,

dE = 𝑇 dS +
𝑃

𝜌2
d𝜌 =

ideal

𝑃

𝜌2
d𝜌. (2.7g)

Первые равенства для приращений объёмной и мас-
совой плотностей энергии E в (2.7g) верны для любой
жидкости, а вторые — только для идеальной. Вместе
с уравнением непрерывности (2.4a) и уравнением (2.7b)
для объёмной плотности энтропии находим скорость из-
менения объёмной плотности внутренней энергии 𝜌𝐸:

𝜕𝑡𝜌
𝐸 + div(𝑣𝜌𝐸) = −𝑃 div 𝑣. (2.7h)

Теперь сложим уравнение (2.7h) с уравнением для
скорости изменения объёмной плотности кинетической
и потенциальной энергий (2.7f) и получим уравнение пе-
реноса для объёмной плотности полной энергии

𝜕𝑡𝜌
𝐸+𝐾+𝑈 ≡ 𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜌𝑣2

2
+ 𝜌𝐸+𝑈

)︂
= −div 𝑗𝐸+𝐾 , (2.7i)

где поток полной энергии

𝑗𝐸+𝐾 = 𝜌𝑣

(︂
𝑣2

2
+ W + 𝜙

)︂
= 𝜌𝑣

(︂
𝑣2

2
+ E +

𝑃

𝜌
+ 𝜙

)︂
.

(2.7j)
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§2-3. Течение вязкой жидкости

Течение идеальной жидкости не учитывает процес-
сов диссипации. В этом параграфе мы, по прежне-
му полагая отклонение от локального равновесия ма-
лым, учтём в главном порядке процессы диссипации. По
определению, диссипативными процессами мы называ-
ем процессы, сопровождающиеся увеличением энтропии
системы.

Процессы диссипации имеют два источника. Во-
первых, это перенос тепла в сторону, противоположную
градиенты температуры. Учёт процессов термодиффу-
зии производится в Пункте 2-3.2. Во-вторых, это трение
близких элементов жидкости друг о друга вследствие
существования градиента скорости в течении. Учёт это-
го эффекта приводит к переходу от уравнения Эйлера к
уравнению Навье-Стокса и производится в Пункте 2-3.1.

2-3.1 Уравнение Навье-Стокса
Учтём в уравнении течения жидкости вклады, возни-
кающие при диссипативном обмене импульсом меж-
ду соседними элементами жидкости, движущимися с
разными скоростями. Для этого в тензор напряжений
𝜎𝑖𝑘, определённый в (2.5b), помимо вклада от давления
(2.6a), надо включить вклад, возникающий в случае, ес-
ли скорость среды изменяется в пространстве. Этот по-
следний вклад называется вязким тензором напряже-
ний 𝜎′

𝑖𝑘.
Математическим объектом, улавливающим эффект

неоднородности скорости в пространстве, является гра-
диент скорости 𝜕𝑖𝑣𝑘. Он является тензором второго ран-
га и удовлетворяет условию Галилеевской инвариантно-
сти. Из градиента скорости можно составить два тен-
зора второго ранга, симметричных по своим индексам.
Таким образом, в общем случае вязкая часть тензора на-
пряжений в приближении уравнения Навье-Стокса рав-
на

𝜎′
𝑖𝑘 = η{∇,𝑣}𝑖𝑘 + ζ 𝛿𝑖𝑘 div 𝑣. (2.8a)

Величина η называется коэффициентом (первой, сдви-
говой) динамической вязкости (shear or first viscosity
coefficient), ζ — коэффициентом второй (объём-
ной) динамической вязкости (volume or bulk viscosity
coefficient). Мы ввели обозначение {∇,𝑣} для симмет-
ризованного тензорного произведения с нулевым следом
двух произвольных векторных величин, определяемому
согласно равенству

{∇,𝑣}𝑖𝑘 = ∇𝑖𝑣𝑘 +∇𝑘𝑣𝑖 −
2

𝑑
𝛿𝑖𝑘∇𝑙𝑣𝑙. (2.8b)

где 𝑑 — размерность пространства. Геометрический
смысл этого разложения аналогичен смыслу разложе-
ния малого тензора деформации на дивергентную и без-
дивергентную части.

Таким образом, первая динамическая вязкость пока-
зывает, чему равна диссипативная часть потока импуль-
са в случае сдвигового течения жидкости, не изменяю-
щего её объём. Вторая динамическая вязкость показы-
вает, какой вклад в давление возникает от диссипатив-
ных процессов в случае течения, представляющего из
себя однородное сжатие. Отметим также, что скорость
диссипации кинетической энергии в тепло 𝑞′𝐾 при та-
ком выборе распадается на сумму двух соответствую-
щих слагаемых, см. (2.9a).

Полный поток импульса теперь равен

Π𝑖𝑘 = 𝜌𝑣𝑖𝑣𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝑃 − 𝜎′
𝑖𝑘, 𝜎𝑖𝑘 = 𝜎′

𝑖𝑘 − 𝛿𝑖𝑘𝑃. (2.8c)

и вместо уравнения Эйлера общее уравнение (2.5a) на
сохранение импульса приводит нас к уравнению Навье-
Стокса

𝜕𝑡(𝜌𝑣𝑖) = −𝜕𝑘 (𝜌𝑣𝑖𝑣𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝑃 − 𝜎′
𝑖𝑘) + 𝑓𝑖. (2.8d)

Используя уравнение непрерывности, уравнение Навье-
Стокса (Navier-Stokes equation) можно записать в его
каноническом виде

𝜕𝑡𝑣𝑖 + (𝑣∇)𝑣𝑖 = −1

𝜌
𝜕𝑖𝑃 +

1

𝜌
𝜕𝑘𝜎

′
𝑖𝑘 +

𝑓𝑖
𝜌
. (2.8e)

Если принять, что коэффициенты вязкости однородны
в пространстве, то уравнение (2.8e) может быть записа-
но в векторном виде

𝜕𝑡𝑣 + (𝑣∇)𝑣 = (2.8f)

= −grad𝑃

𝜌
+

η

𝜌
Δ𝑣 +

1

𝜌

(︁
ζ+

η

3

)︁
grad div 𝑣 +

𝑓

𝜌
,

сравни с уравнением Эйлера (2.6c).

2-3.1.1 Изменение во времени локальной плот-
ности кинетической энергии

Из уравнений (2.8) можно получить скорость локально-
го изменения плотности кинетической энергии

𝜌𝐾 =
𝜌𝑣2

2

вязкой жидкости. Считая силу потенциальной, 𝑓 =
−𝜌∇𝜙, получаем

𝜕𝑡𝜌
𝐾 + div (𝑣𝜌𝐾) = (2.9a)

= −(𝑣∇)𝑃 − 𝜌(𝑣∇)𝜙+ 𝑣𝑖𝜕𝑘𝜎
′
𝑖𝑘 =

= −𝜕𝑖
(︀
𝑣𝑖𝑃 − 𝑣𝑘𝜎

′
𝑖𝑘

)︀
− 𝜌(𝑣∇)𝜙 + 𝑃 div 𝑣 + 𝑞′𝐾 ,

где скорость диссипации кинетической энергии в тепло
есть

−𝑞′𝐾 = 𝜎′
𝑖𝑘 𝜕𝑖𝑣𝑘 =

η

2
{∇,𝑣}𝑖𝑘 {∇,𝑣}𝑖𝑘 + ζ

(︀
div 𝑣

)︀2
,

(2.9b)
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а −𝑃 div 𝑣 — скорость адиабатического перехода кине-
тической энергии во внутреннюю, см. (2.7h).

Диссипативные потери кинетической энергии (2.9b)
должны быть всегда положительны. В этом выраже-
нии коэффициенты η и ζ стоят при существенно по-
ложительных величинах, т.е. сами эти коэффициенты
неотрицательны. Этим оправдывается выбор вида тен-
зора вязких напряжений (2.8a). Для газов при нормаль-
ных условиях отношение ζ/η может быть от величи-
ны порядка единицы (азот) до тысяч (углекислый газ)
[Dukhin & Goetz, 2009; Sharma & Kumar, 2023].

2-3.2 Уравнение переноса энергии
Напишем изменение полной энергии единицы объёма
𝜌𝐸+𝐾 жидкости с учётом диссипативных потоков, и вме-
сте с тем определим скорости изменения объёмной плот-
ности внутренней энергии 𝜌𝐸 и скорости производства
объёмной плотности энтропии 𝑞𝑆.

Поскольку полная энергия сохраняется, изменение
объёмной плотности полной энергии должно быть рав-
но дивергенции её потока. Иными словами, при сло-
жении уравнений на 𝜕𝑡𝜌

𝐾 и 𝜕𝑡𝜌
𝐸 все лишние, т.е. не

представляющие из себя полной дивергенции слагаемые
должны сократиться. Исходя из этого требования, рас-
ширим уравнение (2.7h) на распределение внутренней
энергии 𝜌𝐸, написанное для идеальной жидкости, на
случай неидеальной жидкости. Во-первых, мы должны
учесть скорость перехода 𝑞′𝐾 (2.9a) кинетической энер-
гии во внутреннюю вследствие действия вязких сил. Во-
вторых, мы должны учесть поток тепла

𝑗′𝐸 = −æ∇𝑇, (2.10a)

появляющийся вследствие теплообмена между соседни-
ми элементами жидкости в случае неоднородного рас-
пределения температуры в пространстве. Коэффициент
теплопроводности æ в общем случае зависит от плотно-
сти и температуры жидкости; его размерность в СГС
равна см2/с. В итоге получаем:

𝜕𝑡𝜌
𝐸 = −div(𝑣𝜌𝐸 − æ∇𝑇 )− 𝑃 div 𝑣 − 𝑞′𝐾 . (2.10b)

2-3.2.1 Генерация и перенос тепла

Теперь перейдём к вычислению скорости производства
энтропии. Из первого равенства (2.7g) на изменение объ-
ёмной плотности энергии можно получить уравнение на
изменение объёмной плотности энтропии

𝑇 (𝜕𝑡𝜌
𝑆 + div(𝑣𝜌𝑆)) = (𝜕𝑡𝜌

𝐸 + div(𝑣𝜌𝐸)) + 𝑃 div 𝑣.

Это равенство с учётом (2.10b) можно переписать в виде

𝜕𝑡𝜌
𝑆 = −div 𝑗𝑆 + 𝑞𝑆. (2.10c)

где была выделена полная дивергенция. Поток энтро-
пии 𝑗𝑆 складывается из бездиссипативной и диссипа-
тивной частей,

𝑗𝑆 = 𝑣𝜌𝑆 + 𝑗′𝑆, 𝑗′𝑆 = −æ∇𝑇
𝑇

. (2.10d)

Объёмная плотность скорости производства энтропии
𝑞𝑆 есть

𝑇𝑞𝑆 =
æ(∇𝑇 )2

𝑇
− 𝑞′𝐾 = (2.10e)

=
æ(∇𝑇 )2

𝑇
+

η

2
{∇,𝑣}𝑖𝑘 {∇,𝑣}𝑖𝑘 + ζ

(︀
div 𝑣

)︀2
,

где скорость диссипации кинетической энергии 𝑞′𝐾 вы-
писана в (2.9b). Энтропия во всём образце не может
уменьшаться, то есть выражение (2.10e), будучи про-
интегрированным по всему объёму тела, должно быть
неотрицательным. Ввиду произвольности выбираемо-
го объёма это эквивалентно локальному требованию
𝑞𝑆 > 0. Поэтому все три диссипативных коэффициента
должны быть положительны,

æ, η, ζ > 0,

хотя это можно было сказать уже и раньше, исходя
из частного применения этого же принципа неуменьше-
ния энтропии. Действительно, коэффициенты вязкости
должны быть положительны, поскольку положитель-
ной должна быть скорость диссипации кинетической
энергии в тепло −𝑞′𝐾 , см. (2.9a). Коэффициент тепло-
проводности должен быть положительным, поскольку
тепло должно передаваться всегда от более нагретого
тела к менее нагретому, а не наоборот.

Уравнение на изменение объёмной плотности энтро-
пии (2.10c) можно переписать в терминах лагранжевой
производной удельной энтропии (напомним, что объём-
ная плотность энтропии 𝜌𝑆 и удельная энтропия S свя-
заны соотношением 𝜌S = 𝜌𝑆 (2.7c)):

𝑇
dS
d𝑡

=
𝑇

𝜌

(︀
𝑞𝑆 − div 𝑗′𝑆

)︀
= (2.10f)

=
1

𝜌

(︁
div
(︀
æ∇𝑇

)︀
+ 𝜎′

𝑖𝑘 𝜕𝑖𝑣𝑘

)︁
=

=
div
(︀
æ∇𝑇

)︀
𝜌

+
η

2𝜌
{∇,𝑣}𝑖𝑘 {∇,𝑣}𝑖𝑘 +

ζ

𝜌

(︀
div 𝑣

)︀2
.

Величина 𝑇 dS/d𝑡 есть удельная скорость выделения
тепла вследствие диссипативных процессов.

2-3.2.2 Перенос полной энергии

Поскольку полная энергия сохраняется, то скорость из-
менения плотности полной энергии со временем есть
полная дивергенция,

𝜕𝑡𝜌
𝐸+𝐾+𝑈 = −div 𝑗𝐸+𝐾 . (2.10g)

Поток полной энергии 𝑗𝐸+𝐾 получим, если сложим пра-
вые части (2.9a), (2.10b) и (2.7f) для 𝜕𝑡𝜌

𝑈 , получаем,
что полный поток энергии состоит из бездиссипативной
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части (2.7j), ранее полученной при рассмотрении иде-
альной жидкости, и диссипативной части 𝑗′𝐸+𝐾

𝑖 , отсут-
ствующей в идеальной жидкости:

𝑗𝐸+𝐾

𝑖 = 𝜌𝑣𝑖

(︂
𝑣2

2
+ W + 𝜙

)︂
+ 𝑗′𝐸+𝐾

𝑖 , (2.10h)

𝑗′𝐸+𝐾

𝑖 = −𝑣𝑘𝜎′
𝑖𝑘 − æ𝜕𝑖𝑇. (2.10i)

Использованный процесс выделения полной дивер-
генции формально является неоднозначной операци-
ей. Однако если переписать уравнение (2.10g) в инте-
гральной форме, оно должно представлять собой рабо-
ту внешних сил. Это требование однозначно фиксирует
выражение для потока энергии, а вместе с ним, и выра-
жение для скорости производства энтропии.

2-3.2.3 Уравнение на поле температуры

Для того, чтобы написать уравнение на поле темпера-
туры 𝑇 (𝑡, 𝑟), воспользуемся термодинамическими соот-

ношениями

𝑇dS = C𝑉 d𝑇 + 𝑇
𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

dV = (2.10j)

= C𝑃d𝑇 − 𝑇
𝜕V
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

d𝑃, (2.10k)

где C𝑉 , C𝑃 — удельные теплоёмкости при постоянных
объёме и давлении (в СГС размерность 1/г), а V = 1/𝜌
— удельный объём. Уравнение (2.10f) в терминах тем-
пературы может быть переписано в видах

d𝑇

d𝑡
= −V𝑇

C𝑉

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

div 𝑣 +
𝑇

C𝑉

dS
d𝑡

= (2.10l)

=
𝑇

C𝑃

dS
d𝑡

+
𝑇

C𝑃

𝜕V
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

d𝑃

d𝑡
. (2.10m)

Первое слагаемое в выражении (2.10l) соответствует
идеальной жидкости, второе появляется при учёте дис-
сипационных процессов.

§2-4. Гидростатика

Гидростатика изучает состояние покоя жидкости,
когда во всём пространстве 𝑣 = 0.

Рассмотрим сначала изотермическую жидкость, ко-
гда во всём пространстве температура одна и та же и
равна 𝑇 . Жидкость находится во внешнем потенциале,
так что внешняя сила 𝑓 в уравнении Навье-Стокса (2.8f)
потенциальна,

𝑓 = −𝜌 grad𝜙. (2.11a)
Тогда из того же уравнения (2.8f) ввиду равенства нулю
скорости следует, что

d𝑃 (𝑇, 𝜌) = − 𝜌 d𝜙,

d𝜁 = − d𝜙, 𝜁 + 𝜙 = const.
(2.11b)

Мы воспользовались равенством d𝜁 = d𝑃/𝜌 (2.7a) для
приращения удельного химического потенциала 𝜁 при
постоянной температуре. Величины с нижним индексом
‘0’ соответствуют некоторой точке в пространстве. За-
метим, что давление (или плотность) согласно (2.11b)
является однозначной функцией потенциала.

Равенство (2.11b) соответствует распределению
Гиббса. Например, для идеального одноатомного газа
химический потенциал логарифмически зависит от кон-
центрации молекул 𝑛,

𝜁 =
𝑇

𝑚
ln

(︂
(2𝜋)3/2

𝑛ℏ3

𝑝3𝑇

)︂
, (2.11c)

где тепловой импульс 𝑝𝑇 =
√
𝑚𝑇 , а𝑚 — масса молекулы

газа. Поэтому интегральное равенство (2.11b) означает,
что концентрация газа зависит экспоненциально от зна-
чения потенциала,

𝑛 = 𝑛0 exp

(︂
−𝜙− 𝜙0

𝑇/𝑚

)︂
. (2.11d)

Теперь, что если температура неоднородна в про-
странстве? Эта ситуация статистически нестационарна
и реализуется, если на границе жидкости установлены
неоднородные в пространстве граничные условия. Урав-
нение (2.11b) в дифференциальной форме приобретает
вид

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜌

d𝑇 +
𝜕𝑃

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝑇

d𝜌+ d𝜙 = 0. (2.11e)

Для того, чтобы это уравнение было разрешимо, требу-
ется, все три величины 𝑇 , 𝜌, 𝜙 были функциями од-
ной. Иначе говоря, в том числе температура должна
быть однозначными функциями потенциала, 𝑇 = 𝑇 (𝜙).
В противном случае статическое состояние недостижи-
мо. Если же потенциал отсутствует, то условием равно-
весия является однородность давления в пространстве,
𝑃 = const.
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§2-5. Несжимаемое изотермическое течение

Несжимаемая жидкость — это жидкость, у которой
коэффициент изотермической сжимаемости можно при-
нять равным нулю,

𝛽 ≡ − 1

V
𝜕V
𝜕𝑃

⃒⃒⃒⃒
𝑇

= 0. (2.12a)

Рассмотрим самую простую ситуацию, когда во всём
объёме температура жидкости однородна. Тогда в про-
цессе течения у несжимаемой жидкости не изменяет-
ся массовая плотность 𝜌, оставаясь постоянной во всей
жидкости. И уравнения непрерывности (2.4a) следует,
что условие несжимаемости тождественно равно усло-
вию бездивергентности поля скорости жидкости,

𝜌 = const, div 𝑣 = 0. (2.12b)

Распределение давления 𝑃 (𝑡, 𝑟) в каждый момент вре-
мени определяется этим условием.

В уравнении Навье-Стокса (2.8f) остаётся только ко-
эффициент первой динамической вязкости η. Вместо
этого коэффициента часто используют коэффициент
кинематической вязкости

𝜈 =
η

𝜌
.

В результате уравнение Навье-Стокса для несжимаемой
жидкости приобретает вид

𝜕𝑡𝑣 + (𝑣∇)𝑣 = 𝜈Δ𝑣 − 1

𝜌
grad𝑃 +

1

𝜌
𝑓 , (2.12c)

которое может быть переписано также и в виде

𝜕𝑡𝑣 + [𝜔 × 𝑣] = − grad

(︂
𝑃

𝜌
+
𝑣2

2

)︂
+ 𝜈Δ𝑣 +

1

𝜌
𝑓 , (2.12d)

Вязкий тензор напряжений (2.8a) равен

𝜎′
𝑖𝑘 = 𝜌𝜈(𝜕𝑖𝑣𝑘 + 𝜕𝑘𝑣𝑖). (2.12e)

Давление удовлетворяет уравнению Пуассона

Δ𝑃 = −𝜌𝜕𝑖𝜕𝑘(𝑣𝑖𝑣𝑘) + div 𝑓 = −𝜌(𝜕𝑖𝑣𝑘)(𝜕𝑘𝑣𝑖) + div 𝑓 .
(2.12f)

Уравнение на завихренность для несжимаемой жид-
кости может быть получено из уравнения Навье-
Стокса (2.12c)

𝜕𝑡𝜔 + (𝑣 ·∇)𝜔 = (𝜔 ·∇)𝑣 + 𝜈Δ𝜔, or (2.12g)

𝜕𝑡𝜔 = rot[𝑣 × 𝜔] + 𝜈Δ𝜔, (2.12h)

сравни со случаем сжимаемой жидкости (2.15a). Вто-
рой вариант записи уравнения (2.12h) следует непосред-
ственно из (2.6f), в котором фигурирует вектор Ламба

[𝑣 × 𝜔], см. (2.6e). По-прежнему, если течение в неко-
торый момент является потенциальным, 𝜔 = 0, то со-
гласно (2.12g) в последующие моменты времени оно та-
ковым и останется. Однако теперь ненулевая завихрен-
ность может возникнуть на границах области течения,
передаваясь оттуда в объём посредством вязкости (диф-
фузионным образом).

Спиральность. В идеальной несжимаемой жидко-
сти сохраняется интегральная величина

𝐻𝑓 =

ˆ
d3𝑟 ℎ𝑓 , ℎ𝑓 = (𝑣 ·𝜔), (2.13)

называемая спиральностью (helicity).

Перенос энергии. При течении несжимаемой жид-
кости конвертация кинетической энергии 𝜌𝐾 = 𝜌𝑣2/2 во
внутреннюю энергию 𝜌𝐸 происходит только за счёт дей-
ствия вязких сил:

𝜕𝑡𝜌
𝐾 = −𝜕𝑖

(︁
𝑣𝑖(𝜌

𝐾 + 𝑃 )− 𝜎′
𝑖𝑘𝑣𝑘

)︁
− 𝜎′

𝑖𝑘𝜎
′
𝑖𝑘

2η
+ (𝑓 · 𝑣),

(2.14a)
сравни с (2.9a,2.7f). Для идеальной жидкости (2.14b)
становится законом сохранения кинетической энергии.
Диссипативный член (второе слагаемое в правой части
(2.14b)) всегда положителен, являясь объёмной плотно-
стью мощности диссипации кинетической энергии в теп-
ловую; его можно также переписать в виде −𝜎′

𝑖𝑘𝜕𝑖𝑣𝑘.
Если сила 𝑓 потенциальна, 𝑓 = −𝜌 grad𝜙, то (2.14b)

переписывается в виде

𝜕𝑡𝜌
𝐾 = −𝜕𝑖

(︁
𝑣𝑖(𝜌𝐾+𝑃+𝜌𝜙)−𝜎′

𝑖𝑘𝑣
𝑘
)︁
− 𝜎′

𝑖𝑘𝜕𝑖𝑣𝑘. (2.14b)

Отсюда вытекает, что полная кинетическая энергия те-
чения в идеальной несжимаемой жидкости может пе-
реходить в потенциальную только на границе течения.
Такая трансформация имеет место, например, в случае
поверхностных волн.

2-5.1 Сохранение циркуляции скорости
В этом пункте полагаем жидкость идеальной.

В случае несжимаемого течения уравнение на завих-
ренность (2.6d) оказывается однородным относительно
завихренности. Обобщим сейчас рассмотрение на сжи-
маемые течения, в которых все термодинамические по-
тенциалы зависят только от одной переменной (за ко-
торую можно взять давление 𝑃 ) — в таких течениях
последний член в уравнении на завихренность (2.6d)
также обращается в ноль, т.е. (grad𝑃 )/𝜌 в уравнении
Навье-Стокса (2.8e) является полными градиентом. По-
добное положение дел имеет место для рассмотренных
ниже изэнтропийной жидкости и баротропного течения,
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см. ниже Пункт 2-7.1). Итак, уравнение на завихрен-
ность в рассматриваемых случаях

d𝜔

d𝑡
= 𝜕𝑡𝜔 + (𝑣 ·∇)𝜔 = (𝜔 ·∇)𝑣 − 𝜔 div 𝑣. (2.15a)

Отметим, что уравнение на завихренность (2.15a) сохра-
няет свой вид, если на жидкость действует потенциаль-
ная сила.

Возможно дать геометрическую интерпретацию
уравнению (2.15a) на завихренность. А именно, рассмот-
рим некоторый лагранжев элемент жидкости с траек-
торией 𝑟(𝑡). Этот элемент несёт с собой завихренность
𝜔(𝑡) = 𝜔(𝑡, 𝑟). Согласно геометрической интерпретации,
эта завихренность является ‘вмороженной’ в поток (или
в элемент жидкости).

Сперва будем считать течение несжимаемым,
div 𝑣 = 0, и рассмотрим лагранжеву частицу с траек-
торией 𝑟(𝑡) + 𝛿𝑟(𝑡) близкую к уже выбранной, такую,
что в некоторый момент времени

𝜔 = 𝛼𝜌 𝛿𝑟. (2.15b)

Тогда это соотношение пропорциональности будет неиз-
менным во все моменты времени с постоянным коэффи-
циентом 𝛼. Действительно, динамическое уравнение на
относительное смещение лагранжевых траекторий

d

d𝑡
𝛿𝑟𝑖 =

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑟𝑘

𝛿𝑟𝑘, ⇔ d 𝛿𝑟

d𝑡
= (𝛿𝑟 ·∇)𝑣, (2.15c)

что совпадает с уравнением (2.15a) при замене 𝛿𝑟 ↔ 𝜔.
Таким образом, поток растягивает и вращает вектор за-
вихренности так же, как и малый вектор в потоке, ис-
ходно сонаправленный вектору завихренности.

Теперь, если течение сжимаемо, то завихренность
дополнительно изменяется, как изменяется плотность
жидкости, см. уравнение непрерывности (2.4b). Поэто-
му коэффициент 𝛼 в (2.15b) по-прежнему остаётся по-
стоянным.

Теорема Кельвина. Изложенная геометрическая
интерпретация уравнения (2.15a), переписанная в инте-
гральном виде, называется теоремой Кельвина (William
Thomson, 1st Baron Kelvin).

Выберем произвольный замкнутый контур 𝑟(𝑡, 𝑠) в
жидкости, где параметр 0 ≤ 𝑠 ≤ 1 и 𝑟(𝑡, 1) = 𝑟(𝑡, 0).

Этот контур увлекается вместе с жидкостью,

𝜕𝑟(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
= 𝑣

(︀
𝑡, 𝑟(𝑡, 𝑠)

)︀
. (2.15d)

. . .

2-5.2 Течение в ограниченной области
Пусть течение вязкой жидкости происходит в области 𝒱,
ограниченной твёрдыми материальными стенками. Гра-
ницу области обозначим 𝜕𝒱.

2-5.2.1 Граничные условия

На границе имеют место следующие условия:

Условие непротекания. Условием непротекания
называется условие равенства нулю нормальной компо-
ненты скорости на границе:

𝑣𝑛 ≡ (n · 𝑣)
⃒⃒⃒
𝜕𝒱

= 0. (2.16a)

Если течение можно считать не вязким, так что оно мо-
делируется уравнением Эйлера, то граничные условия
исчерпываются условием непротекания.

Условие прилипания: на границе касательные ком-
поненты скорости также равны нулю. Физически это
следует из того, что в непрерывной среде с диссипацией
не может быть скачков скорости. Итак, вместо одного
граничного условия (2.16a) теперь имеем d граничных
условий

𝑣
⃒⃒
𝜕𝒱 = 0. (2.16b)

Вязкая несжимаемая жидкость. Если жидкость
вязкая и несжимаемая, то нормальная производная нор-
мальной компоненты скорости на границе равна нулю,

𝜕𝑛𝑣𝑛 ≡ n𝑖n𝑘𝜕𝑖𝑣𝑘
⃒⃒
𝜕𝒱 = 0. (2.16c)

Таким образом, если в общем случае тангенциальные
компоненты скорости возрастают от нулевого значения
на границе линейным образом с расстоянием до гра-
ницы, то нормальная компонента растёт квадратичным
образом ...

§2-6. Квази-несжимаемое термическое течение

Пусть изотермическая сжимаемость жидкости равна
нулю, то есть верно́ (2.12a), но теперь температура 𝑇 не
является однородной в пространстве. Тогда и плотность
жидкости уже не является однородной в пространстве.
Все термодинамические величины удобно представить
в виде функций от температуры 𝑇 и давления 𝑃 . По-

скольку плотность не зависит от давления, 𝜌 = 𝜌(𝑇 ), то
и все остальные термодинамические величины не долж-
ны от него зависеть. Поэтому, вычисляя производные
от термодинамических величин, постоянным надо брать
давление. Обозначим изобарический температурный ко-



19

эффициент расширения

𝛼 ≡ 1

V
𝜕V
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

. (2.17a)

Отметим здесь, что равенство нулю (2.12a) изотермиче-
ской сжимаемости, 𝛽 = 0, может быть только приближе-
нием. Строго говоря это невозможно по соображениям
термодинамической устойчивости, см. [Gouin & Ruggeri,
2012].

Получим уравнение, которое определяет эволюцию
поля температуры 𝑇 (𝑡, 𝑟). Это уравнение вытекает из
(2.10m), если положить давление постоянным:

d𝑇

d𝑡
=

1

C𝑃

𝑇 dS
d𝑡

= 𝑞′𝑇 , (2.17b)

𝑞′𝑇 =
1

𝜌C𝑃

(︁
div
(︀
æ∇𝑇

)︀
+ 𝜎′

𝑖𝑘 𝜕𝑖𝑣𝑘

)︁
.

где удельная скорость выделения тепла 𝑇dS взята из
уравнения (2.10f), а 𝑞′𝑇 есть локальная скорость измене-
ния температуры. Может, однако, показаться неочевид-
ной правильность такой манипуляции с давлением. То-
гда к соотношению (2.17b) можно прийти и другим спо-
собом, стартовав с (2.10l). В первом слагаемом в (2.10l)
дивергенция поля скорости

div 𝑣 =
1

V
dV
d𝑡

= 𝛼
d𝑇

d𝑡
(2.17c)

однозначно связана с изменением температуры 𝑇 , по-
скольку и плотность 𝜌 однозначно связана с 𝑇 . Домно-
жив обе части (2.10l) на C𝑉 , получаем(︂

C𝑉 + 𝑇
𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

𝜕V
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

)︂
d𝑇

d𝑡
= 𝑇

dS
d𝑡

= C𝑃 𝑞
′𝑇 .

Теперь, используя термодинамическое соотношение
(4.5h) для разности темплоёмкостей, приходим снова
к (2.17b).

Для того, чтобы описать динамику жидкости, урав-
нения (2.17b,2.17c) надо дополнить уравнением Навье-
Стокса (2.8e), в котором внешнюю силу мы будем пред-
полагать потенциальной, 𝑓 = −𝜌 grad𝜙:

𝜕𝑡𝑣𝑖 + (𝑣∇)𝑣𝑖 = −1

𝜌
𝜕𝑖𝑃 +

1

𝜌
𝜕𝑘𝜎

′
𝑖𝑘 − 𝜕𝑖𝜙. (2.17d)

Давление здесь определяется совокупностью уже выпи-
санных уравнений (2.17b,2.17c,2.17d). Уравнение на дав-
ление 𝑃 может быть найдено следующим образом. Ди-
вергенция уравнения Навье-Стокса (2.17d) приводит к
уравнению

div
1

𝜌
grad𝑃 = −𝜕𝑖𝑣𝑘 𝜕𝑘𝑣𝑖 + 𝜕𝑖

1

𝜌
𝜕𝑘𝜎

′𝑖𝑘 −Δ𝜙−

− d

d𝑡
div 𝑣. (2.17e)

Проблему представляет последний член, поскольку он
содержит временну́ю производную, тогда как давление

должно зависеть только от текущего состояния жидко-
сти и распределения в пространстве течения. Использу-
ем сначала (2.17c), а затем выразим полные производ-
ные от температуры и скорости через уравнения (2.17b)
и (2.17d):

d

d𝑡
div 𝑣 =

d
(︀
𝛼 𝑞′𝑇

)︀
d𝑡

= (2.17f)

=
𝜕
(︀
𝛼 𝑞′𝑇

)︀
𝜕(𝜕𝑖𝑣𝑘)

d(𝜕𝑖𝑣𝑘)

d𝑡
+

𝜕
(︀
𝛼 𝑞′𝑇

)︀
𝜕𝑇

d𝑇

d𝑡
=

=
𝛼𝜎′

𝑖𝑘

C𝑃 𝜌
𝜕𝑖

(︂
2𝜕𝑙𝜎

′
𝑘𝑙

𝜌
− 𝜕𝑘𝑃

𝜌
− 𝜕𝑘𝜙− 𝜕𝑖𝑣𝑙 𝜕𝑙𝑣𝑘

)︂
+

+ 𝑞′𝑇
𝜕
(︀
𝛼 𝑞′𝑇

)︀
𝜕𝑇

В итоге получаем уравнение на давление:(︂
𝛿𝑖𝑘 − 𝛼

C𝑃𝜌
𝜎′𝑖𝑘

)︂
𝜕𝑖
1

𝜌
𝜕𝑘𝑃 = −𝑞′𝑇

𝜕
(︀
𝛼 𝑞′𝑇

)︀
𝜕𝑇

+

+

(︂
𝛿𝑖𝑘 − 𝛼

C𝑃𝜌
𝜎′𝑖𝑘

)︂(︂
𝜕𝑖
1

𝜌
𝜕𝑙𝜎

′𝑘𝑙 − 𝜕𝑖𝑣
𝑙 𝜕𝑙𝑣

𝑘 − 𝜕𝑖𝜕𝑘𝜙

)︂
−

− 𝛼

C𝑃𝜌
𝜎′𝑖𝑘𝜕𝑖

1

𝜌
𝜕𝑙𝜎

′𝑘𝑙. (2.17g)

2-6.1 Приближение Буссинеска
Приближение Буссинеска (Boussinesq approximation
[Boussinesq, 1903] or Oberbeck-Boussinesq approximation
[Oberbeck, 1879]) предполагает, что вариации темпера-
туры относительно малы. Обозначим вариации темпе-
ратуры и плотности величинами с волной,

𝑇 = 𝑇0 + ̃︀𝑇 , 𝜌 = 𝜌0 + ̃︀𝜌, ̃︀𝜌 = −𝜌0𝛼 ̃︀𝑇 . (2.18a)

Условие относительной малости вариации плотности
есть ̃︀𝜌≪ 𝜌0, ⇒ 𝛼 ̃︀𝑇 ≪ 1, (2.18b)

Невозмущённые плотность 𝜌0 и температура 𝑇0 не зави-
сят от координаты. Однако гидростатическое давление
𝑃0 от координаты зависит, если есть внешний потенци-
ал,

𝑃 = 𝑃0 + 𝜌0𝑝, 𝑃0 = 𝑃00 − 𝜌0𝜙, (2.18c)

где 𝑃00 — константа.
Упрощая точные уравнения, мы должны иметь вви-

ду, что само течение 𝑣 уже имеет малость, будучи вы-
званным неоднородностью распределения температуры
в пространстве. Уравнение на давление (2.17g) после
удержания главных вкладов по величинам с волной и
с учётом (2.18c) принимает вид

𝜕𝑖
1

𝜌
𝜕𝑖𝑃 =

1

𝜌0
𝜕𝑖𝜕𝑘𝜎

′
𝑖𝑘 − 𝜕𝑖𝑣𝑘 𝜕𝑘𝑣𝑖 (2.18d)

Воспользовавшись тем, что в плотности (2.18a) есть од-
нородная в пространстве часть, а в давлении (2.18c) ещё



Глава 2. Течение непрерывных сред 20

и часть, определяемая потенциалом 𝜙, приходим к урав-
нению на отклонение давления 𝑝 от равновесного

Δ𝑝 = −𝜕𝑖𝑣𝑘 𝜕𝑘𝑣𝑖−
𝛼

𝜌0
div
(︀ ̃︀𝑇 grad𝜙

)︀
+
�
�
�
�Z

Z
Z
Z

𝜕𝑖𝜕𝑘𝜎
′
𝑖𝑘

𝜌0
. (2.18e)

Давление оказывается таким, как если бы течение бы-
ло несжимаемым, т.е. в приближении Буссинеска поле
скорости является бездивергентным,

div 𝑣 = 0. (2.18f)

Действительно, линеаризованное уравнение Навье-
Стокса (2.17d) по малым отклонениям от равновесных
значений

𝜕𝑡𝑣𝑖 + (𝑣∇)𝑣𝑖 = −𝜕𝑖𝑝 + 𝛼 ̃︀𝑇𝜕𝑖𝜙 + 𝜈Δ𝑣𝑖. (2.18g)

Поэтому в уравнении на вариацию давления (2.18e) по-
следнее слагаемое равно нулю, будучи пропорциональ-
ным дивергенции скорости. Сама же вязкая часть тен-
зора напряжений есть

𝜎′
𝑖𝑘 = 𝜌0𝜈

(︀
𝜕𝑖𝑣

𝑘 + 𝜕𝑘𝑣
𝑖
)︀
. (2.18h)

Наконец, уравнение на перенос температуры

𝜕𝑡 ̃︀𝑇+(𝑣 ·∇) ̃︀𝑇 = 𝜒Δ ̃︀𝑇+
𝜎′
𝑖𝑘 𝜕𝑖𝑣

𝑘

𝜌0 C𝑃

, 𝜒 =
æ

𝜌0 C𝑃

. (2.18i)

Величина 𝜒 называется коэффициентом температу-
ропроводности. Уравнения (2.18g,2.18f,2.18i) описыва-
ют термическое течение квази-несжимаемой жидкости
в приближении Буссинеска.

Пусть всё же жидкость обладает малой но конечной
сжимаемостью 𝛽 (2.12a). Запишем условие того, что ва-
риация плотности, вызванная вариацией гидростатиче-
ского давления, мала по сравнению с вариацией плот-
ности, вызванной вариациями температуры:

𝛽𝜌𝜙 ∼ 𝜙/𝑐2s ≪ 𝛼 ̃︀𝑇 , (2.19)

где 𝑐s — скорость звука. Предполагается, что нулевое
значение потенциал 𝜙 достигает где-то внутри области
течения.

2-6.2 Энергетический баланс в прибли-
жении Буссинеска

Вопрос разобран в [Maruyama, 2014].

§2-7. Частные виды течений и модели жидкости

В общем случае система уравнений описывающая те-
чение идеальной жидкости не поддаётся аналитическо-
му интегрированию. Для понимания физики течений
полезно рассмотреть частные виды течений, описание
которых существенно проще общего случая и потому
допускает аналитический анализ.

Одним из важных параметров модели, описываю-
щей течение, является форма зависимости давления
от состояния жидкости. В ситуации общего положения
𝑃 = 𝑃 (𝜌, 𝜌𝑆/𝜌) или 𝑃 = 𝑃 (𝜌, 𝑇 ). Если нельзя прене-
бречь ни зависимостью давления от плотности, ни от
температуры, то такое течение называют бароклинным
течением (baroclinic flow).

2-7.1 Изэнтропическое течение и баро-
тропная жидкость

Изэнтропическим течением (isentropic flow) называет-
ся течение идеальной жидкости, в которой удельная эн-
тропия во всём пространстве одна и та же,

S = const.

Для такого течения уравнение термодинамического со-
стояния сводится к тому, что давление оказывается
функцией только плотности, 𝑃 = 𝑃 (𝜌).

Условие изэнтропичности течения можно понимать
так: если идеальную изэнтропическую жидкость приве-

сти в состояние покоя, а внешний потенциал отсутству-
ет, то во всём объёме жидкости температура окажется
одинаковой.

Согласно общему выражению (2.7a) для приращения
удельной энтальпии в изэнтропийной жидкости

−∇𝑃
𝜌

= −∇W . (2.20a)

Таким образом, ротор от этого слагаемого в уравнении
Эйлера (2.6c) даёт нуль. По-другому про это же можно
сказать, что поскольку один из термодинамических по-
тенциалов — удельная энтропия S — неизменен во всём
пространстве, то градиенты от всех термодинамических
величин коллинеарны друг другу. Поэтому последнее
слагаемое в правой части уравнения на завихренность
(2.6d) обращается в нуль. В результате мы приходим к
уравнению (2.15a) на завихренность, которое приводит
к сохранению циркуляции скорости.

Баротропной жидкостью (barotropic fluid) называ-
ют модельную жидкость, у которой, по определению,
давление зависит только от плотности, 𝑃 = 𝑃 (𝜌). При
этом течение может быть не изэнтропическим, и, более
того, жидкость может быть не идеальной, так что в ней
могут происходить диссипативные процессы, см. § 2-3.
Тогда, также как и в (2.20a), член с давлением в урав-
нении Навье-Стокса можно переписать в виде полного
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градиента,

−∇𝑃
𝜌

= −∇𝑓(𝜌), (2.20b)

где функция 𝑓 , однако, уже может не иметь простой
термодинамической интерпретации. Поэтому уравнение
(2.15a) на завихренность верно́ и для баротропной жид-
кости.

Несжимаемую жидкость можно считать пределом
баротропной жидкости, у которой производная давле-
ния по плотности неограниченно велика, d𝑃/d𝜌→ ∞.

2-7.2 Стационарное течение
Стационарным течением называется независящее от
времени течение, когда 𝜕𝑡𝑣 = 0. Для идеальной жид-
кости, которая далее и рассматривается, это означает,
что и временна́я производная от термодинамических ве-
личин также равна нулю. Уравнение Эйлера (2.6c) для
стационарного потока не содержит временно́й производ-
ной,

(𝑣∇)𝑣 = −1

𝜌
∇𝑃 +

1

𝜌
𝑓 . (2.21a)

Из выражения для переноса энергии (2.7i) следует,
что в этом случае дивергенция потока полной энергии
равна нулю, div 𝑗𝐸+𝐾 = 0. Если к этому добавить урав-
нение непрерывности div(𝜌𝑣) = 0, то мы получим, что
величина, стоящая в качестве множителя при 𝜌𝑣 в вы-
ражении для потока энергии 𝑗𝐸+𝐾 , не изменяется вдоль
линии тока:

(𝑣 ·∇)

(︂
𝑣2

2
+
𝜌𝐸

𝜌
+
𝑃

𝜌
+ 𝜙

)︂
= 0,

𝑣2

2
+ W + 𝜙 = const along a streamline. (2.21b)

Это уравнение называется уравнением Бернулли
(Bernoully equation). По сути оно выражает собой за-
кон сохранения энергии для идеальной жидкости, и в
дифференциальной форме записавается в виде

𝑣 d𝑣 +

(︂
dW =

d𝑃

𝜌

)︂
+ d𝜙 = 0, (2.21c)

где приращения всех величин берутся вдоль линии то-
ка (это уравнение можно получить непосредственно из
(2.21a), спроектировав его на вектор скорости 𝑣). От-
метим, что вообще говоря константа, стоящая в правой
части уравнения Бернулли (2.21b), своя для каждой ли-
нии точка.

Помимо энергии, в идеальной жидкости сохраняет-
ся также энтропия. Поэтому при стационарном течении
удельная энтропия остаётся постоянной вдоль линии то-
ка,

S = S0 along a streamline, (2.21d)

см. (2.7c).

2-7.3 Потенциальное изэнтропийное (ба-
ротропное) течение

Рассмотрим течение с нулевой завихренностью, 𝜔 = 0.
Тогда скорость 𝑣 можно параметризовать одной скаляр-
ной функцией — потенциалом 𝜑:

𝑣 = − grad𝜑, (2.22)

Такое течение называется потенциальным (potential
flow), для него завихренность всюду равна нулю, 𝜔 = 0.
Если в данный момент течение потенциально, то соглас-
но уравнению на завихренность (2.6d), это не означает,
что оно и дальше будет всегда оставаться таковым. Для
того, чтобы течение оставалось по-прежнему потенци-
альным, нужны специальные условия, см. Пункт 2-7.1
— либо течение должно быть изэнтропийным, либо жид-
кость должна быть баротропной. Ниже мы предполага-
ем выполненным одно из этих условий.

Пусть жидкость несжимаема. Уравнение Эйлера
(2.6c) с потенциальной внешней силой (2.7d) для потен-
циального течения переписывается в виде

grad

(︃
−𝜕𝑡𝜑+

(︀
∇𝜑
)︀2

2
+
𝑃

𝜌
+ 𝜙

)︃
= 0 (2.23a)

При этом условие несжимаемости приводит к уравне-
нию Лапласа на потенциал:

div 𝑣 = 0 : Δ𝜑 = 0. (2.23b)

Не изменяя самой скорости, к потенциалу скорости 𝜑
всегда можно добавить функцию, зависящую только от
времени. Поэтому уравнение (2.23a) интегрируется до

−𝜕𝑡𝜑+

(︀
∇𝜑
)︀2

2
+
𝑃

𝜌
+ 𝜙 = 0. (2.23c)

Это уравнение есть уравнение Бернулли для несжимае-
мого потенциального течения. Отметим, что уравнение
Бернулли (2.23c) верно́ и для вязкой несжимаемой жид-
кости в областях, где завихренность равна нулю. Такое
приближение имеет место быть, если возможно прене-
бречь вязким переносом завихренности из областей с
ненулевым её значением, смотри уравнение (2.12g).

Если же течение изэнтропийное, но сжимаемое, то
согласно (2.20a) в уравнении Бернулли (2.23c) надо сде-
лать замену

𝑃

𝜌
→ W =

𝜌𝐸 + 𝑃

𝜌
:

−𝜕𝑡𝜑+

(︀
∇𝜑
)︀2

2
+ W + 𝜙 = 0. (2.23d)

Левая часть уравнения совпадает с уравнением Бернул-
ли для стационарного течения (2.21b). Однако здесь в
(2.23d) константа интегрирования одна и та же для всех
линий тока в отличие от (2.21b). Уравнение Бернул-
ли для изэнтропийной сжимаемой жидкости использу-
ют, например, для описания распространения звуковых
волн в жидкости, см. § 4-1.
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2-7.4 Задачи
2-7.4.1 Потенциальное течение

• Задача 1: На дне неограниченного по горизонтали
водоёма с плоским дном глубины 𝑑 в точке {𝑥, 𝑦} = 0
находится точечный источник жидкости, имеющий по-
стоянный во времени расход жидкости 𝑄 единиц объ-
ёма в единицу времени. Установившееся течение мож-
но считать потенциальным, а саму жидкость — идеаль-
ной. Какова максимальная высота поднятия уровня во-
ды над источником? Качественно опишите установив-
шуюся форму поверхности. Найдите аналитически её
профиль на расстояниях, больших по сравнению с глу-
биной. Число Фруда (максимальный угол наклона по-
верхности) считайте малым; ускорение свободного па-
дения равно 𝑔.

• Задача 2: Кумулятивный эффект (эффект Ман-

ро, Manroe effect).
Задача 1.14 из [Falkovich, 2018]

• Задача 3: Определите частоту малых
сферически-симметричных колебаний пузырька возду-
ха в жидкости, имеющего в равновесии сферическую
форму с радиусом 𝑎 (давление жидкости в покое рав-
но 𝑃0). Течение жидкости считать потенциальным, саму
жидкость — идеальной несжимаемой, массовую плот-
ность газа 𝜌𝑎 в пузырьке пренебрежимо малой по срав-
нению с плотностью жидкости 𝜌, 𝜌𝑎 ≪ 𝜌. Считать, что в
каждый момент газ в пузырьке находится в термодина-
мическом равновесии с окружающей жидкостью (име-
ет по времени постоянную температуру). Каков будет
ответ, если полагать, что течение газа в шарике являет-
ся изэнтропийным (показатель адиабаты газа равен 𝛾)?
Посчитайте комплексную частоту колебаний в случае,
если вязкостью жидкости пренебрегать нельзя.
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Глава 3

ТЕЧЕНИЕ ПРИ МАЛЫХ ЧИСЛАХ
РЕЙНОЛЬДСА

§3-1. Течение при малых числах Рейнольдса

Если течение имеет достаточно малый масштаб, или
оно достаточно медленное, что в уравнении Навье-
Стокса (2.8f) нелинейное слагаемое (𝑣∇)𝑣 оказывает-
ся относительно малым и им можно пренебречь. Пусть
масштаб течения есть 𝐿, а амплитуда скорости течения
порядка 𝑣. Тогда критерием малости преносного (нели-
нейного) члена является малость числа Рейнольдса

Re ∼ |(𝑣∇)𝑣|
|𝜈Δ𝑣|

∼ 𝑣𝐿

𝜈
≪ 1. (3.1a)

Итак, опустим нелинейной слагаемое в уравнении
Навье-Стокса и примем, что жидкость является несжи-
маемой. Получим уравнение

𝜌𝜕𝑡𝑣 = −∇𝑃 + ηΔ𝑣 + 𝑓ext, div 𝑣 = 0. (3.1b)

Временна́я производная 𝜕𝑡𝑣 важна только в том случае,
если внешняя сила 𝑓ext, приводящая жидкость в движе-
ние, достаточно быстро зависит от времени.

3-1.1 Стационарное уравнение Стокса
Если внешняя сила 𝑓ext в (3.1b) не зависит от времени,
то уравнение Стокса для несжимаемой жидкости стано-
вится стационарным,

∇𝑃 − ηΔ𝑣 = 𝑓ext, div 𝑣 = 0. (3.2a)

Взяв дивергенцию от уравнения Стокса (3.2a), мы по-
лучим уравнение не давление:

Δ𝑃 = div 𝑓 ext. (3.2b)

Взяв лапласиан от уравнения Стокса (3.2a) в области,
где внешняя сила отсутствует, мы получим бигармони-
ческое уравнение на скорость

ΔΔ𝑣 = 0. (3.2c)

3-1.1.1 Теорема взаимности

Теорема взаимности формулируется следующим обра-
зом. Рассмотрим две задачи на течение жидкости, под-
чиняющейся уравнению Стокса, в области 𝑉 , имеющей
границу Γ. Каждая задача характеризуется своими гра-
ничными условиями и внешней силой; обозначим ско-
рость жидкости, поток импульса и внешнюю силу для

двух задач 𝑢, Π̂𝑢, 𝑓𝑢 и 𝑣, Π̂𝑣, 𝑓𝑣 соответственно. Нетруд-
но показать, что из того, что эти величины удовлетворя-
ют уравнению Стокса для несжимаемой жидкости, сле-
дует так называемая теорема взаимности:
ˆ

Γ

d𝑆𝑘
(︀
Π𝑖𝑘𝑣 𝑢

𝑘 −Π𝑖𝑘𝑢 𝑣
𝑘
)︀
=

ˆ

𝑉

d𝑉
(︀
𝑓 𝑖𝑢 𝑣

𝑖 − 𝑓 𝑖𝑣 𝑢
𝑖
)︀
. (3.2d)

3-1.1.2 Функции Грина

Решения стационарного уравнения Стокса для давле-
ния и скорости можно записать через функции Грина

𝑃 =

ˆ
𝒟𝑖(𝑟 − 𝑟′) 𝑓 𝑗ext(𝑟

′) d3𝑟′. (3.2e)

𝑣𝑖 =
1

η

ˆ
𝒢𝑖𝑗(𝑟 − 𝑟′) 𝑓 𝑗ext(𝑟

′) d3𝑟′,

Π𝑖𝑘 = 𝑃𝛿𝑖𝑘 − 𝜂(𝜕𝑖𝑣
𝑘 + 𝜕𝑘𝑣

𝑖) =

=

ˆ
𝒯 𝑖𝑘𝑗(𝑟 − 𝑟′) 𝑓 𝑗ext(𝑟

′) d3𝑟′,

Положим, что область трёхмерного течения неогра-
ничена. Предположение о неограниченности оправдано,
как мы увидим ниже, тем, что в трёхмерном течении
поле скорости, индуцированное воздействием точечной
силы, спадает достаточно быстро (как 1/𝑟) с удалением
от точки приложения силы.

Если течение неограничено, то удобно перейти в
Фурье-пространство, где функции Грина имеют вид:

𝒟𝑖
k = − 𝑖𝑘

𝑖

𝑘2
,

𝒢𝑖𝑗k =

ˆ
d3𝑟 𝑒−𝑖k𝑟𝒢𝑖𝑗(𝑟) =

1

η

1

𝑘2

(︂
𝛿𝑖𝑗 −

𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

)︂
.

𝒯 𝑖𝑗𝑘
k = 𝑖

2𝑘𝑖𝑘𝑗𝑘𝑘 − 𝑘𝑖𝛿𝑗𝑘 − 𝑘𝑗𝛿𝑖𝑘 − 𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗

𝑘3
.

(3.2f)
Функция Грина в трёх-мерном пространстве

𝒢𝑖𝑗(𝑟) =
1

8𝜋

(︂
𝛿𝑖𝑗
𝑟

+
𝑟𝑖𝑟𝑗
𝑟3

)︂
, 𝒟𝑖 =

1

4𝜋

𝑟𝑖
𝑟3
. (3.2g)
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Покажем, как можно выполнить обратное Фурье-
преобразование для функции Грина 𝒢𝑖𝑗 . Первое слагае-
мое в выражении (3.2f) для 𝒢𝑖𝑗 имеет Фурье-первообраз
𝛿𝑖𝑗/4𝜋𝜂𝑟. Более сложным является вычисление первооб-
раза для второго слагаемого. Введём малые 𝜖1 ≪ 𝜖2 ≪
1/𝑟 для регуляризации подинтегрального выражения.
Имеем последовательность вычислений:

−
ˆ
𝑒𝑖k𝑟

𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘4
(d3𝑘) =

𝜕𝑖𝜕𝑗
(2𝜋)2𝑟

∞̂

0

d𝑘

𝑘2 + 𝜖22

2 sin(𝑘𝑟)

𝑘
=

= − 𝑖𝜕𝑖𝜕𝑗
2(2𝜋)2

1

𝑟

∞̂

−∞

d𝑘
(︀
𝑒𝑖𝑘𝑟 − 𝑒−𝑖𝑘𝑟

)︀
(𝑘2 + 𝜖22)(𝑘 + 𝑖𝜖1)

=

= − 1

8𝜋
𝜕𝑖𝜕𝑗𝑟 =

1

8𝜋

(︂
𝑟𝑖𝑟𝑗

𝑟3
− 𝛿𝑖𝑗

𝑟

)︂
.

Первое равенство получено в результате проведения ин-
тегрирования по сферическим углам в k-пространстве.
При вычислении интеграла во второй строчке необхо-
димо было разложиться до второго порядка по 𝑟; при
этом нулевой порядок равен нулю, первый порядок по-
сле деления на 𝑟 и последующего дифференцирования
даёт также нулевой вклад, и, таким образом, остаётся
только второй порядок. Складывая Фурье-первообразы
от обоих членов в (3.2f), приходим к (3.2g).

3-1.1.3 Аксиально-симметричные течения

Важным частным случаем являются аксиально-
симметричные течения, в которых у скорости отсут-
ствует азимутальная компонента. Упростим уравнение
Стокса (3.2a) для этого случая.

Введём цилиндрические координаты {𝑟⊥ , 𝜙, 𝑧}, соот-
ветствующие симметрии течения. Удобно перейти в си-
стему отсчёта, где границы обтекаемого тела неподвиж-
ны, в этой системе отсчёта, напомним, поле скорости
есть 𝑢. При необходимости мы также будем переходить
к сферическим координатам {𝑟, 𝜃, 𝜙}. Отсутствие тече-
ния по азимуту означает, что в обеих системах коор-
динат скорость имеет только две ненулевых компонен-
ты. В цилиндрических координатах этими компонента-
ми являются 𝑢⊥ и 𝑢𝑧, которые в силу условия несжима-
емости удовлетворяют уравнению

1

𝑟⊥
𝜕⊥(𝑟⊥𝑢

⊥) + 𝜕𝑧𝑢
𝑧 = 0, (3.3a)

где 𝜕⊥ ≡ 𝜕/𝜕𝑟⊥ . Поэтому всё поле скорости может быть
параметризовано одной функцией, в качестве которой
выберем функцию тока 𝜓:

𝑢⊥ =
1

𝑟⊥
𝜕𝑧𝜓, 𝑢𝑧 = − 1

𝑟⊥
𝜕⊥𝜓. (3.3b)

Геометрический смысл так определённой функции то-
ка следующий: −2𝜋𝜓(𝑟⊥ , 𝑧) есть поток жидкости через
кольцо радиуса 𝑟⊥ , ось которого совпадает с осью 𝑂𝑧, и

плоскость которого расположена на уровне 𝑧. Перепи-
шем также уравнения (3.3a,3.3b) в сферических коорди-
натах, имея ввиду возможное расширение равенств на
любые криволинейные ортогональные системы коорди-
нат, одной из которых является азимутальный угол 𝜙:

ℎ𝑟
ℎ
𝜕𝑟

(︂
ℎ

ℎ𝑟
𝑢𝑟
)︂
+
ℎ𝜃
ℎ
𝜕𝜃

(︂
ℎ

ℎ𝜃
𝑢𝜃
)︂

= 0, (3.3c)

𝑢𝑟 =
1

𝑟⊥ ℎ𝜃
𝜕𝜃𝜓, 𝑢𝜃 = − 1

𝑟⊥ℎ𝑟
𝜕𝑟𝜓, (3.3d)

где ℎ = ℎ𝑟ℎ𝜃ℎ𝜙, и для сферических координат коэффи-
циенты Ламе ℎ𝑟 = 1, ℎ𝜃 = 𝑟, ℎ𝜙 = 𝑟 sin 𝜃.

В области, где на жидкость не действуют силы,
скорость удовлетворяет бигармоническому уравнению
(3.2c). Получим аналог этого уравнения в терминах
функции тока. Для этого вычислим ротор от уравне-
ния Стокса (3.2a), у которого по симметрии единствен-
ной ненулевой является 𝜙-компонента. Вычисления бу-
дем производить в следующей последовательности для
сокращения их объёма. Сначала посчитаем завихрен-
ность:

𝜛 = rot𝑢 = e𝜙
(︀
𝜕𝑧𝑢

⊥ − 𝜕⊥𝑢
𝑧
)︀
=
𝐸̂2𝜓

𝑟⊥
. (3.3e)

Здесь введено традиционное обозначение

𝐸̂2 = 𝑟⊥𝜕⊥
1

𝑟⊥
𝜕⊥ + 𝜕2𝑧 = Δ− 2

𝑟⊥
𝜕⊥ =

= 𝜕2𝑟 +
sin 𝜃

𝑟2
𝜕𝜃

1

sin 𝜃
𝜕𝜃, (3.3f)

а e𝜙 есть единичный вектор, направленный по азимуту.
Затем возьмём ротор от обеих частей уравнения Стокса
в области, где внешняя сила отсутствует:

0 = rotΔ𝑢 = Δrot𝑢 = Δ

(︃
e𝜙
𝐸̂2𝜓

𝑟⊥

)︃
=

= e𝜙

(︂
Δ− 1

𝑟2⊥

)︂
𝐸̂2𝜓

𝑟⊥
=

e𝜙
𝑟⊥
𝐸̂4𝜓. (3.3g)

Итак, аналогом бигармонического уравнения (3.2c) яв-
ляется

𝐸̂4𝜓 = 0. (3.3h)

3-1.1.4 Двумерное течение

Мы рассматриваем планарное течение несжимаемой
жидкости, так что у поля скорости 𝑣 есть только две
ненулевых компоненты. Условие несжимаемости накла-
дывает связь div 𝑣 = 0 на эти две компоненты, так что
двумерное поле скорости течения несжимаемой жидко-
сти задаётся всего одной функцией, в качестве которой
возьмём функцию тока (stream function) 𝜓:

𝑣𝛼 = 𝜖𝛼𝛽∇𝛽 𝜓. (3.4a)

Тогда, в частности, завихренность 𝜔 поля скорости рав-
на

𝜔 = 𝜖𝛼𝛽∇𝛼 𝑣𝛽 = −Δ𝜓. (3.4b)
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Уравнение Стокса в терминах функции тока переписы-
вается в виде

ΔΔ𝜓 = 𝜖𝛼𝛽∇𝛼 𝑓𝛽ext, (3.4c)

а давление определяется уравнением

Δ𝑃 = div𝐹 ext. (3.4d)

§3-2. Обтекание твёрдого шарика

Предположим, что твёрдый шарик движется в вяз-
кой неподвижной жидкости настолько медленно, что те-
чение обтекающей его жидкости подчиняется уравне-
нию Стокса (3.2a). Уравнение Стокса линейно по ско-
рости, поэтому для того, чтобы шарик равномерно и
прямолинейно двигался со скоростью 𝑉 , к нему должна
быть приложена сила 𝐹 , пропорциональная скорости:

𝑉 = 𝜇𝐹 ,
1

𝜇
= 6𝜋η𝑎. (3.5a)

где коэффициент 𝜇 называется подвижностью. Линей-
ность обратной подвижности по радиусу шарика 𝑎 и
вязкости жидкости η можно установить в том чис-
ле и по размерности. Для того, чтобы удостовериться в
правильности коэффициента пропорциональности, надо
найти поле скорости вокруг шарика.

Решение в терминах поля скорости. Найдём это
поле скорости. Для определённости предположим, что
в данный момент шарик находится в начале декартовой
системы координат. Жидкость на далёких от шарика
расстояниях неподвижна, так что там её скорость стре-
мится к нулю. Полное поле скорости 𝑣 разделим на две
составляющие,

𝑣 = 𝑣st + 𝑣a. (3.5b)

Часть скорости 𝑣a убывает относительно быстро с уве-
личением расстояния до шарика, так что на далёких
расстояниях остаётся только часть 𝑣st. Эта часть сов-
падает с решением уравнения Стокса (3.2a)

∇𝑃 − ηΔ𝑣st = 𝛿(𝑟)𝐹 (3.5c)

для отклика на действие точечной силы,

𝑣𝑖st =
1

η
𝒢𝑖𝑗(𝑟)𝐹 𝑗 =

𝐹 𝑖 + (𝐹𝑛)𝑛𝑖

8𝜋η𝑟
=

𝑉 𝑖 + (𝑉 𝑛)𝑛𝑖

8𝜋η𝜇 𝑟
,

(3.5d)
где единичный вектор 𝑛 = 𝑟/𝑟. Выписывая (3.5d), мы
воспользовались определением (3.2e) для отклика поля
скорости, выражением (3.2g) для функции Грина 𝒢𝑖𝑗 и
определением (3.5a) для подвижности.

Скорость 𝑣st удовлетворяет бигармоническому урав-
нению (3.2c), но не удовлетворяет гармоническому урав-
нению. На близких расстояниях от шарика к решению
𝑣st добавляется линейно-независимое решение 𝑣a урав-
нения Стокса (3.2a), которое удовлетворяет гармониче-
скому уравнению, и потому не связано с изменением
давления:

Δ𝑣a = 0, div𝑣a = 0. (3.5e)

Нам нужно решение 𝑣a этого уравнения, убывающее
при росте 𝑟, и имеющее аналогичную 𝑣st угловую за-
висимость:

𝑣a = 𝐴𝑎3∇(𝑉 ∇)
1

𝑟
= 𝐴

3𝑛(𝑛𝑉 )− 𝑉

(𝑟/𝑎)3
,

где 𝐴 — пока неизвестный коэффициент.
Теперь запишем граничное условие на поверхности

шарика

𝑉 = 𝑣
⃒⃒
𝑟=𝑎

=
(︀
𝑣st + 𝑣a

)︀⃒⃒
𝑟=𝑎

= (3.5f)

=

(︂
1

8𝜋η𝜇𝑎
+ 3𝐴

)︂
(𝑛𝑉 )𝑛+

(︂
1

8𝜋η𝜇𝑎
−𝐴

)︂
𝑉 .

Требование обращения в ноль коэффициента при
𝑛(𝑛𝑉 ) позволяет выразить коэффициент 𝐴 через по-
движность, 𝐴 = −1/24𝜋η𝜇𝑎. Затем приравнивание ле-
вой и правой частей в (3.5f) позволяет найти подвиж-
ность (3.5a). Выпишем здесь полученные поля скорости
и давления:

𝑣𝑖 = 6𝜋η𝑎𝒢𝑖𝑗(𝑟)𝑉 𝑗 − 𝑎3

4
∇𝑖(𝑉 ∇)

1

𝑟
= (3.5g)

= 𝑉 𝑖
(︂
3𝑎

4𝑟
+

𝑎3

4𝑟3

)︂
+

3𝑛𝑖(𝑛𝑉 )

4

(︂
𝑎

𝑟
− 𝑎3

𝑟3

)︂
,

𝑃 =
3η𝑎

2

(𝑛𝑉 )

𝑟2
= −3η𝑎

2
(𝑉 ∇)

1

𝑟
, (3.5h)

где функция Грина 𝒢𝑖𝑗(𝑟) определена в (3.2g).
Вариация давления (3.5h), связанная с движением

шарика, имеет противоположные знаки спереди и сза-
ди шарика — спереди давление больше, чем сзади. Этот
результат интуитивно верен, ведь шарик должен испы-
тывать сопротивление среды. Поучительно сравнить с
потенциальным обтеканием, для которого давление спе-
реди и сзади одинаково, см. (10.1h).

Приближение Стокса годится только до определён-
ного расстояния 𝑅𝜂. На расстояниях 𝑟 ∼ 𝑅𝜂 нелиней-
ное слагаемое (𝑣∇)𝑣, как и слагаемое 𝜕𝑡𝑣, в уравнение
Навье-Стокса становится сравнимым с вязким слагае-
мым:

(𝑣∇)𝑣 ∼ 𝜈Δ𝑣 ⇒ 𝑅η ∼ 𝜈

𝑉
. (3.5i)

Тем не менее, в случае малого размера шарика, ко-
гда 𝑎𝑉 ≪ 𝜈, существует промежуточная асимптотика
𝑎 < 𝑟 ≪ 𝑅𝜂, для которой в главном приближении верно́
приближение Стокса.
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Решение в терминах функции тока задачи Сток-
са об обтекании сферы дано в [Хаппель & Бреннер, 1976,
§4.17].

3-2.1 Уточнение Осеена формулы Сток-
са

Как уже обсуждалось, на расстояниях больше 𝑅η (3.5i)
выражение для поля скорости (3.5g) перестаёт быть
применимым. Возможно получить правильное выраже-
ние на таких расстояниях.

Для этого перейдём в систему отсчёта, в которой
шарик покоится. В этой системе отсчёта поле скорости
жидкости 𝑢 = 𝑣 − 𝑉 . На расстояниях 𝑟 ≳ 𝑅η скорость,
индуцированная движением шарика, мала, 𝑣 ≪ 𝑉 , так
что нелинейный член в уравнении Навье-Стокса (2.8f)
достаточно линеаризовать по 𝑣. Используя то, что 𝑉 не
зависит от координат, и мы ищем стационарное реше-
ние, приходим к уравнению

(𝑉 ∇)𝑣 = −1

𝜌
∇𝑃 + 𝜈Δ𝑣. (3.6)

Удержание члена в левой части (3.6) на расстояниях
𝑟 ≪ 𝑅η, где он относительно мал, не является неза-
конным, поскольку отбрасывание полного нелинейного
члена в этой области пространства даёт ошибку того
же порядка. Поэтому следует решать уравнение (3.6)
во всём пространстве с граничными условиями (3.5f) на
поверхности и 𝑣 → 0 на далёких расстояниях.

Уравнение (3.6) остаётся верным, если заменить 𝑣 →
𝑢. Взявши ротор от (3.6), получим

𝑉

𝜈
𝜕𝑧𝐸̂

2𝜓 = 𝐸̂4𝜓. (3.7a)

сравни с (3.3h), где дифференциальный оператор 𝐸̂2,
напомним, определён в (3.3f). Граничными условиями
являются

𝜓
⃒⃒
𝑟=𝑎

= const, 𝜕𝑟𝜓
⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, 𝜓
⃒⃒
𝑟→∞ → 𝑟2⊥𝑉

2
.

(3.7b)

3-2.2 Задачи

• Задача 1: Найдите скорость падения золотого ша-
рика диаметром 1 мм в глицерине. Массовая плотность
глицерина равна 1260 кг/м3, массовая плотность золо-
та — 19 000 кг/м3, динамическая вязкость глицерина
η = 1.5Па · с.

• Задача 2: Задача о тумане: почему мелкие ка-
пельки, составляющие облака, не падают вниз? Найдите
скорость падения капли воды радиуса 𝑎 = 1мкм в воз-
духе. Динамическая вязкость воздуха η = 2 · 10−5Па · с.
Упрощённо считайте, что течение в капле воды не воз-
буждается.

Обтекание вязкой капли вязкой жидкостью.
Рассмотрим теперь вариант, когда вместо твёрдого ша-
рика в жидкости движется капля другой жидкости под
действием силы тяжести. Форма капли предполагается
почти сферической в силу действия сил поверхностного
натяжения. Решение дано в [Хаппель & Бреннер, 1976,
§4.21] в терминах функции тока.

§3-3. Аксиально симметричное течение

Рассмотрим аксиально-симметричные течения
несжимаемой жидкости при малых числах Рейнольдса.
Эта модель подходит, например, для течений, порож-
дённых движением тела вращения вдоль своей оси, или
течений через аксиально-симметричное отверстие.

3-3.1 Обтекание эллипсоида
Задача об обтекании эллипсоида вращения может быть
решена в элементарных функциях путём введения сфе-
роидальных координат, являющихся ортогональными
криволинейными координатами, см. [Хаппель & Брен-
нер, 1976, §§ 4.26, 4.27, 4.30].

В частности, для диска радиуса 𝑎 подвижность 𝜇диск
(3.5a) при движении вдоль его оси равна

1

𝜇диск
= 16η𝑎, (3.8)

то есть отношение подвижности диска и шарика того

же радиуса 𝜇 близко к единице, 𝜇диск/𝜇 ≈ 1.18.

• Задача 1: Сильно удлинённый эллипсоид враще-
ния движется вдоль своей оси с маленькой скоростью,
так что число Рейнольдса для течения вблизи него ма-
ло. Найти с логарифмической точностью подвижность
для такого движения. Бо́льшая полуось эллипсоида рав-
на 𝑏, остальные две меньшие — 𝑎, 𝑎≪ 𝑏. Указание: счи-
тайте, что сила 𝐹 , приводящая в движение эллипсоид,
распределена с некоторой погонной плотностью вдоль
него. Действие этой распределённой силы обеспечивает
движение точек эллипсоида со скоростью 𝑉 вдоль его
оси. При этом всю длину эллипсоида следует разбить на
области, размер которых равен размеру его поперечного
сечения.

Решение: Направим ось эллипсоида вдоль оси 𝑂𝑧,
его центр поместим в начало координат. Согласно об-
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щему выражению для функции Грина (3.2e),

1

4𝜋η

𝑏ˆ

−𝑏

d𝑧′
𝑓(𝑧′)√︀

(𝑧 − 𝑧′)2 + 𝜌2(𝑧)
= 𝑉. (3.9a)

В (3.9a) мы регуляризовали интеграл на близких рассто-
яниях, добавив под корень 𝜌2, где 𝜌(𝑧) = 𝑎

√︀
1− 𝑧2/𝑏2 —

диаметр поперечного сечения эллипсоида. Теперь в ин-
теграле (3.9a) выделим главную, логарифмически рас-
ходящуюся часть. Для этого представим интеграл в ви-
де

𝑏ˆ

−𝑏

d𝑧′
𝑓(𝑧) +

(︀
𝑓(𝑧′)− 𝑓(𝑧)

)︀√︀
(𝑧 − 𝑧′)2 + 𝜌2(𝑧)

≈ 𝑓(𝑧)

𝑏ˆ

−𝑏

d𝑧′
√
. . .

≈

≈ 𝑓(𝑧)

(︂
ln
𝑏− 𝑧

𝜌(𝑧)
+ ln

𝑏+ 𝑧

𝜌(𝑧)

)︂
= 2𝑓(𝑧) ln

𝑏

𝑎
.

Вклад, у которого интегранд пропорционален
𝑓(𝑧′)− 𝑓(𝑧), не даёт логарифмически большого факто-
ра ln(𝑏/𝑎) ≫ 1 и потому был опущен как относительно

малый. В результате находим, что решением для (3.9a)
является сила с постоянной погонной плотностью

𝑓 =
2𝜋η

ln(𝑏/𝑎)
𝑉, 𝐹 = 2𝑏 · 𝑓 =

4𝜋η𝑏

ln(𝑏/𝑎)
𝑉. (3.9b)

• Задача 2: Рассмотрим эллипсоид вращения, ма-
лая полуось которого равна 𝑎, а длинная 𝑏. Эллипсо-
ид помещён во поток жидкости, такой, что в его отсут-
ствии поле скорости (внешнее поле скорости) постоянен
во времени и имеет линейный профиль в пространстве,

𝑣𝑖 = 𝜍𝑖𝑘𝑟𝑘, ||𝜍𝑖𝑘|| = 𝜆 · diag
(︀
− 1/2,−1/2, 1

)︀
, (3.10a)

где 𝜆 > 0 — ляпуновская экспонента потока, а 𝑟 —
радиус-вектор. Пусть центр эллипсоида находится в на-
чале координат, а его главная ось сонаправлена с осью
𝑂𝑧. Тогда эллипсоид остаётся неподвижным. Найди-
те, как распределена сила натяжения (измеряемая в
эрг/см) вдоль эллипсоида в переделе 𝑏 ≫ 𝑎 с логариф-
мической точностью.

§3-4. Суспензии

Пусть в жидкости взвешены тела малого размера.
Жидкость, в которой взвешены тела, мы будем так-
же называть растворителем. Жидкость несжимаема, её
течение подчиняется уравнению Навье-Стокса (2.12c);
динамическую вязкость жидкости-растворителя будем
обозначать η0.

Каждое тело может находиться в различных состо-
яниях, что включает в себя различные ориентации тела
в пространстве и возможные различные конфигураци-
онные состояния тела. Состояние, в котором тело нахо-
дится в данный момент времени, в общем случае опреде-
ляется начальными условиями и внешним потоком ско-
рости во все времена до момента наблюдения. Объём
𝑉body, который тело вытесняет из жидкости, постоянен
во времени, поэтому течение суспензии является несжи-
маемым.

Мы пренебрегаем силами, действующими внешними
источниками на частицы. В частности, мы пренебрега-
ем силой выталкивания, возникающей из-за возможной
разницы между плотностями жидкости и тел, т.е. счи-
таем эффект сегрегации незначительным.

Характерными длинами в рассматриваемой задаче
являются размер тела 𝑎, под которым мы будем пони-
мать наибольший линейный размер тела, а также ха-
рактерное расстояние между телами

𝑙 = 1/ 3
√
𝑐, (3.11a)

где 𝑐 – концентрация взвешенных тел. Мы предполага-
ем, что длины 𝑎 и 𝑙 достаточно малы, так что числа

Рейнольдса на таких расстояниях

Re𝑎 =
𝜌𝑎2|∇𝑣|
𝜂0

≪ 1, Re𝑙 =
𝜌𝑙2|∇𝑣|
𝜂0

≪ 1. (3.11b)

Поэтому на масштабах 𝑎, 𝑙 в уравнении (2.12c) можно
пренебречь левой частью, перейдя к уравнению Стокса
(3.2a).

Для того чтобы характеризовать динамический от-
клик суспензии, мысленно проведём два эксперимента —
с чистой жидкостью и с суспензией. Все величины, отно-
сящиеся к эксперименту с чистой жидкостью, мы будем
снабжать индексом (0), а величины, относящиеся к экс-
перименту с суспензией, будем оставлять без индекса.
Оба эксперимента проводятся в одинаковых условиях.
А именно, оба течения происходят в объёме 𝒱 ∼ 𝑅3,
таком, что в нём находится большое количество частиц,
т.е. 𝑅≫ 𝑙, а, с другой стороны, таком, что на расстояни-
ях 𝑅 число Рейнольдса остаётся много меньше единицы.
На границе этого объёма Γ𝒱 установлены одинаковые
условия, в частности, равны скорости чистой жидкости
и суспензии,

𝑣𝑖(0)
⃒⃒
Γ𝒱

= 𝑣𝑖
⃒⃒
Γ𝒱
. (3.11c)

Скорость течения 𝑣(0) в эксперименте с чистой жидко-
стью линейно зависит от значения скорости на грани-
це сосуда вследствие малости роли нелинейного члена
в уравнении Навье-Стокса. При течении суспензии ско-
рость жидкости 𝑣 может зависеть нелинейным и нело-
кальным во времени образом от скорости на границе
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сосуда 𝑣(0) вследствие того, что взвешенные частицы в
общем случае являются деформируемыми, а для сфери-
чески несимметричных частиц их ориентация определя-
ется предысторией потока.

Если течение неограничено, то скажем, что мы вы-
делили в суспензии объём 𝒱 с указанными выше свой-
ствами, форма которого по возможности приближена к
правильной и выбрана так, что его граница Γ𝒱 прохо-
дит только внутри жидкости и не пересекает ни одного
взвешенного тела.

Будем нумеровать частицы индексом 𝜇, а поверх-
ность 𝜇-й частицы обозначим 𝑆𝜇. Полная поверхность Γ,
ограничивающая жидкость-растворитель внутри объё-
ма 𝒱, равна

Γ = Γ𝒱 +
∑︁
𝜇

𝑆𝜇. (3.11d)

Объём, занимаемый частицей номер 𝜇, есть 𝒱𝜇, а объё-
ма, занимаемый жидкость-растворителем внутри объё-
ма 𝒱 есть 𝒱slv, так что

𝒱 = 𝒱slv +
∑︁
𝜇

𝒱𝜇. (3.11e)

Отметим, что скорость 𝑣 и давление 𝑃 хорошо опреде-
лены только в жидкости, тогда как внутри взвешенных
тел эти величины нам в общем случае не известны, или
вообще могут не иметь смысла. Напротив, поток им-
пульса Π𝑖𝑘 можно считать определённым во всём про-
странстве.

3-4.1 Тензор напряжений
Дадим определение средних величин в объёме суспен-
зии через поверхностные интегралы. Средний градиент
скорости

𝜍 𝑖𝑘 = − 1

𝒱

ˆ

Γ𝒱

d𝑆𝑘 𝑣𝑖 =
pure

1

𝒱

ˆ

𝒱

d3𝑟 𝜕𝑘𝑣
𝑖
(0). (3.12a)

При 𝑅 ≫ 𝑙 определение (3.12a) перестаёт зависеть
от конкретной формы объёма 𝒱. Второе равенство в
(3.12b) написано для чистого растворителя в отсутствии
взвешенных тел; оно показывает, что в этом случае сред-
ний градиент скорости 𝜍, вычисленный по (3.12a), и точ-
ное его значение 𝜍(0) совпадают.

Хотя поток импульса определён во всём простран-
стве, его среднее по объёму также полезно переписать
через поверхностный интеграл:

Π
𝑖𝑘

=
1

𝑉

ˆ
𝑉

Π𝑖𝑘 d𝑉 = (3.12b)

= − 1

𝑉

ˆ
Γ𝒱

d𝑆𝑚 𝑟𝑘 Π𝑖𝑚 = − 1

𝑉

ˆ
Γ𝒱

d𝑆 𝑟𝑘𝑓𝑖,

где 𝑓 – поверхностная сила, приложенная к границе Γ𝒱

со стороны объёма 𝑉 . При выводе (3.12b) мы восполь-
зовались равенством

𝜕𝑚 𝑟
𝑘 Π𝑖𝑚 = Π𝑖𝑘,

верным при малых числах Рейнольдса.
Возможно поставить задачу об аналитической связи

между Π
𝑖𝑘

и 𝜍 𝑖𝑘. Будем исходить из того, что мы знаем
уравнение течения жидкости-растворителя и закон дви-
жения взвешенных частиц, находящихся в потоке, од-
нако нам не известно их внутреннее строение. Поэтому
проделаем с (3.12b) некоторые преобразования. Разобъ-
ём интеграл по объёму в (3.12b) на интеграл по объёму,
занимаемому жидкостью-растворителем, и интеграл по
объёмам взвешенных частиц. После этого к первому ин-
тегралу применим равенство, подобное использованно-
му в (3.12a), а ко второму, равенство, подобное исполь-
зованному в (3.12b). В результате получим

Π
𝑖𝑘

= Π
𝑖𝑘

(0) +
∑︁
𝜇

Π𝑖𝑘𝜇 (3.12c)

где

Π
𝑖𝑘

(0) = −𝜂0
(︀
𝜍 𝑖𝑘 + 𝜍 𝑘𝑖

)︀
+

𝛿𝑖𝑘

𝒱

ˆ
𝒱slv

d3𝑟 𝑃,

а , и

Π𝑖𝑘𝜇 =
1

𝑉

ˆ

𝑆𝜇

[︀
𝜂0
(︀
d𝑆𝑖 𝑣𝑘 + d𝑆𝑘 𝑣𝑖

)︀
+ d𝑆𝑚 𝑟𝑘 Π𝑖𝑚

]︀
. (3.12d)

Полезно сравнить (3.12c) с (3.13f), а также (3.12d)
с (3.13g). Выражение для Π𝑖𝑘𝜇 в (3.12d) можно “полу-
чить” из выражения для 𝑊𝜇 (3.13g), проварьировав его
по 𝜍𝑖𝑘(0) при постоянной скорости и давлении в суспензии
𝑣 и 𝑝, и поменяв после этого знак. При таком варьирова-
нии получится величина Π𝑖𝑘𝜇 с точностью до слагаемого,
пропорционального единичной матрице.

Напомним, что величина (3.13g) не зависит от кон-
кретного выбора формы поверхности, охватывающей
𝜇-ю частицу. Для величины Π𝑖𝑘𝜇 можно сформулиро-
вать аналогичное утверждение. Непосредственной про-
веркой можно получить, что если вместо поверхности
𝑆𝜇 в (3.12d) взять поверхность 𝑆empty, которая содержит
внутри себя только чистую жидкость, то
ˆ

𝑆empty

[︀(︀
d𝑆𝑖 𝑣𝑘 + d𝑆𝑘 𝑣𝑖

)︀
+ d𝑆𝑚 𝑟𝑘 Π𝑖𝑚

]︀
= 𝛿𝑖𝑘

ˆ

𝑉empty

d𝑉 𝑝.

(3.12e)
Таким образом, величина Π𝑖𝑘𝜇 не зависит от выбора по-
верхности 𝑆𝜇 с точностью до слагаемого, пропорцио-
нального единичной матрице.

В связи с этим отметим, что с помощью (3.12c) мож-
но вычислять только девиатор потока момента импуль-
са (его бесследовую часть), а его след определять через
условие несжимаемости течения суспензии.

Среднее давление определяем аналогичным спосо-
бом,

𝑃 = − 1

3𝑉

ˆ

Γ𝒱

d𝑆𝑘 𝑟𝑘 𝑝. (3.12f)



29

3-4.2 Скорость диссипации энергии

Если известно, что тензор напряжений в суспензии
пропорционален тензору градиента скорости, а течение
несжимаемо, то связь между тензором напряжений и
градиентом скорости задаётся единственным коэффи-
циентом — динамической вязкостью суспензии 𝜂. Этот
коэффициент можно найти из энергетического балан-
са. Действительно, для поддержания течения внешние
источники должны подводить мощности 𝑊 (0) и 𝑊 со-
ответственно для двух экспериментов. По определению,
мгновенная эффективная вязкость суспензии 𝜂 даётся
выражением

𝜂 = 𝜂0
𝑊

𝑊 (0)
, (3.13a)

где 𝜂0 –вязкость чистой жидкости.
Выразим теперь затрачиваемые мощности через по-

ле скоростей жидкости:

𝑊 =

ˆ

Γ𝒱

d𝑆𝑘 Π𝑘𝑖 𝑣𝑖(0), 𝑊 (0) =

ˆ

Γ𝒱

d𝑆𝑘 Π𝑘𝑖(0) 𝑣
𝑖
(0), (3.13b)

где Π𝑘𝑖 есть поток импульса в жидкости-растворителе,

Π𝑘𝑖 = 𝑃 𝛿𝑖𝑘 − 𝜂0(𝜕𝑖𝑣
𝑘 + 𝜕𝑘𝑣

𝑖). (3.13c)

Вектор d𝑆𝑘 направлен внутрь жидкости. При написа-
нии выражения для 𝑊 в (3.13b) мы воспользовались
условием (3.11c).

Следующим шагом свяжем мощность 𝑊 со значени-
ем скоростей на поверхности взвешенных частиц.

Перепишем мощность 𝑊 в виде

𝑊 =

ˆ

Γ

d𝑆𝑘 Π𝑘𝑖 𝑣𝑖(0) −
ˆ

∑︀
𝜇 𝑆𝜇

d𝑆𝑘 Π𝑘𝑖 𝑣𝑖(0). (3.13d)

К первому интегралу в (3.13d) можно применить теоре-
му взаимности (3.2d), получив
ˆ

Γ

d𝑆𝑘 Π𝑘𝑖(0) 𝑣
𝑖 =

ˆ

Γ𝒱

d𝑆𝑘 Π𝑘𝑖(0) 𝑣
𝑖
(0) +

ˆ
∑︀

𝜇 𝑆𝜇

d𝑆𝑘 Π𝑘𝑖(0) 𝑣
𝑖. (3.13e)

Первое слагаемое в (3.13e) есть ничто иное, как мощ-
ность 𝑊 (0), затрачиваемая вешними силами в экспе-
рименте с чистой жидкостью (3.13b). Таким образом,
окончательно для мощности 𝑊 получаем выражение

𝑊 =𝑊 (0) +
∑︀
𝜇
𝑊𝜇, (3.13f)

𝑊𝜇 =

ˆ

𝑆𝜇

d𝑆𝑘
[︀
Π𝑘𝑖(0) 𝑣

𝑖 −Π𝑘𝑖 𝑣𝑖(0)
]︀
. (3.13g)

Величину 𝑊𝜇 в (3.13g) можно назвать мощностью, вы-
деляющейся в суспензии вследствие присутствия в ней

𝜇-й частицы. Отметим, что вследствие теоремы взаим-
ности (3.2d) интегрирование в (3.13g) может произво-
диться не обязательно по поверхности тела 𝑆𝜇. Поверх-
ность 𝑆𝜇 можно заменить на любую другую поверх-
ность, содержащую в себе 𝜇-ю частицу, и не содержа-
щую в себе других частиц.

3-4.3 Разбавленные суспензии
Предположим теперь, что концентрация тел 𝑐 достаточ-
но мала, так что мала объёмная доля 𝜙, занимаемая те-
лами. Более того, мы требуем, чтобы среднее расстояние
между телами 𝑙 (3.11a) было много больше размера тела
𝑎. Итак, мы работаем в предположениях

𝜙 = 𝑐 𝑉body ≪ 1, 𝑎≪ 𝑙. (3.14a)

Предположение (3.14a) позволяет считать, что гид-
родинамическим взаимодействием взвешенных частиц в
главном приближении можно пренебречь. Это означает,
что скорость 𝑣𝑖 и поток импульса Π𝑖𝑘 вблизи каждой ча-
стицы можно представить в виде

𝑣𝑖 = 𝑣𝑖(0) + 𝑣𝑖body, Π𝑖𝑘 = Π𝑖𝑘(0) +Π𝑖𝑘body, (3.14b)

где возмущенные части Π𝑖𝑘body и 𝑣𝑖body убывают при уда-
лении от частицы.

Не ограничивая общности можно считать, что невоз-
мущённая скорость и давление во всём пространстве
равны

𝑣𝑖(0) = 𝜍𝑖𝑗(0)𝑟
𝑗 , 𝑝(0) = const. (3.14c)

В таком случае диссипация энергии при проведении экс-
перимента с чистой жидкостью равна

𝑊 (0) = 𝒱𝜍𝑖𝑗(0)(𝜍𝑖𝑗(0) + 𝜍𝑗𝑖(0)), (3.14d)

где 𝒱 — объём всей системы, ограниченной поверхно-
стью Γ𝒱 .

Используя (3.14b), выражение (3.13g) для диссипа-
ции 𝑊 body энергии на частице можно переписать в виде

𝑊𝜇 = 𝑝(0)

ˆ

Sphere

d𝑜 𝑟 𝑟𝑖𝑣𝑖body − (3.14e)

−𝜍𝑖𝑘(0)
ˆ

Sphere

d𝑜 𝑟
[︀
𝜂
(︀
𝑟𝑘 𝑣𝑖body + 𝑟𝑖 𝑣𝑘body

)︀
+ 𝑟𝑗 Π𝑗𝑘body 𝑟

𝑖
]︀
.

Интегрирование в (3.14e) производится по сфере ра-
диуса 𝑟, полностью включающей в себя рассматрива-
емую частицу, а d𝑜 есть элемент телесного угла. Пер-
вый интеграл в равенстве (3.14e) есть работа, соверша-
емая частицей при расширении против внешнего дав-
ления. Этот вклад отсутствует, поскольку, как мы счи-
таем, тело сохраняет свой объём. Вследствие того, что
радиус сферы в (3.14e) может быть выбран произволь-
ным, в 𝑣body надо удержать только вклад, убывающий
как квадрат расстояния до тела.
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Если тело сохраняет свой объём, выражение (3.14e)
для скорости диссипации энергии на частице можно пе-
реписать в виде

𝑊𝜇 = −4𝜋𝑟3

3

5𝜂0
2

ˆ
3𝑛𝑖𝑛𝑗 𝜍𝑖𝑗(0) d𝑜

4𝜋

[︂
4𝑣𝑟body

𝑟
+ 𝜕𝑟𝑣

𝑟
body

]︂
,

(3.14f)
более удобном для дальнейших вычислений. При вы-
воде (3.14f) мы воспользовались тем, что скорость вне
тела подчиняется уравнению Стокса. Интегрирование в
(3.14f) производится также по сфере радиуса 𝑟, 𝑛𝑖 есть
единичный вектор, нормальный к поверхности сферы.

3-4.3.1 Суспензия твёрдых шариков

Решим самую простую задачу, когда взвешенными те-
лами являются одинаковые твёрдые шарики радиуса 𝑟0.

Тогда из граничных условий следует, что возмущённая
часть скорости вблизи шарика задаётся функциями

𝑋 = 𝑌 = −ℎ, 𝑍 = 0,

ℎ(𝜗, 𝜑) = 𝜍𝑖𝑗(0) 𝑛
𝑖𝑛𝑗 .

Мощность (3.14f) диссипирующая во взвеси благодаря
присутствию шарика, равна

𝑊𝜇
shpere =

4𝜋𝑟30
3

· 5𝜂0
2

· 𝜍𝑖𝑗(0)
(︁
𝜍𝑖𝑗(0) + 𝜍𝑗𝑖(0)

)︁
. (3.14g)

Таким образом, вязкость суспензии

𝜂 = 𝜂0

(︂
1 +

5𝜙

2

)︂
. (3.14h)

§3-5. Вязкий пограничный слой

Литература: [Ландау & Лифшиц, 1986, § 24]
Течения, ограниченные твёрдыми границами и ха-

рактеризующиеся большим числом Рейнольдса (или эк-
вивалентным ему большим безразмерным параметром),
имеют особую геометрическую структуру вблизи гра-
ниц, отличающуюся от геометрической структуры вда-
ли от стенок, или, как говорят, в объёме. Вблизи грани-
цы образуется вязкий пограничный слой, в котором ка-
сательные компоненты скорости пропорциональны рас-
стоянию до границы, обращаясь в нуль на ней самой.

3-5.1 Течение в плоском канале, пере-
менное во времени

Рассмотрим сперва следующую элементарную задачу.
Пусть жидкость заключена в канале прямоугольного се-
чения 𝑅×𝑅𝑧, 𝑅𝑧 ≫ 𝑅. Иными словами, течение проис-
ходит между двумя пластинами, находящимися на рас-
стоянии 𝑅 друг от друга. Длина канала равна 𝐿. К кон-
цам канала приложена переменная во времени разность
давлений

𝑃+ − 𝑃-- = 𝐿𝜕𝑥𝑃, 𝜕𝑥𝑃 = 𝑃 ′ sin(𝜔𝑡), (3.15)

где 𝜔 — частота колебаний давления, 𝜕𝑥𝑃 — однородный
в пространстве градиент давления, а 𝑃 ′ — его амплиту-
да колебаний во времени. Разность давлений (3.15) не
зависит от положения в поперечной плоскости канала.
Считая, что число Рейнольдса для течения не слишком
велико, так что в канале турбулентность не возникает,
найдём распределение скорости вдали от 𝑧-боков пла-
стин.

Введём декартову систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, ось 𝑂𝑥
которой направлена вдоль направления изменения дав-
ления, а ось 𝑂𝑦 направлена поперёк пластин. Уравнение

Стокса (3.1b) на единственную ненулевую компоненту
скорости имеет вид

𝜕𝑡𝑣
𝑥 = 𝜈𝜕2𝑦𝑣

𝑥 − 1

𝜌
𝜕𝑥𝑃 (3.16a)

причём 0 < 𝑦 < 𝑅, где 𝑅 – зазор между пластинами.
Отметим, что нелинейное слагаемое 𝑣𝑥𝜕𝑥𝑣𝑥 обратилось
в нуль, поскольку в этой простой геометрии скорость не
изменяется вдоль линий тока. Жидкость вязкая, поэто-
му на границах мы налагаем условие без проскальзыва-
ния,

𝑣𝑥 = 0 at 𝑦 = 0, 𝑅. (3.16b)

Поскольку задача линейна, перейдём к комплексным
амплитудам. Периодическое поведение внешней силы
приводит к появлению характерного масштаба 𝛿,

𝛿 =

√︂
2𝜈

𝜔
, (3.16c)

который мы будем называть толщиной вязкого погра-
ничного слоя. В Фурье-представлении по времени урав-
нение Стокса (3.16a) переписывается в виде(︂

2𝑖

𝛿2
+ 𝜕2𝑦

)︂
𝑣𝑥 =

𝜕𝑥𝑃

𝜌
=

𝑖𝑃 ′𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝜌
. (3.16d)

Решением этого уравнения является

𝑣𝑥 = − 𝑖𝜕𝑥𝑃
𝜌𝜔

(︂
1− cos(

√
−2𝑖(𝑦 −𝑅/2)/𝛿)

cos(
√
−𝑖𝑅/(

√
2𝛿))

)︂
. (3.16e)

Предел узкого вязкого пограничного слоя. Если
зазор между пластинами большой, так что 𝛿 ≪ 𝑅, тогда
практически по всей ширине канала скорость равна

𝑣∞ =
𝑃 ′

𝜌𝜔
, (3.16f)
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за исключением пристеночных слоёв толщины порядка
𝛿. В этих слоях профиль скорости имеет вид (выписы-
ваем для нижней стенки, 𝑦 = 0)

𝑣𝑥 =
(︁
1− 𝑒−𝑦/𝛿𝑒𝑖𝑦/𝛿

)︁
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑣∞. (3.16g)

Посчитаем поверхностную мощность 𝑄, которая вы-
деляется в вязком пограничном слое (угловые скобки
означают усреднение по периоду колебаний). Согласно
общему выражению (2.9b) для объёмной мощности вы-
деления тепла за счёт действия вязких сил,

𝑄 = −η

∞̂

0

d𝑦
⟨︀
𝑣𝑥𝜕2𝑦𝑣

𝑥
⟩︀
= η

∞̂

0

d𝑦
⟨︀(︀
𝜕𝑦𝑣

𝑥
)︀2⟩︀

=

=

√︂
𝜈𝜔

2

𝜌𝑣2∞
2

=

√︂
𝜈

2𝜔3

𝑃 ′2

2𝜌
, (3.16h)

где, ещё раз скажем, 𝑣∞ — значение амплитуды коле-
баний скорости вне вязкого пограничного слоя, а 𝑃 ′ —
амплитуда колебаний производной давления вдоль гра-
ницы.

3-5.2 Задачи

• Задача 1: Между двумя коаксиальными цилиндра-
ми с радиусами 𝑏 > 𝑎 заключена жидкость, имеющая
кинематическую вязкость 𝜈. Внешний цилиндр непо-
движен, внутренний совершает малые колебания, так
что угол его поворота вокруг оси симметрии изменяется
по гармоническому закону с частотой 𝜔 (азимутальная
скорость на поверхности внутреннего цилиндра равна
𝑣𝜙 = 𝑣0 cos(𝜔𝑡)). Найти уравнение на распределение те-
чения в цилиндрическом слое жидкости. Решить его для
предельных случаев:

– 𝛿 ≪ 𝑎, (𝑏− 𝑎);
– 𝛿 ≫ (𝑏− 𝑎).
Здесь 𝛿 =

√︀
2𝜈/𝜔 — толщина вязкого пограничного

слоя. Течение считать несжимаемым и характеризую-
щимся малым числом Рейнольдса.

• Задача 2: Между двумя коаксиальными цилин-
драми с радиусами 𝑏 > 𝑎 заключена жидкость, име-
ющая кинематическую вязкость 𝜈. Внешний цилиндр
неподвижен, внутренний совершает малые колебания,
двигаясь поступательно вдоль своей оси по гармони-
ческому закону с частотой 𝜔 (так что скорость на по-
верхности внутреннего цилиндра равна 𝑣𝑧 = 𝑣0 cos(𝜔𝑡)).
Найти уравнение на распределение течения в цилиндри-
ческом слое жидкости. Решить его для предельных слу-
чаев:
– 𝛿 ≪ (𝑏− 𝑎) и 𝑎 ∼ 𝑏;
– 𝛿 ≫ (𝑏− 𝑎).
Здесь 𝛿 =

√︀
2𝜈/𝜔 — толщина вязкого пограничного

слоя. Течение считать несжимаемым и характеризую-
щимся малым числом Рейнольдса.

• Задача 3: Между двумя концентрическими сфе-
рами с радиусами 𝑏 > 𝑎 заключена жидкость, имеющая
кинематическую вязкость 𝜈. Внешняя сфера неподвиж-
на, внутренняя совершает малые вращательные колеба-
ния, так что угол её поворота вокруг оси симметрии из-
меняется по гармоническому закону с частотой 𝜔 (ази-
мутальная скорость на экваторе внутренней сферы рав-
на 𝑣𝜙 = 𝑣0 cos(𝜔𝑡)). Найти уравнение на распределение
течения в сферическом слое жидкости. Решить его для
предельных случаев:
– 𝛿 ≪ 𝑎, (𝑏− 𝑎);
– 𝛿 ≫ (𝑏− 𝑎).
Здесь 𝛿 =

√︀
2𝜈/𝜔 — толщина вязкого пограничного

слоя. Течение считать несжимаемым и характеризую-
щимся малым числом Рейнольдса.



Глава 4. Звуковые волны 32

Глава 4

ЗВУКОВЫЕ ВОЛНЫ

§4-1. Звуковые волны в однородной среде

Рассмотрим течение сжимаемой жидкости, описыва-
ющееся уравнением Навье-Стокса (2.8e). Звуковые вол-
ны есть волны сжатия, в которых течение потенциаль-
но,

𝑣 = − grad𝜑, (4.1a)

поскольку оно направлено вдоль волнового вектора вол-
ны. Внешний потенциал, как мы предполагаем, отсут-
ствует. Мы будем сперва считать, что течение является
изэнтропийным, т.е. пренебрегать процессами диссипа-
ции. Для изэнтропийного сжимаемого течения справед-
ливо уравнение Бернулли (2.23d):

𝜕𝑡𝜑 =

(︀
∇𝜑
)︀2

2
+ W − W0. (4.1b)

Здесь W — удельная энтальпия, а величины с индек-
сом ‘0’ суть их значения в состоянии покоя. Отношение
W0 = 𝜌𝑊

0 /𝜌0 является константой (напомним, что 𝜌0 и
𝜌𝑊
0 суть массовая плотность и плотность энтальпии на

единицу объёма в состоянии покоя жидкости), не зави-
сящей от координат и времени, и может быть вычтено
из 𝜕𝑡𝜑 без изменения реальной физической величины —
скорости. Уравнение непрерывности на плотность (2.3)
имеет вид

𝜕𝑡𝜌 = div
(︀
𝜌 grad𝜑

)︀
. (4.1c)

Прежде чем продвинуться в изучении звуковых волн,
напомним необходимые нам в дальнейшем термодина-
мические соотношения. При постоянной удельной эн-
тропии, S = const, приращения интересных нам тер-
модинамических потенциалов выражаются через при-
ращение одного какого-либо и равны (смотри выклад-
ки (2.7g))

𝜌𝐸 = 𝜌W − 𝑃, d𝜌𝐸 = W d𝜌, dW =
d𝑃

𝜌
=
𝑐2𝑠
𝜌
d𝜌.

(4.1d)
Величина 𝑐𝑠 = 𝑐𝑠(S , 𝜌), как мы увидим ниже, имеет
смысл местной скорости звука (local speed of sound),
а её значение при 𝜌 = 𝜌0 называется просто скоро-
стью звука. Локальные значения давления и удельной
энтальпии получаются интегрированием этих соотноше-

ний:

𝑃 − 𝑃0 =

𝜌ˆ

𝜌0

d𝜌 𝑐2𝑠(𝜌), 𝑐2𝑠 =
𝜕𝑃

𝜕𝜌

⃒⃒⃒
S
, (4.1e)

W − W0 =

𝑃̂

𝑃0

d𝑃

𝜌(𝑃 )
=

𝜌ˆ

𝜌0

d𝜌
𝑐2𝑠(𝜌)

𝜌
. (4.1f)

4-1.1 Гамильтоново описание звуковых
волн

Построенная система является гамильтоновой, её га-
мильтониан

ℋ =

ˆ
d3𝑟H , H =

𝜌(∇𝜑)2

2
+ 𝜀(𝜚), (4.2a)

𝜀(𝜚) = 𝜌𝐸 − W0 𝜌+ 𝑃0, 𝜌 = 𝜌0 + 𝜚.

Через 𝜚 мы обозначили отклонение плотности от рав-
новесного значения. Канонически сопряжёнными пере-
менными являются 𝜑, 𝜚, так что скобка Пуассона{︀

𝜑(𝑟), 𝜚(𝑟′)
}︀
= 𝛿(𝑟 − 𝑟′). (4.2b)

(Напомним, что размерность скобки Пуассона двух ве-
личин вовсе не должна совпадать с размерностью их
произведения; в определении самой скобки может сто-
ять домножение на произвольный множитель.) Прямым
вычислением проверяется, что гамильтоновы уравнения

𝜕𝑡𝜑 = {𝜑,ℋ} =
𝛿ℋ
𝛿𝜚
, 𝜕𝑡𝜚 = {𝜚,ℋ} = −𝛿ℋ

𝛿𝜑
(4.2c)

воспроизводят исходную систему уравнений (4.1b,4.1c).
Второе слагаемое в выражении (4.2a) для плотно-

сти внутренней энергии звуковых волн 𝜀(𝜚) учитывает
тот факт, что при изменении плотности в элемент объ-
ёма приходит/уходит жидкость, а также что над эле-
ментом жидкости совершается работа внешним давле-
нием. Поэтому объёмная плотность внутренней энергии
звуковых волн 𝜀(𝜚) имеет минимум при 𝜚 = 0, так что
разложение плотности энергии по отклонению 𝜚 массо-
вой плотности от её равновесного значения начинается
с квадратичного члена:

𝜀(𝜚) =
𝑐20
2𝜌0

𝜚2 +
𝑔𝑐20
2𝜌20

𝜚3 + . . . , (4.2d)
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где 𝑐0 = 𝑐𝑠(𝜌0) — скорость звука при равновесном состо-
янии жидкости, а 𝑔 — числовая константа, характеризу-
ющая уравнение состояния жидкости. Первая поправка
к скорости звука по отклонению плотности может быть
найдена из равенства

𝑐2𝑠
𝜌

=
d2𝜀

d𝜚2
: 𝑐𝑠 ≈ 𝑐0 +

3𝑔 + 1

2

𝜚

𝜌0
𝑐0 + . . . . (4.2e)

Отметим также соотношение, которое понадобится нам
при изучении распространения плоской простой звуко-
вой волны:

3(𝑔 + 1) =
𝑐30
V 3
0

𝜕2V
𝜕𝑃 2

⃒⃒⃒⃒
𝑃=𝑃0

(V ≡ 1/𝜌). (4.2f)

Помимо полной энергии (4.2a) сохраняется также и
полный импульс волн. Говоря о полном импульсе си-
стемы волн, мы имеем ввиду волновой пакет, в кото-
ром амплитуда колебаний сходит на нет прежде, чем мы
приблизимся к границе течения (если таковая имеется).
Запишем уравнение Навье-Стокса в виде дивергенции
потока импульса, см. (2.8d). Проинтегрировав его, мы
придём к закону сохранения импульса:

𝜕𝑡𝑃 = 0, 𝑃 = −
ˆ

d3𝑟 𝜌∇𝜑 = −
ˆ

d3𝑟 𝜚∇𝜑. (4.2g)

4-1.1.1 Действие для звуковых волн

Как и со всяким нётеровским интегралом движения, со-
хранение энергии и импульса можно установить путём
соответствующей вариации действия. Действие для си-
стемы волн есть

𝑆 =

ˆ
d𝑡d3𝑟 (𝜌𝜕𝑡𝜑− H ) . (4.2h)

Покажем на примере звуковых волн, как получить
законы сохранения энергии и импульса путём пустой ва-
риации действия, т.е. такой вариации, которая заведомо
не приводит к изменению действия (иными словами, по-
лучить их в качестве интегралов движения Э. Нётер).
Выбираем вариацию системы координат

𝑡 = 𝑡′ + 𝜏(𝑡, 𝑟), 𝑟 = 𝑟′ + 𝑢(𝑡, 𝑟),

d𝑡d3𝑟 = (1 + 𝜕𝑡𝜏 + 𝜕𝑖𝑢
𝑖)d𝑡′ d3𝑟′

𝜕𝑡 = (1− 𝜕𝑡𝜏)𝜕
′
𝑡 − 𝜕𝑡𝑢

𝑖𝜕′𝑖,

𝜕𝑖 = (𝛿𝑖𝑗 − 𝜕𝑖𝑢
𝑗)𝜕′𝑗 − 𝜕𝑖𝜏𝜕

′
𝑡

(4.2i)

Эта вариация не приводит к изменения действия. Спер-
ва посчитаем вариации полей на примере потенциала и

его производных:

𝜑(𝑡, 𝑟) = 𝜑(𝑡′, 𝑟′) + 𝛿𝜑, 𝛿𝜑 = 𝜏𝜕𝑡𝜑 + 𝑢𝑖𝜕𝑖𝜑.

𝜕𝑡𝜑 = 𝜕′𝑡𝜑 + 𝜏𝜕2𝑡 𝜑+ 𝑢𝑖𝜕𝑖𝑡𝜑 =

= 𝜕′𝑡𝜑 + 𝜕𝑡(𝛿𝜑) − (𝜕𝑡𝜏)𝜕𝑡𝜑 − (𝜕𝑡𝑢
𝑖)𝜕𝑖𝜑,

𝜕𝑗𝜑 = 𝜕′𝑗𝜑 + 𝜕𝑗(𝛿𝜑) − (𝜕𝑗𝜏)𝜕𝑡𝜑 − (𝜕𝑗𝑢
𝑖)𝜕𝑖𝜑.

(4.2j)

Теперь считаем саму вариацию действия. При этом мы
должны полагать, что поля удовлетворяют уравнениям
движения (4.1b,4.1c), так что вариации действия по 𝛿𝜑 и
𝛿𝜚 равны нулю. Оставшаяся часть, которая также равна
нулю, имеет следующий вид до проведения каких-либо
интегрирований по частям

𝛿𝑆 =

ˆ
d𝑡d3𝑟

(︁
𝜕𝑗𝑢

𝑖 𝜌𝜕𝑖𝜑𝜕𝑗𝜑+ 𝜕𝑗𝜏𝜌𝜕𝐽𝜑𝜕𝑡𝜑−

− 𝜌
(︀
𝜕𝑡𝜏𝜕𝑡𝜑+ 𝜕𝑡𝑢

𝑖𝜕𝑖𝜑
)︀
+ (𝜕𝑡𝜏 + 𝜕𝑖𝑢

𝑖)
(︀
𝜌𝜕𝑡𝜑− H

)︀)︁
.

(4.2k)
Интегрирование по частям позволяет привести вариа-
цию действия к виду

𝛿𝑆 =

ˆ
d𝑡d3𝑟

(︂
𝜏
(︁
𝜕𝑡H − 𝜕𝑗

(︀
𝜌𝜕𝑖𝜑𝜕𝑡𝜑

)︀)︁
+

+ 𝑢𝑖
(︁
𝜕𝑡
(︀
𝜌 𝜕𝑖𝜑

)︀
+ 𝜕𝑗

(︀
𝛿𝑖𝑗
(︀

H − 𝜌𝜕𝑡𝜑
)︀
− 𝜌𝜕𝑖𝜑𝜕𝑗𝜑

)︀)︁)︂
.

(4.2l)
Поскольку 𝛿𝑆 = 0, а вариации 𝜏 и 𝑢𝑖 могут быть

любыми, скобки при них в правой части (4.2l) должны
быть равны нулю. Равенство нулю скобки при 𝜏 приво-
дит (посредством динамического уравнения (4.1b) под-
ставляем 𝜕𝑡𝜑) к уравнению сохранения полной энергии:

𝜕𝑡H + div
(︁
𝜌𝑣
(︁𝑣2
2

+ W − W0

)︁)︁
= 0. (4.2m)

Поскольку плотность гамильтониана H связана с плот-
ностью внутренней энергии 𝜌𝐸 согласно (4.2a), то урав-
нение (4.2m) с учётом уравнения непрерывности эквива-
лентно уравнению (2.7i,2.7j) для потока полной энергии
𝜌𝐸+𝐾 в идеальной жидкости.

Теперь приравняем нулю коэффициент при 𝑢𝑖. Во
втором слагаемом снова подставим 𝜕𝑡𝜑 и распишем га-
мильтониан H согласно (4.2a). Получим закон сохране-
ния импульса:

𝜕𝑡
(︀
𝜌𝑣
)︀

+ 𝜕𝑗
(︀
𝜌𝑣𝑖𝑣𝑗 + 𝑃𝛿𝑖𝑗

)︀
= 0. (4.2n)
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§4-2. Линейное приближение для звуковых волн

В этом пункте мы для краткости опускаем индекс
‘0’ у величин, соответствующих равновесному состоя-
нию там, где очевидна логика его присутствия. Пере-
менные части ряда величин мы снабжаем штрихом —
например, 𝑃 ′.

Для того, чтобы описать распространение волн в ли-
нейном приближении, надо удержать только квадратич-
ные члены в гамильтониане:

ℋ2 =

ˆ
d3𝑟

(︂
𝜌0(∇𝜑)2

2
+

𝑐20
2𝜌0

𝜚2
)︂
. (4.3a)

Динамические уравнения на поля (4.2c) принимают ли-
нейный вид,

𝜌0𝜕𝑡𝜑 = 𝑃 ′, (4.3b)
𝑃 ′ ≡ 𝑃 − 𝑃0 = 𝑐20 𝜚 = 𝜌𝑊 − 𝜌𝑊

0 ,

𝜕𝑡𝜚 =
1

𝑐20
𝜕𝑡𝑃

′ = div
(︀
𝜌0∇𝜑

)︀
, (4.3c)

где переменная часть давления написана в линейном
приближении согласно (4.1f,4.1e). Минуя введение га-
мильтониана, первое уравнение может быть получе-
но линеаризацией уравнения Бернулли (4.1b) с учётом
(4.1d), второе уравнение — линеаризацией уравнения
непрерывности (4.1c). Уравнения (4.3c) первого поряд-
ка по времени могут быть переписаны в виде волнового
уравнения (︀

𝜕2𝑡 − 𝑐20Δ
)︀
𝜑 = 0. (4.3d)

В дальнейшем в этом Пункте 4-2 опускаем индекс ‘0’.

Закон дисперсии. Пусть 𝜔,k — частота и волно-
вой вектор волн. В частности, поля 𝜑 и 𝜚 имеют Фурье-
образы (︂

𝜑k(𝑡)

𝜚k(𝑡)

)︂
=

ˆ
d3𝑟 𝑒−𝑖k𝑟

(︂
𝜑(𝑡, 𝑟)

𝜚(𝑡, 𝑟)

)︂
. (4.3e)

Уравнения (4.3c), записанные в Фурье-пространстве,
дают закон дисперсии

𝜔k = 𝑐|k|. (4.3f)

Такой закон дисперсии называется линейным, посколь-
ку он задаёт линейную связь между частотой и волно-
вым числом (амплитудой волнового вектора). Абсолют-
ная величина групповой скорости волн v𝑔 для линейно-
го закона дисперсии не зависит от волнового вектора и
совпадает с фазовой скоростью 𝑐,

v𝑔 =
𝜕𝜔k

𝜕k
= 𝑐n, n =

k

|k|
. (4.3g)

Единичный вектор n имеет смысл направления распро-
странения волны.

Канонические координаты. По аналогии с кван-
товыми полями (здесь, в классическом случае, постоян-
ная Планка условно равна единице), введём поля 𝑎(𝑡, 𝑟),
𝑎*(𝑡, 𝑟), пропорциональные полям уничтожения и рож-
дения кванта волнового движения в квантовом форма-
лизме:

𝜑k =

√
𝑐√

2𝜌𝑘
(𝑎k + 𝑎*−k), 𝜚k =

√
𝜌𝑘√
2𝑐

𝑎k − 𝑎*−k

𝑖
. (4.3h)

В терминах этих полей гамильтониан записывается в
виде

ℋ2 =

ˆ
(d3𝑘)𝜔k𝑎

*
k𝑎k. (4.3i)

Полный импульс системы волн (4.2g) равен

𝑃 =

ˆ
(d3𝑘)k𝑎*k𝑎k. (4.3j)

Выражение (4.3j) точное, при его получении мы опу-
стили под интегралом вклады, нечётные по волновому
вектору k.

4-2.1 Локальные средние в волновых па-
кетах

Рассмотрим волновой пакет. В волновом пакете все вол-
новые вектора имеют значения вблизи некоторого несу-
щего k, величина разброса Δ𝑘 мала, Δ𝑘 ≪ |k|. Напри-
мер, комплексная амплитуда потенциала поля скорости

𝜑 = 𝜑0(𝑡, 𝑟) exp(𝑖k𝑟 − 𝑖𝜔𝑡) (4.3k)

Здесь огибающая 𝜑0(𝑡, 𝑟) меняется на расстояниях
∼ 1/Δ𝑘 и временах ∼ 1/(𝑐 ·Δ𝑘). Предполагается, что
волновой пакет локализован далеко от границ течения:
в нём амплитуда колебаний сходит на нет прежде, чем
мы к ним приблизимся.

Будем интересоваться плотностями энергии и им-
пульса и их потоков. Эти величины квадратичны по ам-
плитуде волны и их надо понимать в смысле средних по
быстрым осцилляциям волны. Вычисляя средние, мы
предполагаем, что они получены усреднением по вре-
менам, большим по сравнению с периодом колебаний,
но малым по сравнению с временем прохода волнового
пакета 1/(𝑐 ·Δ𝑘).

Согласно (4.3c,4.3b), в линейном приближении ком-
плексные амплитуды полей связаны соотношениями

𝜑 =
𝑖

𝜌𝜔
𝑃 ′, 𝜚 = 𝑃 ′/𝑐2, 𝑣 =

1

𝑐𝜌
𝑃 ′n. (4.3l)

Все прочие величины мы выразили через давление, по-
скольку амплитуду звука принято мерить именно в тер-
минах давления. При нормальных условиях амплиту-
да

√︀
⟨𝑃 ′2⟩ = 20мПа для звука, распространяющего-

ся в воздухе, соответствует уровню обычного разговора
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(60 Дб), амплитуда
√︀

⟨𝑃 ′2⟩ = 20мкПа (0Дб) является
порогом слышимости обычного человеческого уха.

Средние величины от осциллирующих величин ти-
па (4.3l) оказываются равными нулю в первом поряд-
ке по амплитуде волны. Однако, они могут оказаться
неравными нулю во втором порядке по амплитуде вол-
ны. Для определения квадратичных поправок надо об-
ратиться к исходным нелинейным уравнениям движе-
ния (4.1c,4.1b). Усредним по времени уравнение Бернул-
ли (4.1b), разложив отклонение удельной энтальпии от
среднего по степенями отклонения давления 𝑃 ′ соглас-
но (4.1f):

W −W0 ≈
𝑃̂

𝑃0

d𝑃

𝜌0 + (𝑃 − 𝑃0)/𝑐2𝑠
≈ 𝑃 ′

𝜌
− 𝑃 ′2

2𝑐2𝜌2
., (4.3m)

так что

0 =
⟨𝑣2⟩
2

+
⟨𝑃 ′⟩
𝜌

− ⟨𝑃 ′2⟩
2𝑐2𝜌2

. (4.3n)

(Здесь отметим, что усреднённая полная производная
по времени 𝜕𝑡𝜑 содержит малость Δ𝑘/|k| и потому при-
нята равной нулю.) Отсюда и из линейных соотношений
(4.3l) следует, что средняя вариация давления во втором
порядке по амплитуде равна нулю,

⟨𝑃 ′⟩ = 0. (4.3o)

4-2.1.1 Энергия и импульс, связанные с волной

Поскольку волны в линейном приближении являются
гамильтоновой системой с гамильтонианом (4.3a), то в
рамках этой системы сохраняется как энергия, так и
импульс. Посчитаем плотности энергии, импульса и их
потоков, связанные с волной.

Плотность импульса p⃗𝑠, которая совпадает с плотно-
стью потока вещества, равна

p⃗𝑠 = 𝜌𝑣 + 𝜚𝑣. (4.3p)

В этой величине есть вклады первого и второго поряд-
ка по амплитуде волны. Среднее по периоду колеба-
ний волны значения потоков квадратичны по амплитуде
есть

⟨⃗p𝑠⟩ =
1

𝑐3𝜌
⟨𝑃 ′2⟩n, (4.3q)

Закон непрерывности, усреднённый по периоду колеба-
ний, имеет вид

𝜕𝑡⟨𝜚⟩ = −div⟨⃗p𝑠⟩. (4.3r)

Отклонение плотности энергии (2.7i) от равновесно-
го значения есть

𝜌𝐸+𝐾

𝑠 = W0𝜚+
𝜌𝑣2 + 𝑐2𝜚2/𝜌

2
. (4.3s)

Поток энергии (2.7j)

𝑗𝐸+𝐾

𝑠 = W0p⃗𝑠 + 𝑃 ′𝑣. (4.3t)

Подстановка исходных уравнений течения (4.3b,4.3c)
даёт закон сохранения энергии внутри системы волны,

𝜕𝑡𝜌
𝐸+𝐾

𝑠 + div 𝑗𝐸+𝐾

𝑠 = 0. (4.3u)

Первое слагаемое в выражении для потока энергии
(4.3t) есть константа W0 помноженная на поток массы
p⃗𝑠 (4.3p). После усреднения по волновым осцилляциям
сохранение этой части энергии, таким образом, опреде-
ляется законом непрерывности для массы (4.3r). Вооб-
ще, средний, относительно медленный поток массы мо-
жет быть связан не только с самой волной, но в любом
случае должно выполняться уравнение непрерывности.
Поэтому ниже мы в выражениях для энергии (4.3s) и
её потока (4.3t) мы оставляем только вторые слагаемые,
непосредственно связанные с волновыми осцилляциями.
Для волнового пакета подстановкой соотношений (4.3l)
получаем, что усреднённые по периоду колебаний вели-
чины равны

⟨𝜌𝐸+𝐾

𝑠 ⟩ = 1

𝑐2𝜌
⟨𝑃 ′2⟩, ⟨𝑗𝐸+𝐾

𝑠 ⟩ = 𝑐𝜌𝐸+𝐾

𝑠 n. (4.3v)

Таким образом, энергия волны течёт со скоростью звука
в направлении распространения звуковой волны.

Вернёмся теперь к закону сохранения импульса.
Плотность потока импульса равна

Π𝑖𝑘𝑠 = 𝑃 ′𝛿𝑖𝑘 + 𝜌𝑣𝑖𝑣𝑘. (4.3w)

Согласно уравнениям течения (4.3b,4.3c) условие сохра-
нения импульса есть

𝜕𝑡p𝑖𝑠 + 𝜕𝑘Π
𝑖𝑘
𝑠 = 0. (4.3x)

Среднее по периоду колебаний волны значения потоков
квадратичны по амплитуде волны,

⟨Π𝑖𝑘𝑠 ⟩ = 𝑐⟨p𝑖𝑠⟩n𝑘. (4.3y)

Импульс также переносится со скоростью звука в на-
правлении распространения звуковой волны.

4-2.2 Задачи

• Задача 1: Определить дрейф лaгранжевой траекто-
рии в поле плоской монохроматической звуковой волны.
Амплитуда колебаний давления в волне равна 𝑃 ′.

• Задача 2: Определить линейный отклик сжима-
емого газа на внешний источник, представляющий со-
бой малую аддитивную добавку 𝑓(𝑡, 𝑟) в давление 𝑃 ′,
см. (4.3b).

Решение: Уравнения (4.3b,4.3c) принимают вид⎧⎪⎪⎪⎩ 𝜕𝑡 −𝑐2

−Δ 𝜕𝑡

⎫⎪⎪⎪⎭⎧⎪⎪⎪⎩ 𝜑

𝜚/𝜌0

⎫⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎩ (𝑐2/𝜌0)𝑓

0

⎫⎪⎪⎪⎭ .
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В Фурье-представлении 𝜕𝑡 → −𝑖𝜔, Δ → −𝑘2. При обра-
щении матрицы возникает полюс, обход которого сле-
дует выбрать так, чтобы было выполнено условие при-
чинности. Для этого следует добавить к частоте беско-
нечно малую отрицательную мнимую поправку, сделав
формальную замену 𝜔 → 𝜔 + 𝑖0:⎧⎪⎪⎪⎩ 𝜑

𝜚/𝜌0

⎫⎪⎪⎪⎭ =
(𝑐2/𝜌0)𝑓

(𝜔 + 𝑖0)2 − 𝑐2𝑘2

⎧⎪⎪⎪⎩ 𝑖𝜔

𝑘2

⎫⎪⎪⎪⎭ . (4.4a)

• Задача 3: Описать отклик сжимаемого газа на
источник (𝜌0/𝑐

2)𝑓 (аддитивная добавка к локальному
давлению) размера 𝑎, равномерно движущийся вдоль
оси 𝑂𝑧 со скоростью 𝑉 > 0:

𝑓 = exp

(︂
−𝑧

′2 + 𝑟2⊥
2𝑎2

)︂
, 𝑧′ = 𝑧 − 𝑉 𝑡, 𝑟2⊥ = 𝑥2 + 𝑦2.

Рассмотреть случаи дозвукового движения, 𝑉 < 𝑐, и
сверхзвукового движения, 𝑉 > 𝑐, где 𝑐 — скорость зву-
ка линейных волн.

𝑉 > 𝑐𝜃0

k

𝜋/2− 𝜃0

𝑧

Рис. 4.1 След от источника, движущегося со
сверхзвуковой скоростью.

Решение: Сначала дадим качественное описание си-
стемы волн, возбуждаемых равномерно движущемся ис-
точником. Волны будут излучаться только при сверх-
звуковом движении. Пусть излучаемая волна имеет вол-
новое число по оси 𝑂𝑧 равное 𝑘𝑧 и частоту 𝜔. Согласно
эффекту Доплера,

𝜔 = 𝑘𝑧𝑉. (4.4b)

Действительно, в системе отсчёта, вязанной с движу-
щимся источником, волновое поле должно быть стацио-
нарным. С другой стороны, по закону дисперсии 𝜔 = 𝑐𝑘,
поэтому

𝑘𝑧
𝑘

=
𝑐

𝑉
. (4.4c)

Отметим, что безразмерная скорость движения тела
𝑉/𝑐 называется числом Маха (Mach number). Волновой
фронт направлен ортогонально волновому вектору, по-
этому угол 𝜃0, под которым от тела будут расходиться
волны на конусообразной поверхности, см. Рисунок 4.1,
определяется равенством

sin 𝜃0 = 𝑐/𝑉, 0 < 𝜃0 < 𝜋/2. (4.4d)

Угол 𝜃0 называется углом Маха (Mach angle). В си-
лу линейности закона дисперсии звуковых волн, этот
угол не зависит от длины волны. Вершина конуса сов-
падает с положением тела, а фронты волны располо-
жены параллельно поверхности конуса. Отметим само-
согласованность картины: фронт движется со скоро-
стью звука 𝑐, при этом вершина конуса должна двигать-
ся как раз со скоростью 𝑣, если угол раствора конуса
𝜃0 равен (4.4d). Наконец, конусообразная волна явля-
ется расходящейся, по мере распространения площадь
участка фронта растёт линейно со временем. Форма рас-
ходящейся волны называется конусом Маха. Из закона
сохранения энергии следует, что амплитуда волны на
фронте падает обратно пропорционально корню рассто-
яния 𝑟⊥ до линии траектории источника,

𝜚

𝜌0
∝ 1

√
𝑟⊥

at the wave front 𝑧′ = −𝑟⊥ ctg 𝜃0.

(4.4e)
Если скорость движения дозвуковая, то тело (источ-

ник) не будет излучать звуковые волны (в приближе-
нии, что обтекание тела является потенциальным). Дей-
ствительно, в этом случае невозможно удовлетворить
рассуждениям, приведённым выше для сверхзвукового
движения.

Теперь получим выше описанную картину на языке
формул. Источник 𝑓 в Фурье-представлении имеет вид

𝑓 = (2𝜋)5/2𝑎3 𝛿(𝜔 − 𝑘𝑧𝑉 ) exp

(︂
−𝑘

2𝑎2

2

)︂
. (4.4f)

В этом выражении 𝛿-функция выражает собой эффект
Доплера (7.11c). Вариация плотности согласно (4.4a)
равна (измеряем расстояние в 𝑎)

𝜚

𝜌0
=

ˆ
𝑘2 exp

(︀
− 𝑘2/2 + 𝑖k𝑟 − 𝑖𝑉 𝑡𝑘𝑧

)︀
d3𝑘

√
2𝜋
(︀
(𝑉 𝑘𝑧 + 𝑖0)2 − 𝑐2𝑘2

)︀
Полюса в этом выражении соответствуют закону дис-
персии (4.4d).
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§4-3. Затухание звука

Звуковые волны затухают вследствие процессов дис-
сипации, выражающихся в конечной вязкости и тепло-
проводности вещества. Рассмотрим затухание волн, рас-
пространяющихся в линейном режиме.

Из уравнения Навье-Стокса (2.8f) следует, что потен-
циальность течения не нарушается вязкими силами. По-
этому мы по-прежнему будем описывать звуковые вол-
ны в терминах потенциала течения (4.1a). Уравнение
непрерывности (4.3c) остаётся тем же,

𝜕𝑡𝜚 = 𝜌Δ𝜑. (4.5a)

Связь между давлением 𝑃 ′ и плотностью 𝜚 должна
быть уточнена по сравнению с (4.3b), поскольку теперь
следует учесть процессы, связанные с диссипативным
потоком тепла. Необходимо учесть динамику ещё одно-
го поля — температуры или удельной энтропии — чтобы
учесть поток тепла. Выберем энтропию, поскольку она
есть мера отклонения от идеальности. Если S ′ есть изме-
нение энтропии по сравнению с исходным равновесным
состоянием, то

𝑃 ′ = 𝑐2𝜚− 𝜕𝑇

𝜕𝑉

⃒⃒⃒⃒
𝑆

S ′, (4.5b)

где 𝑃 ′, напомним, есть отклонение давления от его рав-
новесного значения. Уравнение на потенциал, следую-
щее из уравнения Навье-Стокса (2.8f), линеаризованное
по амплитуде волны, есть

𝜌𝜕𝑡𝜑 = 𝑃 ′ + ζ′Δ𝜑 = 𝑐2𝜚− 𝜕𝑇

𝜕V

⃒⃒⃒⃒
𝑆

S ′ + ζ′Δ𝜑. (4.5c)

Мы ввели обозначение 𝜁 ′ для комбинации первой и вто-
рой вязкостей,

ζ′ = ζ+
4η

3
. (4.5d)

Осталось написать уравнение на отклонение энтропии
от среднего. Для этого нам понадобится ещё отклоне-
ние температуры, которое согласно (2.10j) есть

𝑇 ′ =
𝑇

C𝑉

S ′ − 𝑇

𝜌2C𝑉

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

𝜚. (4.5e)

Уравнение на удельную энтропию (2.10f), линеаризован-
ное по амплитуде волны, имеет вид

𝜕𝑡S ′ =
æΔ𝑇 ′

𝜌𝑇
=

æ

𝜌C𝑉

ΔS ′ − æ

𝜌3C𝑉

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

Δ𝜚. (4.5f)

Уравнения (4.5a,4.5c,4.5f) составляют полную систе-
му уравнений. Рассмотрим плоскую волну (4.3e), в кото-
рой теперь частота и/или волновой вектор имеют мни-
мые добавки. В (4.5c) последние два слагаемых явля-
ются малыми (по малым вязкости и теплопроводности)
поправками, поэтому в главном приближении мы имеем

по-прежнему бездиссипативный закон дисперсии (4.3f).
В (4.5f) первое слагаемое в правой части мало по срав-
нению с левой частью, поскольку термодиффузия успе-
вает оказать слабое влияние за период колебаний (иначе
волна была бы быстро затухающей):

𝜔𝑘 = 𝑐𝑘 ≫ æ

𝜌C𝑉

𝑘2. (4.5g)

Это условие нарушается только для очень коротких
длин волн; мы предполагаем его выполненным. Теперь
продифференцируем (4.5c) и подставим (4.5a), а также
в качестве 𝜕𝑡S ′ возьмём второе слагаемое в (4.5f):

𝜌𝜕2𝑡 𝜑 = −𝑐2𝜌Δ𝜑− æ

𝜌3C𝑉

𝜕𝑇

𝜕V

⃒⃒⃒⃒
𝑆

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

Δ𝜚+ ζ′Δ𝜕𝑡𝜑.

Во втором слагаемом, являющемся малой диссипацион-
ной поправкой, выразим вариацию плотности в прене-
брежении диссипационными поправками, 𝜚 = (𝜌/𝑐2)𝜕𝑡𝜑
(4.5c), и проделаем следующие выкладки, основанные
на термодинамических соотношениях:

− æ

𝜌3C𝑉

𝜕𝑇

𝜕𝑉

⃒⃒⃒⃒
𝑆

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

Δ𝜚 =
æ

C𝑉

𝜕V
𝜕𝑃

⃒⃒⃒⃒
𝑆

𝜕𝑇

𝜕V

⃒⃒⃒⃒
𝑆

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

Δ𝜕𝑡𝜑 =

=
æ

C𝑉

𝜕𝑇

𝜕𝑃

⃒⃒⃒⃒
𝑆

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

Δ𝜕𝑡𝜑 =
𝑇æ

C𝑉 C𝑃

𝜕𝑉

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

Δ𝜕𝑡𝜑 =

=
C𝑃 − C𝑉

C𝑃 C𝑉

æΔ𝜕𝑡𝜑,

поскольку

𝜕𝑇

𝜕𝑃

⃒⃒⃒⃒
𝑆

=
𝑇

C𝑃

𝜕V
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

,
𝜕𝑉

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑉

=
C𝑃 − C𝑉

𝑇
. (4.5h)

В результате приходим к замкнутому уравнению на
потенциал течения:

𝜕2𝑡 𝜑 = 𝑐2Δ𝜑+
1

𝜌

(︂
C𝑃 − C𝑉

C𝑃 C𝑉

æ+ ζ′
)︂
Δ𝜕𝑡𝜑. (4.5i)

Соответствующее дисперсионное соотношение

k =

(︂
𝜔

𝑐
+
𝑖𝜇𝜔2

𝑐3

)︂
n, 𝜇 =

1

2𝜌

(︂
C𝑃 − C𝑉

C𝑃 C𝑉

æ+ ζ′
)︂
.

(4.5j)
Коэффициент 𝜇 имеет размерность коэффициента диф-
фузии. Здесь мы рассматриваем звуковые волны вы-
сокой добротности, для них 𝜇𝑘2 ≪ 𝜔; для этого дей-
ствительно необходимо выполнения неравенства (4.5g).
Предположим, что мы имеем дело с плоской волной.
распространяющейся вдоль оси 𝑂𝑥. Тогда уравнение
(4.5i) может быть записано в виде (мы прибавили чле-
ны, которые относительно малы как (𝜇𝑘2/𝜔)2, и пото-
му находятся за гранью точности наших аналитических
вычислений)(︁

𝜕𝑡 + 𝑐𝜕𝑥 − 𝑖𝜇𝜕2𝑥

)︁(︁
𝜕𝑡 − 𝑐𝜕𝑥 − 𝑖𝜇𝜕2𝑥

)︁
𝜑 = 0. (4.5k)
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Таким образом, уравнение может быть разделено для
волн, бегущих в одну и другую сторону. Волны, бегу-
щие направо, описываются уравнением(︁

𝜕𝑡 + 𝑐𝜕𝑥 − 𝜇𝜕2𝑥

)︁
𝑣 = 0 (4.5l)

4-3.1 Задачи

• Задача 1: Найдите длину распространения плоской
звуковой волны в воздухе с частотой 100Гц. При нор-
мальных условиях коэффициент теплопроводности воз-
духа æ = 0.0129Вт/(м · град), плотность 𝜌 = 1.2 кг/м3,
динамическая сдвиговая вязкость воздуха равна η =

2 · 10−5 Па · с (считать, что это есть коэффициент ζ′

(4.5d)), теплоёмкость 𝐶𝑝 = 103 Дж/кг · град, показатель
адиабаты 𝐶𝑝/𝐶𝑉 = 1.43, скорость звука 𝑐 = 330м/с.

• Задача 2: Найдите длину распространения зву-
ковой волны (длина, на которой интенсивность зву-
ка падает в 𝑒 раз), имеющей частоту 100Гц, в трубке
фонендоскопа. Внутренний диаметр трубки равен 𝑑 =
3мм, плотность воздуха равна 𝜌 = 1.2 кг/м3, сдвиговая
динамическая вязкость воздуха равна η = 2 · 10−5 Па · с,
скорость звука 𝑐 = 330м/с. Указание: для определения
затухания необходимо учитывать вклад в диссипацию
со стороны вязкого приграничного слоя.

§4-4. Геометрическая акустика

Рассмотрим распространение звука в слабо неодно-
родной среде. ‘Слабо’ означает, что свойства среды ме-
няются мало на длине волны звука 𝜆 (существенно из-
меняется на расстояниях ∼ 𝐿 ≫ 𝜆). Более того, они
меняются плавно, не испытывая скачков. Этот случай
является противоположным задаче об отражении и пре-
ломлении звуковой волны на границе раздела. По ме-
ре распространения волнового пакета он перемещает-
ся в области с изменёнными свойствами среды. Одна-
ко с точки зрения волнового пакета, эти свойства изме-
няются адиабатически, в результате чего отражением
волны от неоднородностей можно пренебречь. Здесь мы
рассматриваем неподвижную среду, так что её свойства
остаются неизменными во времени.

Заметим, что, если среда неоднородна (т.е., напри-
мер, она уже не изэнтропическая, поскольку темпера-
тура неоднородна в пространстве), то, согласно уравне-
нию на завихренность (2.6d), в общем случае течение
перестаёт быть потенциальным. Однако амплитуда за-
вихренности будет мала по параметру 𝜆/𝐿, поскольку в
жидкости нет поперечных колебаний с частотой, близ-
кой к звуковой на данной длине волны.

Поэтому мы полагаем, рассматривая распростране-
ние собственно звуковой волны, что течение потенци-
ально. В условиях неоднородности в линеаризованных
уравнениях Бернулли (4.3b) и непрерывности (4.3c) ве-
личины с индексом ‘0’ зависят от координат. Зависит от
координат также и скорость звука 𝑐𝑠. Таким образом,
волновое уравнение имеет вид

𝜕2𝑡 𝜑 = 𝑐2𝑠
1

𝜌0
div
(︀
𝜌0 grad𝜑

)︀
. (4.6a)

Мы предполагаем, что локально поле 𝜑 представляет
собой плоскую волну. Направление распространения и
амплитуда этой волны меняются на расстояниях, боль-
ших по сравнению с длиной волны, и на временах, боль-
ших по сравнению с периодом колебаний. В соответ-
ствии с этим предположением, представим комплексную

амплитуду волны в виде

𝜑 = Re
(︀
𝑎 𝑒𝑖𝜓

)︀
, (4.6b)

где 𝑎 и 𝜓 — действительные функции времени и коорди-
нат. Фаза 𝜓 называется эйконалом (eikonal). В пределе,
когда применимо приближение геометрической акусти-
ки (или оптики в электродинамике), эта величина изме-
няется намного быстрее, чем абсолютное значение ам-
плитуды 𝑎. Мысленно зафиксируем 𝑎 и сравним (4.6b) с
выражением для фазы в волновом пакете (4.3k). Спра-
ведливо определить локальное значение частоты 𝜔 и
волнового вектора k как

𝜔(𝑡, 𝑟) = −𝜕𝜓
𝜕𝑡
, k(𝑡, 𝑟) =

𝜕𝜓

𝜕𝑟
, d𝜓 = −𝜔d𝑡+ (k·d𝑟).

(4.6c)
В соответствии с нашим предположением, амплитуда,
частота и волновой вектор меняются медленно во вре-
мени и пространстве, т.е. слабо за время одного перио-
да колебаний 2𝜋/𝜔 и на расстоянии одной длины волны
𝜆 = 2𝜋/|k|. Поскольку порядок дифференцирования не
важен, верно́ тождество

𝜕𝑡k = − grad𝜔. (4.6d)

Волновое уравнение (4.6a), в терминах комплексной
амплитуды имеющее вид (здесь и ниже в аналогичных
местах взятие логарифма от размерной величины не яв-
ляется проблемой, поскольку такой логарифм подверга-
ется дифференцированию)

𝑒−𝑖𝜓
(︀
𝜕2𝑡 − 𝑐2𝑠Δ− 𝑐2𝑠(grad ln 𝜌0 ·∇)

)︀(︀
𝑎𝑒𝑖𝜓

)︀
= 0, (4.6e)

будучи разделённым на действительную и мнимую ча-
сти, распадается на два действительных уравнения.

В Пункте 4-2.1 мы все величины выражали через ва-
риацию давления 𝑃 ′, поэтому здесь запишем 𝑃 ′ в тер-
минах параметризации (4.6b):

𝑃 ′ = Im
(︀
𝜌0𝜔𝑎𝑒

𝑖𝜓
)︀
. (4.6f)
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Уравнение эйконала. Действительная часть урав-
нения (4.6e) задаёт закон дисперсии и геометрию рас-
пространения лучей. Для того, чтобы показать это, пе-
репишем действительную часть (4.6e) в виде(︂

𝜕𝜓

𝜕𝑡

)︂2
− 𝑐2𝑠

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂2
= (4.6g)

=

(︁
𝜕2𝑡 − 𝑐2𝑠

(︀
Δ+ (grad ln 𝜌0 ·∇

)︀)︁
𝑎

𝑎
→ 0.

В соответствии с нашим приближением, правую часть
этого уравнения можно положить равной нулю, по-
скольку она мала по сравнению с квадратом первых
производных фазы. Таким образом, в приближении гео-
метрической оптики уравнение (4.6g)(︂

𝜕𝜓

𝜕𝑡

)︂2
− 𝑐2𝑠

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂2
= 0, ⇔ 𝜔2 = 𝑐2𝑠k

2. (4.6h)

Записанное в первом виде, это уравнение называют
уравнением эйконала, во втором виде — дисперсионным
соотношением. Согласно дисперсионному соотношению,
амплитуда волнового вектора определяется скоростью
звука,

grad𝜓 = k =
𝜔

𝑐𝑠
n, n2 = 1. (4.6i)

В случае линейного закона дисперсии групповая ско-
рость сонаправлена волновому вектору, см. (4.3g), то
есть единичный вектор n есть локальное направление
распространения волнового пакета, или, как говорят —
луча.

4-4.1 Энергия и импульс волны

Поскольку среда всюду покоится, то волна не может
совершать работу над жидкостью, передавая ей часть
своей энергии. Иными словами, инвариантность по вре-
мени для уравнений распространения волны приводит
к сохранению её энергии. С импульсом волны не так —
в неоднородной среде волна обменивается с ней импуль-
сом, поскольку та отклоняет волну. (Конечно, в таком
случае волна должна сначала сообщить среднее тече-
ние жидкости, что в свою очередь нарушит сохранение
энергии в волновом движении. Но мы здесь пренебрега-
ем этим эффектом.)

Поток энергии. Уравнение сохранения энергии сле-
дует из мнимой части волнового уравнения (4.6e). Непо-
средственное выделение мнимой части из (4.6e) приво-
дит к

−2𝜔𝜕𝑡𝑎− 𝜕𝑡𝜔 𝑎− 2𝑐2𝑠𝑘
𝑖𝜕𝑖𝑎− 𝑐2𝑠𝑎 𝜕𝑖

(︂
𝜔𝜌0
𝑐𝑠

n𝑖
)︂

= 0. (4.6j)

Уравнение сохранения энергии звуковой волны (смотри
выражения для плотности энергии и её потока (4.3v) и

линейные соотношения (4.3l); для снижения громоздко-
сти записи мы не ставим знаки усреднения по периоду
колебаний, которое подразумевается)

𝜕𝑡𝜌
𝐾+𝐸

𝑠 + div 𝑗𝐾+𝐸

𝑠 = 0, (4.6k)

𝜌𝐾+𝐸

𝑠 =
𝜔2𝜌0𝑎

2

2𝑐2𝑠
, 𝑗𝐾+𝐸

𝑠 = 𝑐𝑠𝜌
𝐾+𝐸

𝑠 n,

получается из (4.6j) добавлением в левую часть

0 = 𝑎
(︀
𝜕𝑡𝜔 + 𝑐𝑠n

𝑖𝜕𝑖𝜔
)︀

(4.6l)

и домножением результата на −𝜔𝑎/2𝑐2𝑠. В свою очередь,
уравнение (4.6l) может быть получено из (4.6h) диф-
ференцированием его по времени, затем использовани-
ем тождества (4.6d) и домножением на 𝑎/2𝜔. Равенство
(4.6l), кстати, означает, что частота волны переносится
с групповой скоростью вдоль луча.

Волновое давление. Величина

𝑓 𝑖𝑠 = −𝜕𝑡p𝑖𝑠 − 𝜕𝑘Π
𝑖𝑘
𝑠 (4.6m)

есть сила, действующая со стороны волны на среду; вы-
ражения для плотности импульса волны и его потока
приведены в (4.3q,4.3y). Используя (4.6k,4.6l) получаем,
что искомая плотность силы

𝑓𝑠 = 𝜌𝐸+𝐾

𝑠 grad ln 𝑐𝑠. (4.6n)

Направление силы соответствует тому, что звуковые лу-
чи отклоняются в сторону области с меньшим значени-
ем скорости звука, см. также ниже уравнение (4.6p) для
траектории лучей.

4-4.2 Монохроматическая волна
Предположим, что характеристики волны (амплитуда
𝑎, частота 𝜔 и волновой вектор k) не зависят явно от
времени. Такую волну следует назвать монохроматиче-
ской: во всём пространстве её комплексная амплитуда
зависит от времени как exp(−𝑖𝜔𝑡) с одной и той же ча-
стотой 𝜔. Действительно, поскольку

0 = 𝜕𝑡k = − grad𝜔 (4.6o)

в силу (4.6g), то это означает, что частота 𝜔 постоянна
не только во времени, но и в пространстве.

Найдём уравнение, определяющее траекторию лу-
чей. Возьмём градиент от уравнения Эйконала (4.6h)
и воспользуемся уравнением (4.6i):

0 = −
𝜕𝑘
(︀
𝑐2𝑠 𝜕𝑖𝜓 𝜕𝑖𝜓

)︀
2𝜔2

= 𝑐𝑠n
𝑖 𝜕𝑖(n

𝑘/𝑐𝑠) + 𝜕𝑘 ln 𝑐𝑠 =

= (n ·∇)n𝑘 +
(︀
𝜕𝑘 − n𝑘n𝑖𝜕𝑖

)︀
ln 𝑐𝑠 = 0.

Перепишем получившееся уравнение в виде равенства
для производной направления вдоль луча:

(n ·∇)n𝑘 = −
(︀
𝛿𝑘𝑖 − n𝑘n𝑖

)︀
𝜕𝑖 ln 𝑐𝑠. (4.6p)



Глава 4. Звуковые волны 40

Итак, по мере распространения луча направление его
распространения n отклоняется в сторону области с
меньшим значением скорости звука.

4-4.2.1 Принцип наименьшего действия

Уравнение (4.6p) может быть получено как результат
минимизации акустической длины

𝐴 =

ˆ
d𝑙

𝑐𝑠
, (4.6q)

где d𝑙 =
√
d𝑥𝑖 d𝑥𝑖 — приращение длины вдоль траекто-

рии распространения звукового луча, так что единич-
ный вектор n𝑖 = d𝑥𝑖/d𝑙. Проверим это непосредствен-
но. Вариация акустической длины при вариации пути
𝑥𝑖 → 𝑥𝑖 + 𝛿𝑥𝑖 есть

𝛿𝐴 =

ˆ (︂
n𝑖

𝑐𝑠
d𝛿𝑥𝑖 − 𝜕𝑖𝑐𝑠

𝑐2𝑠
d𝑙 𝛿𝑥𝑖

)︂
= (4.6r)

= −
ˆ (︀

(n𝑗𝜕𝑗)n
𝑖 +
(︀
𝛿𝑖𝑗 − n𝑖n𝑗

)︀
𝜕𝑗 ln 𝑐𝑠

)︀ 𝛿𝑥𝑖
𝑐𝑠

d𝑙.

Условие равенства нулю вариации приводит к уравне-
нию (4.6p).

4-4.3 Задачи

• Задача 1: Плоская монохроматическая звуковая
волна распространяется вдоль оси 𝑂𝑥, в области 𝑥 > 0
скорость звука 𝑐𝑠(𝑥) плавно возрастает в сторону уве-
личения координаты 𝑥. Итоговое её изменение велико,
𝑐𝑠(𝑥 → +∞) ≫ 𝑐𝑠,0 ≡ 𝑐𝑠(𝑥 = 0). Плотность энергии,
связанная со звуковой волной на входе (т.е. при 𝑥 = 0)
равна 𝜌𝐸+𝐾

𝑠,0 . Определите интегральное по 𝑥-координате
давление 𝜋𝑥𝑥, которое производит волна на среду.

• Задача 2: Получите аналог (4.6p) для случая,
когда частота 𝜔 нестационарна. Ответ:(︀

𝜕𝑡 + 𝑐𝑠(n ·∇)
)︀
n𝑘 = −

(︀
𝛿𝑘𝑖 − n𝑘n𝑖

)︀
𝜕𝑖𝑐𝑠, (4.7a)

что означает, что вектор n, переносясь с групповой ско-
ростью 𝑐0n параллельно самому себе, и изменяя свой
направление вследствие неоднородности среды.

§4-5. Распространение звука в движущейся среде

Рассмотрим распространение звука на фоне течения.
Мы будем предполагать, что само это течение 𝑉 не свя-
зано со звуковыми волнами, то есть не приводит к из-
менению плотности жидкости,

div𝑉 = 0. (4.8a)

Это течение медленное в том смысле, что и его градиент
𝜕𝑖𝑉

𝑗 и характерная частота его изменения 1/𝑇 малы по
сравнению с характерной частотой 𝜔 звуковой волны,

𝜀𝑡 = max

(︂
1

𝜔

|𝜕𝑡𝑉 |
𝑉

,
|𝜕𝑖𝑉 𝑗 |
𝜔

)︂
≪ 1. (4.8b)

Свойства среды — её массовая плотность и скорость зву-
ка — предполагаются однородными в пространстве.

Полная скорость жидкости 𝑣 может быть представ-
лена как сумма крупномасштабного течения 𝑉 и волно-
вого движения 𝑢,

𝑣 = 𝑉 + 𝑢. (4.8c)

Эти вклады разделены в частотном представлении: ско-
рость изменения течения 𝑉 намного меньше частоты
звука 𝜔. В линейном приближении по амплитуде вол-
ны поле скорости 𝑉 , взятое отдельно, удовлетворяет
уравнению Навье-Стокса. Пока мы будем рассматри-
вать распространение звука в линейном приближении,
хорошо определено соответствующее разделение давле-
ния

𝑃 = 𝑃0 + 𝑃𝑉 + 𝑃 ′, (4.8d)

где 𝑃0(𝑟) — распределение давления в отсутствии
какого-либо течения. Линеаризованное по амплитуде
волны уравнение на 𝑢 имеет вид

𝜕𝑡𝑢+ (𝑉 ∇)𝑢+ (𝑢∇)𝑉 = −(𝑐2/𝜌0) grad 𝜚, (4.8e)

где, как и прежде, 𝜚 есть отклонение плотности от её
значения 𝜌0 в состоянии покоя жидкости.

Волновое движение в главном приближении явля-
ется потенциальным течением, так что вихревая высо-
кочастотная поправка 𝑢𝜛 мала по малому параметру
(4.8b):

𝑢 =− grad𝜑+ 𝑢𝜛,

|𝑢𝜛| ≪ |𝑢|, div𝑢𝜛 = 0, 𝜛𝑢 = rot𝑢𝜛.
(4.8f)

Выполнить явно декомпозицию (4.8f) при произвольном
пространственном масштабе медленного течения 𝑉 ока-
зывается в техническом смысле достаточно сложно.

4-5.1 Приближение геометрической
акустики

Предположим, как это было сделано и в § 4-4, что ха-
рактерный масштаб 𝐿 течения 𝑉 намного превышает
длину волны звука 𝜆,

𝜀𝑟 =
𝜆

𝐿
≪ 1. (4.9a)
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Тогда возможно в приближённом виде выполнить де-
композицию (4.8f) высокочастотного течения. Поло-
жим, сперва по определению, что уравнение на потен-
циал 𝜑 имеет вид(︀

𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)
)︀
𝜑 = 𝑐2𝜚/𝜌0, (4.9b)

сравни с (4.3b); здесь и далее 𝑐 — скорость звука в невоз-
мущённой жидкости. Выбор такого вида уравнения на
потенциал оправдывается тем, что тогда вихревая часть
𝑢𝜛 оказывается отличной от нуля только если у круп-
номасштабного течения есть ненулевая завихренность
𝜛𝑉 = rot𝑉 :(︀

𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)
)︀
𝑢𝜛 + (𝑢𝜛∇)𝑉 = [𝜛𝑉 × grad𝜑]. (4.9c)

В этом уравнении, во-первых, последнее слагаемое в
левой части относительно мало по малому параметру
(4.8b); мы им потому пренебрегаем. Правая часть (4.9c)
является источником для 𝑢𝜛, колеблющемся с часто-
той 𝜔. Уравнение (4.9c) может быть проинтегрировано
вдоль лагранжевой траектории, задаваемой медленным
течением 𝑉 :

𝑢𝜛(𝑡, 𝑟) =

𝑡ˆ
d𝑡′[𝜛𝑉 × grad𝜑]. (4.9d)

В подинтегральном выражении grad𝜑 осциллирует с ча-
стотой 𝜔, а множитель 𝜛𝑉 изменяется медленно, поэто-
му приближённо имеем

𝑢𝜛(𝑡, 𝑟) = [𝑠×𝜛𝑉 ], 𝑠𝑖 = −
𝑡ˆ
d𝑡′𝜕𝑖𝜑, (4.9e)

где 𝑠 следует назвать вектором смещения частицы в
звуковой волне. Из равенства (4.9e) следует, что отно-
шение |𝑢𝜛|/|𝑢| ∼ 𝜀𝑡 мало по малому параметру (4.8b).
Дивергенция div𝑢𝜛, хотя и не равна нулю (тогда как,
напомним, декомпозиция (4.8f) это предполагает), од-
нако в пределе геометрической акустики (4.9a) приоб-
ретает дополнительную малость по параметру 𝜀𝑟 (4.9a).
Действительно, поскольку rot 𝑠 = 0, то

div𝑢𝜛 = (𝑠 ·Δ𝑉 ) ∼ 𝜀𝑡 𝜀𝑟 · div𝑢, (4.9f)

что пренебрежимо мало́ по сравнению с div𝑢.
Теперь выпишем уравнение на вариацию плотности:(︀

𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)
)︀
𝜚 = 𝜌0Δ𝜑− 𝜌0 div𝑢𝜛., (4.9g)

сравни с (4.3c). Последнее слагаемое в правой части
(4.9g) мало, поскольку мала дивергенция (4.9f), поэто-
му этим слагаемым следует пренебречь. Из уравнений
(4.8e) можно получить волновое уравнение на потенци-
ал течения: (︀

𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)
)︀2
𝜑 = 𝑐2Δ𝜑. (4.9h)

4-5.1.1 Лагранжиан

Волновое уравнение (4.9h) может быть получено как
условие равенства нулю вариации действия

𝑆 =

ˆ
d𝑡d3𝑟ℒ (4.9i)

по 𝜑 с плотностью лагранжиана

ℒ =
1

2

(︂(︁(︀
𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)

)︀
𝜑
)︁2

−
(︀
𝜔̂k 𝜑

)︀2)︂
, (4.9j)

где 𝜔k есть закон дисперсии, 𝜔̂k (здесь мы расширяем
рассмотрение для произвольного типа волн) есть неко-
торой интегро-дифференциальный оператор. Для зву-
ковых волн 𝜔k = 𝑐𝑘. В свою очередь, действие (4.9i)
может быть получено из действия 𝑆 (4.2h), если в нём
удержать только квадратичные члены по переменным
𝜑, 𝜚, и подставить уравнение движения (уравнение Бер-
нулли) (4.1b).

4-5.2 Распространение звуковых лучей

Предположим, что медленное течение постоянно во вре-
мени, 𝜕𝑡𝑉 = 0. Рассмотрим распространение звуковых
лучей, что естественно делать в приближении эйконала.
Полагаем, что поля 𝜑, 𝜚 зависят от времени и координат
как

𝜑 = 𝑎 𝑒𝑖𝜓, 𝜚 = 𝑎𝜚 𝑒
𝑖𝜓, (4.10a)

где амплитуды 𝑎, 𝑎𝜚 и фаза 𝜓 являются действительны-
ми функциями координат. Обозначим локальные значе-
ния частоты 𝜔 и волнового вектора k согласно (4.6c).

Действительная часть коэффициента при фазовом
множителе exp(𝑖𝜓) в волновом уравнении (4.9h) в прене-
брежении малыми поправками относительного порядка
𝜀2𝑟 = 𝜆2/𝐿2 (4.9a) приводит к дисперсионному соотно-
шению (︀

𝜔 − (𝑉 · k)
)︀2

= 𝜔2
k, (4.10b)

сравни с законом дисперсии для неподвижной среды
(4.6h). Левая часть (4.10b) выражает собой эффект До-
плера: собственная частота волны (частота колебаний
в системе отсчёта, связанной с движущимся элементом
жидкости) ̃︀𝜔 = 𝜔 − (𝑉 · k). Правую часть (4.10b мы за-
писали в общем виде с законом дисперсии 𝜔k, претендуя
здесь на общность выводов настоящего рассмотрения.
Предполагая, что ̃︀𝜔 > 0, получаем обобщение дисперси-
онного соотношения (4.6i):

̃︀𝜔 = 𝜔k, sound: k =
̃︀𝜔
𝑐
n. (4.10c)

4-5.2.1 Траектории распространения звуковых
лучей

Собственную частоту ̃︀𝜔 и волновой вектор k как функ-
ции времени и координат возможно получить диф-
ференцированием дисперсионного соотношения (4.10b).
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Производная (4.10b) по времени даёт уравнение на пе-
ренос частоты:

𝜕𝑡𝜔 +
(︀
(𝑉 + v𝑔k)∇

)︀
𝜔 = 0, vgk = gradk𝜔k,

sound : 𝜕𝑡𝜔 +
(︀
(𝑉 + 𝑐n)∇

)︀
𝜔 = 0, vgk = 𝑐n,

(4.10d)
сравни с (4.6l). Из уравнения (4.10d) следует, что, ес-
ли глобальная частота 𝜔 фиксирована во времени, то
она однородна вдоль траекторий распространения лу-
чей. Здесь и ниже скорость 𝑉 + 𝑐n потока характери-
стики волны (в данном случае частоты в лабораторной
системе координат 𝜔) определяется суммой групповой
скорости волн 𝑐n и скорости переноса течением 𝑉 . Если
предполагать, что речь идёт о распространении волно-
вого пакета, то его положение 𝑅(𝑡) изменяется согласно
уравнению

d𝑅

d𝑡
= 𝑉 + vgk. (4.10e)

Теперь произведём дифференцирование (4.10b) по
координатам:(︁

𝜕𝑡 +
(︀
(𝑉 + vgk)∇

)︀)︁
𝑘𝑖 = −(𝜕𝑖𝑉

𝑙)𝑘𝑙. (4.10f)

Таким образом, волновой вектор изменяется в процес-
се движения волнового пакета, скорость его измене-
ния определяется матрицей градиента 𝜕𝑖𝑉

𝑙 поля ско-
рости медленного течения. В уравнении (4.10f) слева
стоит полная производная волнового вектора по време-
ни, справа — результат действия на него матрицы гра-
диента скорости. Обратим внимание, что такому урав-
нению подчиняется волновой вектор любого мелкомас-
штабного поля, переносимого крупномасштабным тече-
нием среды.

Уравнения (4.10e,4.10f) определяют в том числе и
траекторию движения волнового пакета. Для её опре-
деления нет необходимости знать абсолютное значе-
ние волнового вектора (собственную частоту), а нужно
лишь знать направление распространения n. Уравнение
на n может быть получено из (4.10f) как его следствие:(︁
𝜕𝑡+

(︀
(𝑉 +vgk)∇

)︀)︁
n𝑖 = −

(︀
𝛿𝑖𝑘 − n𝑖n𝑘

)︀
(𝜕𝑘𝑉

𝑙)n𝑙, (4.10g)

сравни с (4.7a).

4-5.2.2 Волновое действие

Теперь выделим мнимую часть коэффициента при фа-
зовом множителе exp(𝑖𝜓) в волновом уравнении (4.9h).
Формально, нам надо выделить вклады, линейные по
производным медленно меняющихся полей. Для этого в
правой части (4.9h) надо разложим фазу вблизи теку-
щей точки по малому отклонению от неё (обозначим эту
точку нижним индексом ‘0’),

𝜓 = 𝜓0 + 𝑘𝑖0𝑟
𝑖 +

1

2

(︀
𝜕𝑗𝑘

𝑖
)︀
0
𝑟𝑖𝑟𝑗 + . . . (4.10h)

а также разложим стоящий перед 𝜑 оператор по малому
градиенту ∇ ≪ k

−𝜔̂2
k0−𝑖∇ ≈ −𝜔2

k0 + 2𝑖𝜔k0v
𝑖
g0𝜕𝑖 +

𝜕
(︀
𝜔k0v

𝑖
g0

)︀
𝜕𝑘𝑗

𝜕𝑗𝜕𝑖 + . . .

(4.10i)
Теперь мы можем выписать мнимые части в левой и
правой частям волнового уравнения (4.9h) с нужной нам
точностью (теперь, проведя промежуточные вычисле-
ния, убираем нижний индекс ‘0’ в правой части):

𝑒−𝑖𝜓 · l.h.s. → − 2𝑖̃︀𝜔(︀𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)
)︀
𝑎− 𝑖𝑎

(︀
𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)

)︀̃︀𝜔,
−𝑒−𝑖𝜓𝜔̂2

k
(︀
𝑎𝑒𝑖𝜓

)︀
→ 2𝑖𝜔k(vgk∇)𝑎+ 𝑖𝑎 div

(︀
𝜔k vgk

)︀
,

(4.10j)
сравни с (4.6j). В результате, мнимая часть домножен-
ного на 𝑒−𝑖𝜓 уравнения (4.9h) может быть приведена к
виду закона сохранения,

𝜕𝑡ℐ + div
(︀
(𝑉 + vgk)ℐ

)︀
= 0, ℐ = ̃︀𝜔𝑎2, (4.10k)

где сохраняющейся величиной является волновое дей-
ствие, ˆ

d3𝑟 ℐ = const. (4.10l)

Для звуковых волн объёмная плотность волнового
действия

ℐ =
𝜌0̃︀𝜔𝑎2
𝑐2

=
2𝜌𝐾+𝐸
𝑠̃︀𝜔 , (4.10m)

где плотность энергии волны 𝜌𝐾+𝐸
𝑠 дана в (4.6k). Напом-

ним, что в теории колебательных систем (аналитиче-
ская механика) отношение энергии колебаний к частоте
является адиабатическим инвариантом в случае, когда
параметры колебательной системы изменяются медлен-
но по сравнению со скоростью колебаний.

Нётеровский интеграл движения. Поскольку для
постоянного течения 𝑉 лагранжиан (4.9j) оказывается
не зависящим явно от времени, то сохраняется нётеров-
ский интеграл движения

ˆ (︂
𝛿ℒ

𝛿(𝜕𝑡𝜑)
𝜕𝑡𝜑− ℒ

)︂
d3𝑟 = const. (4.10n)

Используя волновое уравнение (4.9h)(︀
𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)

)︀2
𝜑 = −𝜔̂2

k𝜑, (4.10o)

сохраняющуюся величину (4.10n) можно привести к ви-
ду ˆ

d3𝑟
(︀
𝜕𝑡𝜑
)︀ (︀
𝜕𝑡 + (𝑉 ∇)

)︀
𝜑 = const. (4.10p)

Для волнового пакета в приближении эйкона-
ла сохраняющаяся величина, будучи усреднённой по
временны́м осцилляциям, согласно закону дисперсии
(4.10b,4.10c) оказывается равной

ˆ
𝜔 ̃︀𝜔 𝑎2 d3𝑟 = const, (4.10q)
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т.е. пропорциональной волновому действию
(4.10l,4.10m), поскольку частота 𝜔 в лабораторной си-
стеме координат остаётся неизменной для волнового
пакета, см. уравнение (4.10d).

В окончание проделанного исследования отметим,
что в Пунктах 4-5.2, 4-5.2.2 мы учитывали поправки,
относительно малые как 𝜀𝑡 (4.8b) или 𝜀𝑟 (4.9a). Этим
оправдывается пренебрежение поправкой (4.9f), кото-
рая существенно меньше, поскольку мала как 𝜀𝑡 · 𝜀𝑟.

4-5.3 Задачи

Определим траектории звуковых лучей в однородном
сдвиговом течении, когда в некоторых декартовых ко-
ординатах 𝑂𝑥𝑦𝑧 скорость течения направлена вдоль 𝑥-
оси и равна 𝑉 𝑥 = Σ𝑦. Будем считать, что звуковая волна
возбуждается монохроматическим (частота 𝜔) локали-
зованным в пространстве источником, находящимся в
начале координат. Сперва мы отдельно рассмотрим бо-
лее простой случай, когда по 𝑧-координате движение от-
сутствует, 𝑘𝑧 = 0. Для определённости будем полагать,
что Σ > 0.

Уравнение (4.10b) даёт связь между собственной ча-
стотой ̃︀𝜔, положением волнового пакета 𝑅 и направле-
нием его распространения n относительно движущейся
жидкости:

̃︀𝜔 =
𝜔

1 +
(︀
n · 𝑉 /𝑐

)︀ . (4.11a)

Для того, чтобы найти направление волнового вектора
n, технически проще всего решить уравнение (4.10f) на
сам волновой вектор k, воспринимая время как пара-
метр:

d𝑘𝑦

d𝑡
= −Σ𝑘𝑥 𝑘𝑥,𝑧 = const. (4.11b)

Получаем решение

k(𝑡) = {𝑘𝑥, 𝑘𝑦0 − Σ𝑘𝑥𝑡, 𝑘𝑧}. (4.11c)

Согласно этому решению, если луч распространяется
вправо, 𝑘𝑥 > 0, то на больших временах он будет распро-
страняться вниз. если же, наоборот, луч распространя-
ется влево, 𝑘𝑥 < 0, то с течением времени он всё более
будет отклонятся вверх. Далее, в принципе, из (4.11c)
можно найти единичный вектор n, после чего проинте-
грировать уравнение (4.10e) на траекторию луча.

-0.5 0.5 1.0

ΣX

c

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
ΣY/c

Рис. 4.2 Распространение звука на фоне сдвигового
течения 𝑉 𝑥 = Σ𝑦 с Σ > 0. Линиями показаны

траектории звуковых лучей. Картина для лучей,
уходящих вниз, получается симметричным

отражением от начала координат.

Комбинирование компонент уравнений (4.10e,4.10g)
позволяет получить следующие уравнения

d(Σ𝑋/𝑐)

dn𝑥
=

Σ𝑌/𝑐+ n𝑥

(n𝑥)2n𝑦
,

dn𝑥

d(Σ𝑌/𝑐)
= (n𝑥)2. (4.11d)

Более подробно рассмотрим случай, когда луч распро-
страняется в плоскости 𝑂𝑥𝑦, так что всегда n𝑧 = 0.
Параметризуем единичный вектор через угол 𝜙, n =
{cos𝜙, sin𝜙, 0}. Решение (4.11c) для волнового вектора
даёт зависимость от времени единичного вектора n, ре-
шение второго уравнения в (4.11d) даёт связь между 𝑌
и 𝜙:

tg𝜙0 − tg𝜙 = Σ𝑡,
1

cos𝜙0
− 1

cos𝜙
=

Σ𝑌

𝑐
, (4.11e)

где угол 𝜙0 задаёт угол выхода луча из источника. Те-
перь в первом уравнении (4.11d) мы можем выразить 𝑌
через 𝜙,

d

(︂
Σ𝑋

𝑐

)︂
=

(︂
1

cos3 𝜙
− 1

cos𝜙0 cos2 𝜙
− 1

cos𝜙

)︂
d𝜙,

(4.11f)
до зависимости 𝑋(𝜙):

Σ𝑋

𝑐
=

1

2
ln

ctg
(︀
(𝜙+ 𝜋/2)/2

)︀
ctg
(︀
(𝜙0 + 𝜋/2)/2

)︀+
+

1

2

(︂
sin𝜙

cos2 𝜙
+

sin𝜙0

cos2 𝜙0
− 2 sin𝜙

cos𝜙 cos𝜙0

)︂
.

(4.11g)

Отдельно можно выделить луч, выходящий поперёк ли-
ниями тока, т.е. характеризующийся 𝜙0 = ±𝜋/2. Траек-
тория такого луча определяется соотношением

Σ𝑋

𝑐
=

1

2

(︂
Σ𝑌

𝑐

)︂2
. (4.11h)



Глава 4. Звуковые волны 44

На Рисунке 4.2 изображён ход звуковых лучей, ис-
ходно распространяющихся вверх (для исходно распро-
странявшихся вниз лучей картинка симметрична). Если
источник находится на поверхности, то звуковые лучи
выходят только вверх. Тогда слева от источника распо-
ложена “глухая” зона, куда звуковые волны вообще не
доходят. В частности, существует максимальное рассто-

яние, на которое лучи могут уйти от источника влево.

• Задача 1: Определите начальную форму траек-
торий звуковых лучей, распространяющихся в течении,
направленном вдоль оси 𝑂𝑥 и имеющем вертикальный
сдвиг силы Σ, испущенных источником под малым уг-
лом к горизонтальной поверхности.

§4-6. Акустические течения

Волна распространяется вдоль поверхности. Введём
декартову систему координат с осью 𝑥, направленной
вдоль распространения волны, и осью 𝑦, направленной
нормально к твёрдой границе. Давление 𝑃 = 𝑃0 + 𝜌0𝑝,
плотность 𝜌 = 𝜌0(1 + 𝜚), в линейном приближении
𝑝 = 𝑐2𝜚. В линейном же приближении поле скорости
плоской звуковой волны, невозмущённое наличием гра-
ницы, удовлетворяет уравнению

𝜕𝑡𝑢 = −𝜕𝑥𝑝𝑢, 𝑝𝑢 = 𝑐2𝜚𝑢, 𝜕𝑡𝜚𝑢 = −𝜕𝑥𝑢. (4.12a)

Мы полагаем волну плоской монохроматической, так
что 𝜕𝑥 = 𝑖𝑘, 𝜕𝑡 = −𝑖𝜔, где 𝜔 = 𝑐𝑘. Тогда давление и
потенциал скорости 𝜑𝑢 (скорость 𝑢 = −𝜕𝑥𝜑𝑢) равны

𝑝𝑢 = 𝑐𝑢, 𝜑𝑢 = 𝑖𝑢/𝑘 (4.12b)

Полная скорость 𝑣 с учётом возмущения, вносимого
стенками, равна

𝑣𝑥 = 𝑢+ 𝑢𝑥𝑏 , 𝑣𝑦 = 𝑢𝑦𝑏 . (4.12c)

Граничными условиями на границе являются условия
прилипания и непротекания,

𝑣𝑥
⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝑣𝑦
⃒⃒
𝑧=0

= 0. (4.12d)

Напишем в линейном приближении уравнения на ком-
поненты скорости и вариацию давления:

𝜕𝑡𝑢
𝑥
𝑏 = −𝜕𝑥𝑝𝑏 + 𝜈Δ𝑢𝑥𝑏 ,

𝜕𝑡𝑢
𝑦
𝑏 = −𝜕𝑦𝑝𝑏 + 𝜈Δ𝑢𝑦𝑏 ,

𝜕𝑡𝑝𝑏 = −𝑐2
(︀
𝜕𝑥𝑢

𝑥
𝑏 + 𝜕𝑦𝑢

𝑦
𝑏

)︀
,

(4.12e)

где полные вариации давления и плотности суть 𝑝 =
𝑝𝑢 + 𝑝𝑏 и 𝜚 = 𝜚𝑢 + 𝜚𝑏. Мы пренебрегаем поправками,
относительно малыми как 𝛾2 ≡ (𝑘𝛿)2/2 = 𝜈𝑘2/𝜔 ≪ 1,
где 𝛿 =

√︀
2𝜈/𝜔 — толщина вязкого подслоя (3.16c).

Это означает, что нам следует заменить лапласиан на
вторую производную по нормали, Δ → 𝜕2𝑦 . Далее, по-
скольку волна монохроматическая и плоская, то систе-
ма уравнений (4.12e) упрощается до вида

−𝑖𝜔𝑢𝑥𝑏 = −𝑖𝑘𝑝𝑏 + 𝜈𝜕2𝑦𝑢
𝑥
𝑏 ,

−𝑖𝜔𝑢𝑦𝑏 = −𝜕𝑦𝑝𝑏 + 𝜈𝜕2𝑦𝑢
𝑦
𝑏 ,

−𝑖𝜔𝑝𝑏 = −𝑐2𝑖𝑘𝑢𝑥𝑏 − 𝑐2𝜕𝑦𝑢
𝑦
𝑏 ,

(4.12f)

На твёрдой границе должны выполняться условия

𝑢𝑥𝑏
⃒⃒
𝑦=0

= −𝑢, 𝑢𝑦𝑏
⃒⃒
𝑦=0

= 0. (4.12g)

Граничными условия на бесконечности, казалось бы,
должно быть убывание амплитуды скорости 𝑢𝑏. Однако,
как мы увидим в процессе решения, амплитуда индуци-
рованного стенкой осциллирующего во времени течения
содержит как вихревую бездивергентную часть, дей-
ствительно убывающую до нуля вне вязкого подслоя,
так и звуковую волну относительно слабой амплитуды,
поле скорости в которой линейно растёт с удалением от
стенки.

Будем измерять время в 1/𝜔, расстояние — в 1/𝑘.
Тогда, исключая давление из (4.12f), получаем

𝑝𝑏 = 𝑢𝑥𝑏 − 𝑖𝜕𝑦𝑢
𝑦
𝑏 ,

0 = −𝜕𝑦𝑢𝑦𝑏 + 𝛾2𝜕2𝑦𝑢
𝑥
𝑏 ,

−𝑖𝑢𝑦𝑏 = −𝜕𝑦𝑢𝑥𝑏 +
(︀
𝑖+ 𝛾2)𝜕2𝑦𝑢

𝑦
𝑏 .

(4.12h)

Продифференцируем третье уравнение в (4.12h) ещё
один раз по 𝑦, и подставим в него выражение для 𝜕2𝑦𝑢𝑥𝑏
из второго уравнения. Получим:

𝜕𝑦
(︀
𝛾2𝜕2𝑦 + 𝑖

)︀
𝑢𝑦𝑏 = 0. (4.12i)

Решением, не возрастающим при удалении от стенки и
удовлетворяющим граничному условию на ней, являет-
ся (мы восстанавливаем размерности всех величин)

𝑢𝑦𝑏 =
𝑖𝑘

𝜅

(︀
1− 𝑒−𝜅𝑦

)︀
𝑢, 𝜅 =

√︂
− 𝑖𝜔
𝜈

=
1− 𝑖

𝛿
, (4.12j)

где выбор общего множителя оправдан дальнейшим вы-
ражением (4.12l) для касательной компоненты скоро-
сти. Теперь, из последнего уравнения (4.12h) получаем,
что

𝜕𝑦𝑢
𝑥
𝑏 = −𝑖𝜅𝛾2 + 𝜅𝑒−𝜅𝑦. (4.12k)

Константу интегрирования следует положить равной
нулю, поскольку она соответствует вкладу в исходную
акустическую волну. Таким образом,

𝑢𝑥𝑏 = −
(︂
𝑒−𝜅𝑦 +

𝑘

𝜅
𝑘𝑦

)︂
𝑢. (4.12l)

Давление

𝑝𝑏 = −𝑘
𝜅
· 𝑘𝑦 · 𝑐𝑢. (4.12m)
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Второе слагаемое в выражении (4.12l) для 𝑢𝑥𝑏 имеет
смысл только далеко вне вязкого подслоя; внутри него
его учёт был бы превышением точности, поскольку оно
там относительно мало как 𝛾2, а поправками этого по-
рядка мы пренебрегли, когда в (4.12f) заменили лапла-
сиан на вторую производную по нормали, Δ → 𝜕2𝑦 .

𝑥

0

𝑦

𝑉𝜏𝑉𝜏

𝑉

𝑉 + 𝑈𝑠

𝜆
4

𝜆
2

3𝜆
4

1.03 𝛿

Рис. 4.3 Акустическое течение, индуцированное
стоячей волной, распространяющейся вдоль границы.

Индуцированное течение почти несжимаемо, о чём
свидетельствует относительная малость 𝑝𝑏 ∼ 𝛾𝑝𝑢
(4.12m); несжимаемую часть будем описывать функци-
ей тока 𝜓. Остальная часть, не убывающая с удалени-
ем от стенки, представляет собой акустическую волну,
описывающуюся потенциалом 𝜑𝑏. В итоге полное инду-
цированное стенкой течение имеет вид

𝑢𝑥𝑏 = 𝜕𝑦𝜓 − 𝜕𝑥𝜑𝑏, 𝑢𝑦𝑏 = −𝜕𝑥𝜓 − 𝜕𝑦𝜑𝑏. (4.12n)

Введённые потенциалы скорости равны

𝜓 =
𝜁(𝜅𝑦)𝑢

𝜅
, 𝜁(𝜒) = 𝑒−𝜒, 𝜑𝑏 = − 𝑖𝑘𝑦𝑢

𝜅
= −𝑘

𝜅
𝑘𝑦 𝜑𝑢,

(4.12o)
где потенциал исходной волны 𝜑𝑢 определён в (4.12b).
Если бы мы сразу формулировали уравнения течения
в терминах потенциалов 𝜓 и 𝜑𝑏, то граничными усло-
виями далеко от стенки было бы условие обращения в
ноль вихревого потенциала 𝜓 и отсутствие компоненты,
зависящей от координат и времени как exp(𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝜔𝑡),
в 𝜑𝑏.

Посчитаем поток энергии к стенке вне вязкого под-
слоя и покажем, что он равен поверхностной плотности
скорости диссипации энергии в вязком подслое. Вне вяз-
кого подслоя

𝑗𝐸𝑦 = 𝜌0⟨𝑝𝑢𝑢𝑦𝑏 ⟩ = −2𝜌0𝑐|𝑢0|2𝑘𝛿. (4.12p)

Поверхностная плотность выделения тепла в вязком
подслое

2𝜌0𝜈

∞̂

0

⟨(︀
𝜕𝑦𝑢

𝑥
)︀2⟩

d𝑦 = 𝜌0𝜈
|𝑢0|2

𝛿
= −𝑗𝐸,𝑦. (4.12q)

Представленное решение совпадает с приведённым
в работе [Westervelt, 1953]. Оно, однако, отличается от

данного в [Зарембо & Красильников, 1966, с. 212] и [Ру-
денко & Солуян, 1975, с. 221], которое в свою очередь
отличается от представленного в [Ландау & Лифшиц,
1986], также не совпадающего с полученным нами отве-
том.

4-6.1 Нелинейность
В общем случае

𝜈𝜕2𝑦𝑉 =
⟨︀
𝑢𝜕𝑥𝑢

𝑥
𝑏 + 𝑢𝑥𝑏𝜕𝑥𝑢+ 𝑢𝑥𝑏𝜕𝑥𝑢

𝑥
𝑏 + 𝑢𝑦𝑏𝜕𝑦𝑢

𝑥
𝑏

⟩︀
=

= 𝜕𝑥

⟨
𝑢𝜕𝑦𝜓 +

(𝜕𝑦𝜓)
2

2

⟩
−
⟨︀
(𝜕𝑥𝜓 + 𝜕𝑦𝜑𝑏) 𝜕𝑦𝑦𝜓

⟩︀
.

(4.12r)
Мы пренебрегли вкладами в 𝑢𝑥𝑏 от рассеянной звуковой
волны, которые малы по параметру 𝛾.

Для бегущей волны

𝑢phys = 2Re𝑢 = 2Re
(︀
𝑢0 exp(𝑖𝑘𝑥− 𝑖𝜔𝑡)

)︀
, (4.12s)

после перехода к комплексным амплитудам в правой ча-
сти получаем

𝜈𝜕2𝑦𝑉 = −2Re
(︁
(𝑖𝑘)

(︀
𝜅2
)︀*|𝜓|2 + 𝑖𝑘𝑢

𝜅
(𝜅2
)︀*
𝜓*
)︁

= 2𝑘
(︀
|𝜁|2 +Re 𝜁

)︀
|𝑢|2 = 2𝑘|𝑢0|2

(︁
𝑒−2𝑦 − 𝑒−𝑦 cos 𝑦

)︁
(4.12t)

Так что

𝑉 =
|𝑢0|2

2𝑐

(︀
−1 + 𝑒−𝑦 sin 𝑦 + 𝑒−2𝑦

)︀
(4.12u)

Для стоячей волны

𝑢 = 2Re
𝑢+ + 𝑢−

2
= 2 cos(𝑘𝑥)Re

(︀
𝑢0 exp(−𝑖𝜔𝑡)

)︀
,

(4.12v)
где 𝑢± = 𝑢0 exp(±𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝜔𝑡) — поля скорости волн, бе-
гущих вправо и влево соответственно. Функция тока и
потенциал (4.12o) равны

𝜓 = 2 cos(𝑘𝑥)Re
(︀
𝜁𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑢0/𝜅

)︀
,

𝜑𝑏 = 2 sin(𝑘𝑥)Re
(︀
𝑘𝑦𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑢0/𝜅

)︀
.

(4.12w)

Правая часть (4.12r) преобразуется до выражения

𝜈𝜕2𝑦𝑉 = −2𝑘 sin(2𝑘𝑥)|𝑢20|Re
(︁
− 2𝜁 + |𝜁|2 + 𝑖(𝜁* − 1)𝜁

)︁
= −2𝑘 sin(2𝑘𝑥)|𝑢20|

(︁
𝑒−̃︀𝑦(sin ̃︀𝑦 − 2 cos ̃︀𝑦) + 𝑒−2̃︀𝑦)︁,

(4.12x)
где ̃︀𝑦 = 𝑦/𝛿, и, например, 𝜁 ′(𝜅𝑦) = 𝜕𝜒𝜁(𝜒)|𝜒=𝜅𝑦. После
интегрирования получаем, что

𝑉 =
sin(2𝑘𝑥)

2

(︁
3−

(︀
4 sin ̃︀𝑦 + 2 cos ̃︀𝑦)︀𝑒−̃︀𝑦 − 𝑒−2̃︀𝑦)︁ |𝑢20|

𝑐
.

(4.12y)
Поток массы включает в себя в том числе и дрейф

Стокса, 𝑉𝐿 = 𝑉 + 𝑈𝑠,

𝑈𝑠 =
⟨︀
𝜚𝑢𝑢

𝑥
𝑏

⟩︀
= − sin(2𝑘𝑥) 𝑒−𝑦 sin 𝑦

|𝑢0|2

𝑐
(4.12z)
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• three
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Глава 5

ОДНОМЕРНОЕ ТЕЧЕНИЕ

§5-1. Одномерное течение жидкости

Одномерное течение жидкости является хорошей
моделью для многих течений. Примером одномерно-
го течения является распространение плоской звуко-
вой волны. Тогда как в Главе 4 рассматривалось рас-
пространение звуковых волн в линейном режиме по их
амплитуде, здесь мы будем интересоваться нелинейны-
ми эффектами. Эти нелинейные эффекты оказываются
важны при увеличении амплитуды звука.

Сперва имеет смысл рассмотреть течение идеаль-
ной жидкости. Законы сохранения вещества, импульса
(2.6b) и энтропии для идеальной жидкости при одно-
мерном движении имеют вид

d𝜌

d𝑡
+ 𝜌𝜕𝑥𝑣 = 0, (5.1a)

d𝑣

d𝑡
+ (1/𝜌)𝜕𝑥𝑃 = 0,

dS
d𝑡

= 0,
d

d𝑡
≡ 𝜕𝑡 + 𝑣𝜕𝑥.

Уравнение сохранения энергии является следствием
уже выписанных уравнений, см. Пункт 2-2.2.

Последнее уравнение в (5.1a) уже обсуждалось, см.
(2.7c): оно означает, что удельная энтропия для каждо-
го элемента жидкости сохраняется при его движении.
Итак, изменение плотности элемента жидкости проис-
ходит при постоянной его энтропии, то есть однозначно
связано с изменением давления:

d𝜌

d𝑡
=

𝜕𝜌

𝜕𝑃

⃒⃒⃒⃒
𝑆

d𝑃

d𝑡
≡ 1

𝑐2
d𝑃

d𝑡
. (5.1b)

Скорость звука 𝑐 изменяется во времени и простран-
стве, являясь функцией состояния жидкости (т.е. дав-
ления или плотности, помимо энтропии).

Теперь в первых двух уравнениях (5.1a) можно ис-
ключить дифференциалы от плотности 𝜌. Запишем эти
уравнения в одинаковой размерности:

𝜕𝑡𝑃 + 𝑣𝜕𝑥𝑃 + 𝜌𝑐2𝜕𝑥𝑣 = 0, (5.1c)

𝜌𝑐𝜕𝑡𝑣 + 𝜌𝑐𝑣𝜕𝑥𝑣 + 𝑐𝜕𝑥𝑃 = 0. (5.1d)

Двумя линейными комбинациями этих уравнений явля-
ются уравнения:(︀

𝜕𝑡 + (𝑐+ 𝑣)𝜕𝑥
)︀
𝑃 + 𝜌𝑐

(︀
𝜕𝑡 + (𝑐+ 𝑣)𝜕𝑥

)︀
𝑣 = 0,(5.1e)(︀

𝜕𝑡 + (𝑣 − 𝑐)𝜕𝑥
)︀
𝑃 − 𝜌𝑐

(︀
𝜕𝑡 + (𝑣 − 𝑐)𝜕𝑥

)︀
𝑣 = 0.(5.1f)

Из этих уравнений следует, что существуют две величи-
ны 𝐽±, называемые инвариантами Римана и характе-
ризующие возмущение жидкости, которые сохраняют-
ся, распространяясь вдоль двух семейств характеристик
𝐶± соответственно:

𝐽+ = 𝑣 +

ˆ
d𝑃

𝑐𝜌
= const

along characteristic 𝐶+ : d𝑥 = (𝑐+ 𝑣)d𝑡,

𝐽− = 𝑣 −
ˆ

d𝑃

𝑐𝜌
= const

along characteristic 𝐶− : d𝑥 = (−𝑐+ 𝑣)d𝑡.
(5.1g)

Обратим внимание, что удельная плотность энтропии S
остаётся постоянной вдоль характеристик 𝐶0:

S = const along characteristic 𝐶0 : d𝑥 = 𝑣 d𝑡, (5.1h)

которая не совпадает с характеристиками 𝐶±, и поэто-
му в общем случае может изменяться вдоль этих харак-
теристик. Это означает, что изменение давления d𝑃 в
(5.1g) определяется изменениями как плотности d𝜌, так
и удельной энтропии.

5-1.1 Бегущая нелинейная волна

Простой волной называют волну, у которой один из ин-
вариантов Римана (5.1g) равен нулю во всём простран-
стве. Простая волна есть бегущая волна. Если нулевым
выбрать инвариант Римана 𝐽−, то такая простая волна
бежит вправо, по направлению увеличения координа-
ты 𝑥. Выбрав значение 𝐽− = 0, мы предположили, что
для каждой характеристики 𝐶− существует момент в
прошлом, когда жидкость находилась в покое.

Предположим также, что течение является изэнтро-
пийным, т.е. удельная энтропия S однородна в простран-
стве. Это означает, что жидкость, находясь в покое до
прихода волны слева, находилась в тепловом равнове-
сии. Тогда давление полностью определяется плотно-
стью, так что равенство (5.1b) имеет место не только
вдоль траектории движения элемента жидкости, но и
вообще во всём пространстве. Соответственно, инвари-
ант Римана 𝐽− также может быть восстановлен инте-
грированием вдоль любого контура, а не только вдоль
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характеристик 𝐶−,

d𝑃 = 𝑐2 d𝜌, 0 = 𝐽− = 𝑣−
ˆ
𝑐
d𝜌

𝜌
or 𝑐(𝜌)

d𝜌

𝜌
= d𝑣.

(5.1i)
Таким образом, плотность 𝜌 определяется локальным
значением скорости 𝑣. Теперь остающийся постоянным
вдоль характеристик 𝐶+ инвариант Римана (5.1g) ока-
зывается однозначной функцией скорости, 𝐽+ = 𝐽+(𝑣).
Поэтому и сама скорость среды вдоль этих характери-
стик остаётся постоянной:

d𝑥

d𝑡
= 𝑐(𝑣) + 𝑣 = const at each 𝐶+. (5.1j)

А значит, остаётся постоянной и скорость распростра-
нения возмущения

𝐶+ : 𝑥 =
(︀
𝑐+ 𝑣

)︀
𝑡+ 𝑥0, (5.1k)

т.е. характеристика 𝐶+ в плоскости 𝑡-𝑥 представляет со-
бой прямую линию.

5-1.2 Предел малых амплитуд

Если предположить, что амплитуда волны мала, так что
𝑣 ≪ 𝑐, то местную скорость звука достаточно разложить
до первого порядка по амплитуде волны

𝑐 = 𝑐0 + (𝑐′ − 1)𝑣 + . . . , 𝑐′ =
3(𝑔 + 1)

2
. (5.1l)

Безразмерная константа 𝑔 определена в разложении
эффективной энергии сжимаемой жидкости (4.2d,4.2e);
при выводе соотношения (5.1l) мы в томи числе восполь-
зовались линейными соотношениями (4.3l) в волне.

Любая величина (𝑣, 𝜌 и т.д.), которая переносит-
ся вдоль характеристик 𝐶+ постоянной, удовлетворяет
уравнению типа:(︀

𝜕𝑡 + (𝑐0 + 𝑐′𝑣𝜕𝑥)
)︀
𝜌 = 0. (5.1m)

По сравнению с (5.1e), в (5.1m) произведено разложе-
ние местной скорости звука до первого порядка по ам-
плитуде волны (5.1l), и использована зависимость всех
величин только от одной из них, см. (5.1i). Перейдём в
систему отсчёта, движущуюся со скоростью 𝑐0, а в каче-
стве переносимой величины возьмём саму перемасшта-
бированную скорость 𝑢 = 𝑐′𝑣. В результате уравнение
(5.1m) перепишется в каноническом виде

𝜕𝑡𝑢+ 𝑢𝜕𝑥𝑢 = 0. (5.1n)

Уравнение (5.1n) называется уравнением Хопфа (Hopf
equation).

5-1.2.1 Эволюция исходно монохроматической
волны конечной амплитуды

• Задача 1: Рассмотрите эволюцию плоской бегущей
звуковой волны в идеальной жидкости. Определите рас-
стояние, на котором образуется слабая ударная волна и
уже точно нельзя игнорировать процессы диссипации.
В начальный момент времени волна является монохро-
матической. Течение является изэнтропийным.

Решение: В начальный момент времени простран-
ственное распределение скорости в волне есть

𝑣(𝑡 = 0, 𝑥0) = 𝑣0 cos(𝑘𝑥0). (5.2a)

Мы имеем дело с простой волной, распространяющей-
ся в условиях изэнтропийности. Поэтому скорость 𝑣,
плотность жидкости 𝜌 и местная скорость звука свя-
заны между собой однозначными соотношениями. Мы
используем (5.1l) в силу малости амплитуды волны.

𝑥

𝑣

Рис. 5.1 Исходный профиль волны (штрихованная
линия) и профиль волны по истечении времени 0.94𝑡*.

Положение точки на характеристике через время 𝑡

𝑥 = 𝑐0𝑡+ 𝑐′𝑘𝑣0𝑡 cos(𝑘𝑥0) + 𝑥0. (5.2b)

Профиль скорости в пространстве можно характеризо-
вать его производной, которая равна

𝜕𝑥𝑣
⃒⃒
𝑡
=

𝜕𝑣

𝜕𝑥0
/
𝜕𝑥

𝜕𝑥0
=

𝑘𝑣0𝑡 sin(𝑘𝑥0)

1− 𝑐′𝑘𝑣0𝑡 sin(𝑘𝑥0)
, (5.2c)

где мы воспользовались (5.2a,5.2b). Как видно, с тече-
нием времени профиль волны всё больше начинает от-
клоняться от синусоиды.

Образование слабой ударной волны соответствует
точке, в которой скорость меняется в пространстве
очень быстро, формально имея бесконечную производ-
ную по координате. В бесконечность производная (5.2c)
впервые обращается, когда 𝑐′𝑘𝑣0𝑡

* = 1. То есть после
того, как волна пробежит расстояние

𝑙* = 𝑐0𝑡
* =

1

𝑐′
𝑐0
𝑣0

𝜆

2𝜋
, 𝑡* =

1

𝑐′𝑘𝑣0
. (5.2d)

После точки (5.2d) образуются ударные волны, в кото-
рых нельзя игнорировать процессы диссипации.
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§5-2. Квази-одномерное течение через сопло

Реактивное движение летающих аппаратов осу-
ществляется посредством двигателя, ключевым элемен-
том которого является сопло, через которое происходит
истечения газа с большой скоростью. Сопло представля-
ет собой трубу сечения 𝑆(𝑧), которое медленно меняется
вдоль трубы (по мере увеличения координаты 𝑧).

В простейшей модели течение газа можно считать
однородным вдоль поперечного сечения трубы и стаци-
онарным во времени. Газ полагаем идеальной жидко-
стью. Труба начинается внутри некоторого сосуда, где
скорость жидкости можно считать равной нулю. Конец
трубы погружён в окружающую среду (также жидкость
или газ), имеющую давление 𝑃𝑒. Для того, чтобы про-
исходило истечение газа из сосуда, давление 𝑃0 газа нём
должно быть больше, 𝑃0 > 𝑃𝑒.

5-2.1 Свободное стационарное течение

Сперва продолжим общие рассуждения для стационар-
ного течения, начатые в Пункте 2-7.2, предположив, что
внешний потенциал отсутствует, 𝜙 = 0, т.е. течение яв-
ляется свободным. А именно, установим ограничения на
параметры стационарного течения вдоль какой-либо ли-
нии тока.

0 𝑣

𝑗

𝑣max𝑐*

𝑗*

Рис. 5.2 Зависимость плотности потока массы 𝑗 от
скорости. Был взят политропный газ с показателем

адиабаты 𝛾 = 1.4, так что критическая скорость (5.6d)
𝑐* ≈ 0.41𝑣max.

Во-первых, согласно уравнению Бернулли (2.21b)
тепловая функция W достигает своего максимума там,
где скорость обращается в нуль:

W0 =
𝑣2

2
+ W . (5.3a)

Обратное рассуждение приводит к заключению, что
и абсолютное значение скорости течения ограничено
некоторым значением 𝑣max. Это значение может быть
определено из закона Бернулли (5.3a): скорость 𝑣 макси-
мальна там, где удельная энтальпия минимальна, W →
min. Согласно (2.21c) этот минимум достигается при ми-
нимально возможном значении давления, которое есть
нуль, 𝑃 = 0; для газа этот передел при фиксирован-

ной энтропии (2.21d) соответствует нулевой температу-
ре 𝑇 = 0. Поэтому естественным для данной задачи яв-
ляется выбор точки отсчёта энергии, при которой теп-
ловая функция равна нулю при 𝑃 = 0, 𝑇 = 0. Таким
образом,

𝑣max =
√︀
2W0 (5.3b)

0 𝑣

𝑃

𝑣max

𝑃*

𝑐*

𝑃0

Рис. 5.3 Зависимость давления 𝑃 от скорости. Был
взят политропный газ с показателем адиабаты 𝛾 = 1.4.

Во-вторых, установим связь между изменениями
плотности потока массы 𝑗 = 𝜌𝑣 и скорости 𝑣. Для этого
надо связать между собой приращения массовой плот-
ности d𝜌 и скорости d𝑣 вдоль линии тока. В уравнении
(2.21c) изменение давления d𝑃 однозначно определяет-
ся изменением плотности d𝜌 в силу сохранения энтро-
пии, см. (2.21d), так что

d𝑃 =
𝜕𝑃

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝑆

≡ 𝑐2d𝜌, (5.3c)

где величина 𝑐 называется скоростью звука (она яв-
ляется функцией состояния жидкости). Теперь уравне-
ние (2.21c)

𝑣d𝑣 = −d𝑃

𝜌
= −𝑐

2d𝜌

𝜌
(5.3d)

может быть переписано в виде

d𝑗

d𝑣
= 𝜌

(︂
1− 𝑣2

𝑐2

)︂
, 𝑗 = 𝜌𝑣. (5.3e)

Это равенство означает, что пока скорость течения до-
звуковая, 𝑣 < 𝑐, то плотность потока массы 𝑗 увеличи-
вается с ростом скорости. При преодолении скоростью
течения скорости звука, когда течение сверхзвуковое,
𝑣 > 𝑐, плотность потока массы снижается при дальней-
шем увеличении скорости течения. Плотность потока
массы достигает максимума, когда скорость достигает
своего критического значения 𝑣 = 𝑐*:

𝑗* = 𝜌*𝑐*, 𝑐* < 𝑣max. (5.3f)

Величина критической скорости и соответствующее со-
стояние жидкости определяется системой уравнений

𝑐2*
2

+ W* = W0, S* = S0. (5.3g)
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Значение отношения критической и максимальной ско-
ростей 𝑐*/𝑣max < 1 в общем случае определяется дву-
мя константами — удельной энтропией и удельной эн-
тальпией при нулевой скорости течения. В частности,
для идеального газа оно является константой, завися-
щей только от показателя политропы газа.

5-2.2 Течение через сопло
Теперь вернёмся к изучению течения через сопло. За-
кон сохранения массы накладывает связь на плотность
потока массы в течении 𝑗 = 𝜌𝑣 и поперечное сечение 𝑆:
их произведение есть расход массы, который остаётся
постоянным вдоль трубы,

𝑄 = 𝑗𝑆 = 𝜌𝑣𝑆 = const. (5.4)

Из общего рассмотрения Пункта 5-2.1 следует, что плот-
ность потока массы 𝑗 имеет ограничение сверху, 𝑗 < 𝑗*,
где величина 𝑗* (5.3f) соответствует точке, в которой
местная скорость звука сравнивается со скоростью те-
чения 𝑣. Величина 𝑗* зависит только от удельной эн-
тальпии W0 газа в сосуде. Отсюда заключаем, что если
в потоке и достигается равенство 𝑗 = 𝑗*, то, согласно
(5.4), только там, где площадь поперечного сечения соп-
ла достигает своего минимума, 𝑆 = 𝑆min.

Рис. 5.4 Монотонно сужающееся сопло.

Кинетическая сила 𝐹 , действующая со стороны вы-
текающего газа на сопло и жидкость в сосуде, т.е. в це-
лом на летательный аппарат, равна

𝐹 = 𝑄𝑣. (5.5)

Таким образом, при фиксированном расходе вещества
𝑄 задача достижения максимума кинетической силы 𝐹
сводится к достижению максимума скорости истечения
𝑣. Согласно графику Рисунка 5.3, это означает миними-
зацию давления в струе на выходе из сопла.

В вытекающей струе давление должно быть не мень-
ше внешнего давления 𝑃𝑒. Это можно понять, передви-
гаясь в радиальном направлении из выходящей струи
в окружающую среду. Если бы внешнее давление было
больше, то струя стала бы у́же начиная с самого выхода
из сопла, т.е. сузилось бы эффективное выходное сече-
ние сопла. С другой стороны, если в вытекающей струе
давление больше внешнего, то по мере удаления от вы-
ходного конца сопла струя будет уширяться, но это уже
находится за рамками нашего текущего рассмотрения.

Монотонно суживающееся сопло. Рассмотрим
монотонно сужающееся сопло, пример которого изобра-
жён на Рисунке 5.4. Сужение сопла приводит к увели-
чению плотности потока 𝑗 согласно условию сохранения
полного потока (5.4). Увеличение 𝑗 приводит к движе-
нию вправо по кривой 𝑗(𝑣), см. Рисунок 5.2. Однако,
поскольку скорость истечения в устье сопла 𝑣0 всегда
меньше скорости звука, то увеличением 𝑗 возможно до-
стигнуть не более чем значения 𝑐* для скорости 𝑣.

Рис. 5.5 Сопло Лаваля.

Сопло Лаваля.

5-2.3 Задачи

• Задача 1: Для стационарного течения идеального
газа в точке достижения скоростью течения 𝑣 местной
скорости звука 𝑐* определить отношение 𝑐*/𝑣max. Пока-
затель адиабаты газа равен 𝛾.

Решение: Удельная энергия идеального газа E =
C𝑣𝑇 , где C𝑣 — удельная теплоёмкость при постоянном
объёме, см. (2.10l,2.10m), а его уравнения состояния есть
уравнение Клайперона-Менделеева, 𝑃V = (C𝑝 − C𝑣)𝑇 ,
где показатель адиабаты C𝑝/C𝑣 = 𝛾. Условие изэнтро-
пийности есть

𝑃V 𝛾 = 𝑃0V 𝛾
0 . (5.6a)

Удельная энтальпия W = E + 𝑃V = C𝑝𝑇 . Местная ско-
рость звука (5.3c)

𝑐2 = 𝛾𝑃V = 𝛾(C𝑝 − C𝑣)𝑇 = (𝛾 − 1)W =

= (𝛾 − 1)W0

(︂
V0

V

)︂𝛾−1

=

(︂
V0

V

)︂𝛾−1

𝑐20. (5.6b)

Здесь 𝑐0 — местная скорость звука при нулевой скорости
течения. Отметим, что скорость звука пропорциональна
квадратному корню из температуры, 𝑐 ∝

√
𝑇 .

Уравнение Бернулли (5.3g) принимает вид

𝛾 + 1

2
W* = W0,

𝜌*
𝜌0

=

(︂
2

𝛾 + 1

)︂1/(𝛾−1)

, (5.6c)

то есть, с учётом выражения для максимально возмож-
ной скорости течения 𝑣max (5.3b)

𝑐* =

√︂
𝛾 − 1

𝛾 + 1

√︀
2W0 =

√︂
𝛾 − 1

𝛾 + 1
𝑣max =

√︂
2

𝛾 + 1
𝑐0. (5.6d)



51

Отношение удельного объёма V* при достижении кри-
тической скорости к удельном объёму V0 при нулевой
скорости течения

V*

V0
=

(︂
𝛾 + 1

2

)︂1/(𝛾−1)

. (5.6e)

Для двухатомного газа 𝛾 = 1.4. Тогда 𝑐0 ≈ 0.45 𝑣max,
𝑐⋆ ≈ 0.41 𝑣max, отношение объёмов V*/V0 ≈ 1.58.

• Задача 2: Решить уравнение на плотность пото-
ка 𝑗(𝑣) (5.3e) в стационарном течении идеальной жид-
кости для политропного газа с показателем адиабаты 𝛾.
Найти зависимость давления от скорости течения 𝑃 (𝑣).

Решение: Уравнение (5.3d) с учётом выражений для
местной скорости звука (5.6b) и максимально возмож-
ной скорости течения (5.3b) может быть проинтегриро-
вано до вида

𝑣2

𝑣2nax
= 1−

(︂
𝜌

𝜌0

)︂𝛾−1

. (5.6f)

Плотность потока (5.3e)

𝑗 = 𝜌0𝑣

(︂
1− 𝑣2

𝑣2nax

)︂1/(𝛾−1)

. (5.6g)

Зависимость изображена на графике Рисунка 5.2. Мак-
симальная плотность потока 𝑗* достигается в точке

(5.6d) и оказывается равной

𝑗* =

(︂
2

𝛾 + 1

)︂(2𝛾−1)/(𝛾−1)

𝜌0𝑐0. (5.6h)

Из найденного решения (5.6f) и условия изэнтропийно-
сти (5.6a) получаем зависимость давления от скорости
течения:

𝑃 = 𝑃0

(︂
1− 𝑣2

𝑣2nax

)︂𝛾/(𝛾−1)

. (5.6i)

Для двухатомного, газа 𝛾 = 1.4, значение давления
в точке 𝑣 = 𝑐* есть 𝑃* ≈ 0.53𝑃0.

• Задача 3: Рабочим телом реактивного двига-
теля является двухатомный идеальный газ. Молекулы
газа имеют массу 𝑚 = 30 а.е.м. На входе в сопло тем-
пература газа равна 𝑇0 = 1000 ∘C, давление 𝑃0 = 2 атм.
Давление в окружающей среде равно 𝑃𝑒 = 0.5 атм. Рас-
ход вещества у двигателя 𝑄 = 0.5 кг/с. Найдите тягу
двигателя, если i) сопло является монотонно суживаю-
щимся с минимально возможной площадью сечения на
выходе; ii) используется сопло Лаваля с максимально
возможной площадью сечения на выходе. Чему равны
площади поперечного течения сопла на выходе в обоих
случаях?

§5-3. Ударная волна

В гидродинамике идеальной жидкости возможны те-
чения, в которых присутствуют поверхности разрыва.
При переходе через поверхность разрыва все или часть
термодинамических величин претерпевает скачок.

В ударной волне скорость жидкости направлена нор-
мально к поверхности разрыва по обе стороны от неё.
Скачок испытывают все термодинамические величины.
Вне области фронта течение описывается уравнениями
идеальной жидкости. Слева индекс ‘2’, справа индекс
‘1’, ударная волна (поверхность разрыва) движется сле-
ва на право, см. Рис. 5.6.

Перейдём в систему отсчёта, в которой фронт удар-
ной волны покоится. Поперёк разрыва выполняются за-
коны сохранения вещества, импульса и энергии, т.е. рав-
ны потоки массы 𝑗, импульса (2.6a) и энергии (2.7i) сле-
ва на право. Одинаковое значение какой-либо величины
𝐴 по разные стороны фронта мы будем также обозна-
чать как равенство нулю скачка этой величины при пе-
реходе через фронт, ⌊𝐴⌋ = 0. Итак, законы сохранения
дают равенства

𝜌2𝑣2 − 𝜌1𝑣1 ≡ ⌊𝜌𝑣⌋ ≡ ⌊𝑗⌋ = 0, (5.7a)

⌊𝑃 + 𝜌𝑣2⌋ = 0,

⌊︂
𝑣

(︂
𝜌𝐸 + 𝑃 +

𝜌𝑣2

2

)︂⌋︂
= 0.

Из этих равенств можно получить другие, более
удобные в дальнейших вычислениях комбинации. Во-
первых, можно переписать условие равенства нулю
скачка потока энергии, используя постоянство потока
массы, в виде ⌊︂

W +
𝑣2

2

⌋︂
= 0. (5.7b)

Равенства (5.7a,5.7b) называют условиями Ренкина-
Гюгонио (Rankine-Hugoniot conditions or Rankine-
Hugoniot jump conditions or Rankine-Hugoniot relations).
Во-вторых, выражение для потока массы через разницы
давлений и обратных плотностей имеет вид:

𝑗2 =
𝑃2 − 𝑃1

V1 − V2
, V = 1/𝜌, (5.7c)

где V есть объём, приходящийся на единицу массы. При
фиксированном потоке массы 𝑗 уравнение (5.7c) зада-
ёт линию на плоскости 𝑃 -𝑉 , которая носит имя Ре-
лея (Rayleigh line). Линия Релея изображена ниже на
Рис. 5.7. Далее, для разности скоростей

𝑣1 − 𝑣2 = (V1 − V2)𝑗. (5.7d)

Из выписанных равенств (5.7c,5.7d) следует, что все
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скачки при переходе через фронт

⌊𝑃 ⌋ = 𝑃2 − 𝑃1, ⌊𝜌⌋ = 𝜌2 − 𝜌1, −⌊𝑣⌋ = 𝑣1 − 𝑣2
(5.7e)

имеют одинаковый знак. Если этот знак положитель-
ный, как это будет показано ниже для большинства
сред, то имеет место также соотношение

𝑣1 − 𝑣2 =
√︀
(𝑃2 − 𝑃1)(V1 − V2). (5.7f)

𝑣2

𝑣1 − 𝑣2

𝑣1

𝑣1
система
покоя жидкости
перед фронтом

система, где
фронт неподвижен

Рис. 5.6 Скорости жидкости в системе покоя жидкости
и в системе покоя фронта.

Энтропия также испытывает скачок при прохожде-
нии через фронт. Поскольку энтропия может только
увеличиваться, то движению фронта слева направо со-
ответствует неравенство

S2 − S1 > 0. (5.7g)

5-3.1 Адиабата Гюгонио
Для разницы удельных (массовых плотностей) внутрен-
них энергий получаем уравнение

E2 − E1 =
(𝑃2 + 𝑃1)(V1 − V2)

2
. (5.8a)

Это уравнение, связывающее между собой 𝑃2,V2 при
известных 𝑃1,V1, называют адиабатой Гюгонио или
ударной адиабатой (shock-Hugoniot adiabat). Поскольку
удельные энтальпия и энергия связаны соотношением

W = E + 𝑃V ,

то (5.8a) можно переписать в виде

W2 − W1 =
(𝑃2 − 𝑃1)(V1 + V2)

2
. (5.8b)

С формальной точки зрения уравнение ударной
адиабаты (5.8a) значительно отличается от, скажем,
уравнения адиабаты Пуассона для изоэнтропийного
процесса. Тогда как адиабата Пуассона задаётся уравне-
нием типа 𝑓𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝑃,V ; S) = 0, уравнение (5.8a), зада-
ющее ударную адиабату, имеет вид 𝑓(𝑃1,V1;𝑃2,V2) = 0
с симметрией

𝑓(𝑃2,V2;𝑃1,V1) = −𝑓(𝑃1,V1;𝑃2,V2). (5.8c)

Вследствие этого уравнение на ударную адиабату зада-
ёт двух-параметрическое семейство кривых на плоско-
сти 𝑃 -𝑉 (двумя параметрами являются значения 𝑃1,V1

в состоянии перед фронтом волны), тогда как адиаба-
ты Пуассона образуют одно-параметрическое семейство
кривых (параметром является энтропия S).

𝑃

V

𝑎
𝑏

Poisson
(𝑃1,V1)

(𝑃2,V2)

(𝑃3,V3)
Rayleigh

line

Рис. 5.7 Ударные адиабаты, построенные для
идеального газа с 𝛾 = 1.4. Жирными точками

обозначены состояния газа перед фронтом. Сплошные
линии — возможные состояния за фронтом.
Вертикальные линии из точек соответствуют

максимально возможной степени сжатия (5.8o), для
выбранной модели равной 6.

На Рис. 5.7 в качестве примеров построены графи-
ки ударных адиабат идеального газа. Адиабата ‘a’ име-
ет начальной точкой состояние ‘1’. Выберем состояние
‘2’ в качестве состояния после фронта на ударной адиа-
бате ‘a’. Предположим, что это состояние является на-
чальным для ещё одной ударной волны, распространя-
ющейся следом за первой. Состояния после фронта вто-
рой ударной волны лежат на ударной адиабате ‘b’, см.
Рис. 5.7. В силу симметрии уравнения Гюгонио (5.8c),
ударная адиабата ‘b’ проходит также и через состоя-
ние ‘1’.

5-3.1.1 Адиабата Пуассона и выбор типичных
свойств среды

Ниже мы будем полагать, что во всём диапазоне реле-
вантных термодинамических состояний адиабатическая
сжимаемость падает с увеличением давления, т.е. вы-
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полняется неравенство

𝜕2𝑉

𝜕𝑃 2

⃒⃒⃒⃒
𝑆

> 0. (5.8d)

Неравенство (5.8d) хотя и выполняется для большин-
ства сред, тем не менее, не является термодинамическим
неравенством. Существуют примеры сред, где оно нару-
шается — сейчас такие случаи мы не рассматриваем.

Проведём адиабату Пуассона через точку ‘1’ на
Рис. 5.7. Если выполнено (5.8d), то адиабата Пуассона
вогнута вниз, как изображено на Рис. 5.7.

В дополнение к условию (5.8d) также примем, что
реализован и другой наиболее частый случай, когда сре-
да расширяется при нагревании, то есть

𝜕𝑉

𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

> 0. (5.8e)

Тогда объём растёт с увеличением энтропии, поскольку

𝜕𝑉

𝜕𝑆

⃒⃒⃒⃒
𝑃

=
𝑇

C𝑝

𝜕V
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑃

as dS =
C𝑝
𝑇
d𝑇 at 𝑃 = const.

В результате приходим к выводу, что состояниями по-
сле ударной волны для адиабаты ‘a’ могут быть только
точки, лежащие выше адиабаты Пуассона в силу усло-
вия возрастания энтропии (5.7g). Именно так на Рис. 5.7
взаимно расположены адиабата Пуассона и возможные
состояния за фронтом на адиабате Гюгонио.

5-3.2 Слабая ударная волна

Положим, что разность давлений за и перед фронтом
мала,

𝑃2 − 𝑃1 ≪ 𝑃1.

Этот предел называется слабой ударной волной. Иссле-
дуем свойства слабой ударной волны. Помимо проче-
го, это позволит нам понять, как взаимно расположены
адиабаты Гюгонио и Пуассона в точке их пересечения. В
частности, оказывается, что точка пересечения являет-
ся точкой касания второго порядка. Это означает, что у
этих кривых совпадают первая и вторая производные в
точке пересечения, а отличия начинаются только с про-
изводных третьего порядка.

Для исследования свойств слабой ударной волны
удобно перейти в координаты 𝑆-𝑃 , поскольку адиаба-
та Пуассона соответствует S = const. Произведём разло-
жение уравнения ударной адиабаты в ряд по степеням
величин скачков

𝛿S = S2 − S1, 𝛿𝑃 = 𝑃2 − 𝑃1.

Будем использовать форму записи уравнения ударной
адиабаты (5.8b), поскольку его правая часть уже про-
порциональна 𝛿𝑃 . Как мы ожидаем, 𝛿S ∝ (𝛿𝑃 )3, поэто-
му разложение производим до первого порядка по 𝛿S и

до третьего порядка по 𝛿𝑃 . Напомним, что дифферен-
циал удельной энтальпии равен

dW = 𝑇dS + V d𝑃.

Левая часть уравнения (5.8b) — скачок удельной энталь-
пии 𝛿W = W2 − W1 — приближённо равна

𝛿W = 𝑇 𝛿S + V 𝛿𝑃 +
1

2

𝜕V
𝜕𝑃

⃒⃒⃒⃒
𝑆

(𝛿𝑃 )2 +
1

6

𝜕2V
𝜕𝑃 2

⃒⃒⃒⃒
𝑆

(𝛿𝑃 )3,

(5.8f)
где все величины в правой части перед приращениями
должны браться в точке ‘1’. В правой части уравне-
ния на ударную адиабату (5.8b) надо учитывать зависи-
мость удельного объёма только от давления, поскольку
учёт зависимости от энтропии дал бы поправки порядка
𝛿S · 𝛿𝑃 ∝ (𝛿𝑃 )4, которыми мы должны пренебрегать:

(V2 + V1)𝛿𝑃

2
= V 𝛿𝑃 +

1

2

𝜕V
𝜕𝑃

⃒⃒⃒⃒
𝑆

(𝛿𝑃 )2 +
1

4

𝜕2V
𝜕𝑃 2

⃒⃒⃒⃒
𝑆

(𝛿𝑃 )3,

(5.8g)
где, опять, все величины в правой части перед прира-
щениями должны браться в точке ‘1’.

Приравнивая правые части (5.8f,5.8g), приходим к
соотношению

𝛿S =
1

12𝑇

𝜕2V
𝜕𝑃 2

⃒⃒⃒⃒
𝑆

(𝛿𝑃 )3. (5.8h)

Во-первых, мы убедились, что, действительно, скачок
энтропии в слабой ударной волне пропорционален кубу
скачка давления. Во-вторых, в силу сделанного пред-
положения (5.8d) о свойствах среды, давление позади
фронта должно быть больше давления перед ним,

𝑃2 > 𝑃1 ⇒ 𝒱1 > 𝒱2, 𝑣1 > 𝑣2. (5.8i)

Этот знак определяет знаки и в скачках остальных ве-
личин, смотри (5.7e). В частности, за фронтом происхо-
дит сжатие жидкости.

Отметим, что адиабата Гюгонио вогнута вниз, по-
скольку, как мы показали, её вторая производная сов-
падает со второй производной адиабаты Пуассона.

5-3.3 Скорости перед и за фронтом
Перейдём к определению скоростей течения в ударной
волне. Устремим сначала амплитуду ударной волны к
нулю. Тогда поток массы 𝑗 (5.7c) равен производной
давления по удельному объёму при постоянной энтро-
пии в силу пренебрежимой малости её скачка (5.8h):

𝑗2 = −𝜕𝑃
𝜕V

⃒⃒⃒⃒
𝑆

=
𝑐21
V 2

, (5.8j)

где 𝑐1 — скорость звука в точке ‘1’, смотри (4.1e). Итак,
касательная к ударной адиабате в точке ‘1’ к адиабате
‘a’ пропорциональна квадрату скорости звука.

Теперь рассмотрим конечные 𝛿𝑃 и 𝛿V . Скорости зву-
ка в состояниях ‘1’ и ‘2’ равны 𝑐1 и 𝑐2 и определяются
(5.8j). Прямая Релея имеет наклон больше наклона ка-
сательной к адиабате ‘a’ в точке ‘1’. Поскольку адиа-
бата ‘b’ вогнута вниз, то наклон прямой Релея меньше
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наклона касательной к этой адиабате в точке ‘2’; послед-
ний же определяется выражением, аналогичным (5.8j).
Поэтому имеем следующую цепочку неравенств и ра-
венств:

𝑐21
𝒱2
1

<
𝑣21
𝒱2
1

=
𝑣22
𝒱2
2

<
𝑐22
𝒱2
2

, (5.8k)

где равенство следует из сохранения потока массы 𝑗 =
𝑣/𝒱, см. (5.7a). Отсюда получаем неравенства (добавим
также сюда неравенство (5.8i))

𝑐1 < 𝑣1, 𝑣2 < 𝑐2, 𝑣2 < 𝑣1. (5.8l)

Скорость движения фронта относительно жидкости
за фронтом меньше местной скорости звука. Поэтому
фронт ударной волны могут достигать слабые возмуще-
ния, приходящие из области ‘2’. Наоборот, скорость дви-
жения фронта относительно жидкости перед фронтом
больше местной скорости звука. Поэтому слабые воз-
мущения не могут распространяться от ударной волны
вперёд, обгоняя её саму. Наличие ударной волны никак
не сказывается на состоянии газа перед ней.

Все полученные неравенства распространяются на
ударные волны произвольной амплитуды.

5-3.4 Идеальный газ
Напомним, что для идеального газа удельная энергия

E =
𝑃V
𝛾 − 1

, (5.8m)

где 𝛾 — показатель адиабаты Пуассона. Уравнение для
ударной адиабаты (5.8a) может быть представлено в ви-
де

V2

V1
=

(𝛾 + 1)𝑃1 + (𝛾 − 1)𝑃2

(𝛾 − 1)𝑃1 + (𝛾 + 1)𝑃2
. (5.8n)

Отсюда следует, что максимально возможный коэффи-
циент сжатия (минимальное отношение 𝑉2/𝑉1) достига-
ется при устремлении к бесконечности отношения дав-
лений 𝑃2/𝑃1 → ∞ и оказывается равным

𝜌2
𝜌1

⃒⃒⃒⃒
max

=
𝛾 + 1

𝛾 − 1
. (5.8o)

§5-4. Образование ударных волн в плоской звуковой волне

Продолжим рассмотрение эволюции плоской про-
стой звуковой волны конечной амплитуды, начатое в
Пункте 5-1.2.1. Для определённости продолжим счи-
тать, что волна бежит вправо — в направлении уве-
личения координаты 𝑥. Как следует из решения зада-
чи Пункта 5-1.2.1, с течением времени в плоской про-
стой волне образуются поверхности, на которых ско-
рость имеет бесконечную пространственную производ-
ную. Соответствующие моменты являются моментами
образования слабых ударных волн. Формально, описа-
ние эволюции волны в терминах инвариантов Римана
перестаёт работать левее фронта ударной волны. Одна-
ко, если волна слабо нелинейна, то возможно построить
приближённое решение, работающее в том числе и по-
зади фронтов слабых ударных волн и при этом основы-
вающееся на решении для простой волны.

Будем работать в лабораторной системе координат
и потому изменим обозначения для скорости по сравне-
нию с принятыми в § 5-3, см. Рисунок 5.6. Новые обо-
значения приведены на Рисунке 5.8. Предполагающаяся
слабая нелинейномть означает, что скорость 𝑣, индуци-
рованная волной, мала по сравнению со скоростью зву-
ка,

𝑣 ≪ 𝑐. (5.9a)

Зафиксируем скачок давления 𝛿𝑃 = 𝑃2−𝑃1 на удар-
ной волне. Приступая к сравнению ударной волны и
простой волны, во-первых, напомним, что в простой
волне, распространяющейся в изэнтропийной жидко-
сти, все величины однозначно связаны между собой, см.

(5.1i). С другой стороны, в слабой ударной волне скачок
энтропии (5.8h) параметрически мал, будучи пропорци-
онален кубу скачка давления. Поэтому и скачки всех
остальных величин (скорости, плотности, температуры
и т.д.) на ударной волне отличаются от соответствую-
щих приращений для простой волны только в третьем
порядке по 𝛿𝑃 . Заключаем, что решение для простой
волны, формально продолженное за моменты образо-
вания ударных волн, по-прежнему годится в качестве
главного приближения с точностью до того, что части
этого решения в областях, где функция 𝑣(𝑡, 𝑥) становит-
ся многозначной, должны быть заменены на фронты,
см. Рисунок 5.8.

Найдём скорость 𝑢 перемещения фронта (а, значит,
и его положение) ударной волны. Закон сохранения ве-
щества (5.7a) в текущих обозначениях имеет вид

𝜌1(𝑣-- − 𝑢) = 𝜌2(𝑣+ − 𝑢) ⇒ 𝑢 =
𝜌2𝑣+ − 𝜌1𝑣--
𝜌2 − 𝜌1

. (5.9b)

Выражение для 𝑢 (5.9b) не изменится с точностью до
первого порядка малости по 𝛿𝑃 включительно, если
вместо скачков величин 𝜌𝑣 и 𝜌 мы возьмём их прира-
щения для простой волны. В том же первом порядке
по 𝛿𝑃 выражение для 𝑢, записанное уже через при-
ращения для простой волны, совпадает с производной
d(𝜌𝑣)/d𝜌 в этой волне, взятой на полу-скачке плотно-
сти, то есть при плотности 𝜌 = (𝜌1+𝜌2)/2. С нашей точ-
ностью вычислений следует считать, что это значение
плотности соответствует также и полу-скачку скорости,
𝑣 = (𝑣+ + 𝑣--)/2. Таким образом, скорость перемещения
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фронта

d𝑥𝑠
d𝑡

≡ 𝑢 =
d(𝜌𝑣)

d𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝑣=𝑣

= (𝑐+ 𝑣)
⃒⃒
𝑣=𝑣

=

= 𝑐0 + 𝑐′
𝑣+ + 𝑣--

2
, (5.9c)

где равенство d𝑣/d𝜌 = 𝑐/𝜌 согласно (5.1i) является след-
ствием сохранения инварианта Римана 𝐽−, а безразмер-
ная величина 𝑐′ введена согласно (5.1l). Отметим, что
если захотеть получить (5.9c) из (5.9b) прямолинейным
вычислением, то в знаменателе (5.9b) плотность надо
раскладывать до первого порядка по 𝑣, а в числителе —
до второго.

𝑥

𝑣

𝑥𝑠

𝑣--

𝑣+

𝑢

𝑃2,V2 𝑃1,V1

𝑥(𝑡, 𝑣)

Рис. 5.8 Фронт ударной волны в звуковой волне слабой
интенсивности. Координата фронта равна 𝑥𝑠, его
скорость 𝑢, так что d𝑥𝑠/d𝑡 = 𝑢. Перед фронтом

скорость жидкости равна 𝑣--, за фронтом она равна 𝑣+

Скорость перемещения фронта ударной волны
(5.9c), будучи проинтегрированной по времени, опре-
деляет положение фронта 𝑥𝑠. Положение фронта мож-
но установить и другим способом согласно следующему
геометрическому правилу. Пусть координата 𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝑣)
(5.1k) есть положение возмущения в простой волне, ха-
рактеризующегося скоростью 𝑣, к моменту времени 𝑡:

𝑥 = (𝑐+ 𝑣)𝑡 =
(︀
𝑐0 + 𝑐′𝑣

)︀
𝑡, (5.9d)

см. Рис. 5.8. Сейчас мы используем (5.9d) независимо от
того факта, что в тех областях, где произошло опроки-
дывание, это выражение не имеет физического смысла.
Геометрическое правило состоит в том, что положение
фронта определяется условием

+ˆ

--

(︀
𝑥𝑠 − 𝑥(𝑡, 𝑣)

)︀
d𝑣 = 0, (5.9e)

т.е. равенством площадей зелёной и розовой областей на
Рис. 5.8. При этом надо учитывать, что 𝑥(𝑡, 𝑣) являет-
ся в общем случае многозначной функцией скорости, и
при проведении интегрирования следует выбирать пра-
вильную её ветвь.

Для того, чтобы доказать (5.9e), продифференци-
руем это соотношение по времени и воспользуемся

(5.9c,5.9d):

d

d𝑡

+ˆ

--

(︀
𝑥𝑠 − 𝑥

)︀
d𝑣 =

= (𝑢− 𝑐0)

+ˆ

--

d𝑣 −
+ˆ

--

(𝑐+ 𝑣 − 𝑐0)d𝑣 =

= 𝑐′
(︂
𝑣 𝛿𝑣 − 𝑣2+ − 𝑣2--

2

)︂
= 0. (5.9f)

Мы учли, что значение интегранда в (5.9e) на грани-
цах области интегрирования равно нулю, поэтому изме-
нение пределов интегрирования во времени не вносит
вклад в производную интеграла. Таким образом, инте-
грал (5.9e) не изменяется во времени. Его значение в мо-
мент образования ударной волны равно нулю, т.е. (5.9e)
верно́.

5-4.1 Треугольный импульс

Рассмотрим эволюцию одиночного треугольного им-
пульса. А именно, пусть в начальный момент времени
имеется бегущее вправо возмущение, длительность ко-
торого по координате 𝑥 равна 𝑙. Скорость отлична от
нуля в интервале 0 < 𝑥 < 𝑙, где она равна 𝑣 = 𝑥𝑉0/𝑙.
Таким образом, положение ударной волны в начальный
момент времени 𝑥𝑠(𝑡 = 0) = 𝑙. Литература: [Ландау &
Лифшиц, 1986, § 102].

Из геометрических построений, показанных на Ри-
сунке 5.8, следует, что форма импульса так и будет оста-
ваться треугольной. Проведём на Рисунке 5.9 эти же
геометрические построения для конкретно треугольно-
го импульса с тем, чтобы определить его параметры.

В движущейся со скоростью 𝑐0 системе координат
точки 𝐴 и 𝐵 остаются неподвижными. Точка 𝐶 дви-
жется со скоростью 𝑉0, так что пространственная про-
тяжённость импульса (𝑥-координата точки 𝐶 ′) в момент
времени 𝑡 равна 𝑥𝑠 = 𝑙 + 𝑉0𝑡. Согласно геометрическо-
му принципу. выраженному уравнением (5.9e), площади
треугольников 𝐷𝐶 ′𝑂 и 𝐵𝑂𝐸 равны. С другой стороны,
равны площади треугольников 𝐴𝐶𝐵 и 𝐴𝐶 ′𝐵, как име-
ющие общее основание и одинаковую высоту. Поэтому
площади треугольников 𝐴𝐶𝐵 и 𝐴𝐷𝐸 также равны. Рас-
пишем последнее равенство:

𝑆(𝐴𝐶𝐵) = 𝑙𝑉0 =

= 𝑆(𝐴𝐷𝐸) = 𝐿𝑉 = 𝑥2𝑠
𝐷𝐸

𝐴𝐸
= 𝑥2𝑠

𝐶 ′𝐵′

𝐴𝐵′ = 𝑥2𝑠
𝑉0

𝑙 + 𝑉0𝑡
.

(5.10)
где 𝑉 есть максимальное значение скорости в импульсе
(вертикальная координата точки 𝐷). Отсюда получаем,
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что

𝑥𝑠 =
√︀
(𝑙 + 𝑐′𝑉0𝑡)𝑙,

d𝑥𝑠
d𝑡

=

√
𝑙 𝑐′𝑉0

2
√︀
(𝑙 + 𝑐′𝑉0𝑡)

,

𝑉 =

√
𝑙√

𝑙 + 𝑉0𝑡
𝑉0.

(5.11)

То, что 𝑥̇𝑠 > 0 означает, что фронт движется со скоро-
стью, превышающей скорость распространения 𝑐0 ли-
нейных волн.

𝑥

𝑣

𝐴

𝐶

𝐵

0

𝐶 ′

𝑙 𝑙 + 𝑉0𝑡

𝑉0

𝑉

𝐵′

𝐷

𝑥𝑠

𝑂

𝐸

Рис. 5.9 Эволюция импульса с треугольным профилем.

Посчитаем полную поверхностную энергию 𝐸, свя-
занную с импульсом. Мы будем пренебрегать изменени-
ем удельной энтропии жидкости, возникающим после
прохождения фронта. Тогда

𝐸 =

𝑥𝑠ˆ

0

d𝑥

(︂
𝜌𝑣2

2
+ 𝜀(𝜚)

)︂
, (5.12)

где объёмная плотность энергии 𝜀(𝜚) определена в
(4.2d). Ограничимся вычислением энергии в квадратич-
ном приближении по амплитуде импульса, для этого до-
статочно взять (5.1i) в линейном приближении по откло-
нению от равновесия,

𝜚 = 𝜌− 𝜌0 =
𝜌0
𝑐0
𝑣. (5.13)

Тогда внутренняя энергия равна кинетической, и вместе
они на больших временах спадают как корень пройден-
ного импульсом расстояния,

𝐸 =
𝑥𝑠 𝜌0 𝑉

2

2
=

𝜌0 𝑙 𝑉
2
0

2
√︀

1 + 𝑐′𝑉0𝑡/𝑙
. (5.14)

5-4.2 Задачи

• Задача 1: Найдите разность 𝛿𝑣 − 𝛿′𝑣 скачка скоро-
сти 𝛿𝑣 = 𝑣+ − 𝑣-- на ударной волне и соответствующего
приращения скорости 𝛿′𝑣 в простой волне. Выразите эту
разность через скачок давления 𝛿𝑃 на ударной волне.

• Задача 2: Рассмотрите эволюцию периодической
последовательности ударных волн с треугольным про-
филем, в частности, зависимость амплитуды ударных
волн от времени. Такую последовательность можно рас-
сматривать как некоторую промежуточную асимптоти-
ку эволюции изначально монохроматической звуковой
волны конечной амплитуды, см. Пункт 5-1.2.1. Указа-
ние: Пусть период равен 𝜆, а положения некоторых двух
соседних ударных волн в начальный момент времени
суть 𝑥 = ±𝜆/2. В начальный момент времени между
этими точками скорость линейно меняется с координа-
той, 𝑣 = 𝑤0𝑥, |𝑥| ≤ 𝜆/2.

§5-5. Диссипативные процессы в одномерном течении

Запишем законы сохранения количества вещества,
импульса и энергии при одномерном течении. Закон со-
хранения вещества не изменяется по сравнению с (5.1a):

𝜕𝑡𝜌+ 𝜕𝑥(𝜌𝑣) = 0 (5.16a)

Закон сохранения импульса в общем виде имеет вид
(2.8d), который для одномерного течения сводится к

𝜕𝑡(𝜌𝑣) + 𝜕𝑥

(︂
𝑣2

2
+ 𝑃 − ζ′𝜕𝑥𝑣

)︂
= 0. (5.16b)

Отметим, что логика появления комбинации 𝜁 ′ первой и
второй вязкостей та же самая, что и при исследовании
звуковых волн, см. (4.5d), поскольку одномерное тече-
ние есть частный случай потенциального. Закон сохра-

нения энергии (2.10g) принимает вид

𝜕𝑡

(︂
𝜌𝐸 +

𝜌𝑣2

2

)︂
+ (5.16c)

+ 𝜕𝑥

(︂
𝜌𝑣

(︂
𝑣2

2
+ W

)︂
− ζ′𝜕𝑥𝑣

2

2
− æ𝜕𝑥𝑇

)︂
= 0.

Учёт диссипативных членов привёл к тому, что в урав-
нениях (5.16b,5.16c) появились вторые производные. В
результате система уравнений (5.16) не может быть ре-
шена методом характеристик, как это было сделано
для уравнений одномерного течения идеальной жидко-
сти (5.7a).
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5-5.1 Слабая ударная волна
Продолжим здесь развивать описание слабой ударной
волны, начатое в § 5-4, теперь с учётом диссипативных
процессов.

Конечные вязкость и теплопроводность жидкости
приводят к тому, что фронт ударной волны теперь не
является математической плоскостью, а имеет конеч-
ную толщину 𝛿. Об ударной волне имеет смысл гово-
рить тогда, когда эта толщина остаётся малой. А имен-
но, когда масштаб изменения всех величин до и после
ударной волны намного превышает её ширину 𝛿. Дале-
ко впереди и сзади ударной волны все поля выходят на
свои постоянные значения, которые мы будем обозна-
чать индексами ‘1’ и ‘2’ соответственно.

Ширина ударной волны 𝛿 тем меньше, чем мень-
ше коэффициенты теплопроводности æ и вязкости ζ′. С
другой стороны, если амплитуда ударной волны 𝛿𝑃 =
𝑃2 − 𝑃1 стремится к нулю, то ширина ударной волны
должна возрастать, поскольку в переделе 𝛿𝑃 → 0 соб-
ственно нет и ударной волны. Как мы увидим ниже,

𝛿 ∝ 1

𝛿𝑃
, (5.17a)

𝜕𝑥𝑃, 𝜕𝑥V ∝ (𝛿𝑃 )2 inside shock,

что означает, что давление и удельный объём меняют-
ся плавно внутри фронта от значений 𝑃2, V2 за ним до
значений 𝑃1, V1 перед ним. Вне фронта все простран-
ственные производные стремятся к нулю.

Мы можем ожидать, что в системе отсчёта, где
фронт ударной волны покоится (эта система отсчёта ис-
пользовалась в § 5-4), распределение полей в простран-
стве является стационарным. То есть, 𝜕𝑡 = 0 в (5.16).
Перейдём в эту систему отсчёта. Закон сохранения ве-
щества (5.16a) примет вид

𝜌𝑣 = 𝑗. (5.17b)

Закон сохранения импульса (5.16b) с учётом (5.17b) мо-
жет быть записано в виде

𝑃 − 𝑃1 + 𝑗2(V − V1)− ζ′𝑗 𝜕𝑥V = 0, (5.17c)

Величины без индекса взяты в произвольной точке 𝑥; ес-
ли эта произвольная точка оказывается далеко за фрон-
том, то величины следует снабдить нижним индексом
‘2’. Уравнение (5.17c) совпадает с (5.7c) при удалении
точки 𝑥 далеко за фронт. Наконец, уравнение на сохра-
нение энергии (5.16c) приобретает вид

W −W1 +
𝑗2

2

(︀
V 2−V 2

1

)︀
− 𝑗ζ′V 𝜕𝑥V − æ

𝑗
𝜕𝑥𝑇 = 0. (5.17d)

При удалении точки 𝑥 далеко за фронт оно совпадает
с (5.8b) с учётом (5.7c).

Линейная комбинация (5.17d) с уравнением (5.17c),
домноженным на V − V1, даёт уравнение

(W − W1) − (𝑃 − 𝑃1)
V + V1

2
=

æ

𝑗
𝜕𝑥𝑇. (5.17e)

В (5.17e) мы опустили вклад, пропорциональный
(V − V1) 𝜕𝑥V , поскольку согласно (5.17a) его малость
оценивается как (𝛿𝑃 )3, а как мы сейчас покажем, лиди-
рующие вклады в (5.17e) пропорциональны (𝛿𝑃 )2. На-
помним (5.8h), что полный скачок энтропии на ударной
волне кубичен по её амплитуде,

𝛿S ≡ S2 − S1 ∝ (𝛿𝑃 )3,

Мы можем рассчитывать, что и внутри ударной волны
вариация энтропии настолько мала, что в (5.17e) мы мо-
жем приближённо заменить 𝜕𝑥𝑇 → (𝜕𝑇/𝜕𝑃 )|𝑆𝜕𝑥𝑃 . Да-
лее, используем ряды (5.8f,5.8g) для разложения первых
двух слагаемых в (5.17e) по 𝛿𝑃 , удерживая не более чем
квадратичные члены:

𝑇 (S − S1) =
æ

𝑗

𝜕𝑇

𝜕𝑃

⃒⃒⃒⃒
𝑆

𝜕𝑥𝑃. (5.17f)

Равенство (5.17f) означает, что приращение энтропии
внутри фронта ударной волны S − S1 является ве-
личиной второго порядка по её амплитуде согласно
(5.17a). Таки образом, скачок энтропии по разные сто-
роны фронта оказывается параметрически меньше, чем
разность значения энтропии вне фронта и внутри него.

𝑥

𝑆, 𝑃

𝛿𝑃

∼ (𝛿𝑃 )2

Рис. 5.10 Фронт ударной волны слабой интенсивности
с учётом диссипативных процессов.

5-5.1.1 Простая волна малой амплитуды в среде
с диссипацией

Уравнения (5.16) описывают волны, распространяющи-
еся одновременно в положительном и отрицательном
направлениях оси 𝑂𝑥. Мы хотели бы описать волну,
бегущую только в право. В случае идеальной жид-
кости такая волна называется простой и уравнение
на неё легко выделяется методом характеристики, см.
Пункт 5-1.1. Диссипативные члены в уравнениях (5.16)
содержат вторые производные по координате. С ними
метод характеристик строго говоря более не применим.

Мы получим уравнение для волны, бегущей толь-
ко в одном направлении, пользуясь его компоновкой из
уравнений в предельных случаях.
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Линейное уравнение для волны, распространяющей-
ся в положительном направлении вдоль оси 𝑂𝑥, выпи-
сано в (4.5l): (︁

𝜕𝑡 + 𝑐0𝜕𝑥 − 𝜇𝜕2𝑥

)︁
𝑣 = 0. (5.17g)

Если же мы хотим обобщить это уравнение на случай
слабой нелинейности, то мы должны учесть, что возму-
щение распространяется не с фиксированной скоростью
𝑐0, а со скоростью 𝑐0 → 𝑐(𝑣) + 𝑣, см. (5.1j,5.1k). При
слабой нелинейности имеет место линейное разложение
скорости распространения возмущения по его амплиту-
де, см. (5.1l,5.1m). Поэтому приходим к уравнению

𝜕𝑡𝑣 + (𝑐0 + 𝑐′𝑣)𝜕𝑥𝑣 = 𝜇𝜕2𝑥𝑣. (5.17h)

Теперь перейдём в движущуюся систему отсчёта со ско-
ростью 𝑐0 и перемасштабируем поле скорости, введя но-
вое поле 𝑢 = 𝑐′𝑣. В результате придём к уравнению Бюр-
герса (Burgers’ equation)

𝜕𝑡𝑢+ 𝑢𝜕𝑥𝑢 = 𝜇𝜕2𝑥𝑢. (5.17i)

По сравнению с уравнением Хопфа (5.1n) уравнение
Бюргерса содержит диссипативный член в правой ча-
сти.

Шок. Имея ввиду слабую ударную волну, будем ис-
кать решение, у которого производная 𝜕𝑥𝑢 затухает на
далёких расстояниях, и которое движется с постоянной
скоростью 𝑢0, то есть для которого

𝜕𝑡𝑢+ 𝑢0𝜕𝑥𝑢 = 0. (5.17j)

Выразив временну́ю производную посредством связи
(5.17j) в уравнении Бюргерса (5.17i), получим

(𝑢− 𝑢0)
2 − 2𝜇𝜕𝑥𝑢 = 𝑢21/4, (5.17k)

где 𝑢1 > 0 — константа интегрирования. Искомое реше-
ние имеет вид

𝑢 = 𝑢0 −
𝑢1
2

tanh
𝑥− 𝑥0 − 𝑢0𝑡

𝛿
, 𝛿 =

4𝜇

𝑢1
. (5.17l)

Решение (5.17l) называется шоком. Амплитуда шока, то
есть скачок скорости на нём, равна 𝑢1. Ширина шока 𝛿
обратно пропорциональная амплитуде шока, как и было
анонсировано в (5.17a).

Преобразование Коула-Хопфа. Уравнение Бюр-
герса (5.17i) может быть сведено к линейному путём за-
мены:

𝑢(𝑡, 𝑥) = −2𝜇𝜕𝑥 ln
(︀
Ψ(𝑡, 𝑥)

)︀
. (5.17m)

Поле Ψ удовлетворяет линейному уравнению диффузии

𝜕𝑡Ψ = 𝜇𝜕2𝑥Ψ. (5.17n)

5-5.2 Эволюция исходно монохромати-
ческой волны

Пусть исходная волна имела монохроматический про-
филь (5.2a),

𝑢(𝑡 = 0, 𝑥) = 𝑢0 sin(𝑘𝑥). (5.17o)

Мы решали такую задачу в случае идеальной жидкости
и получили, что за конечное время 𝑡* = 1/𝑘𝑢0 (5.2d) об-
разуется ударная волна. После этого волну можно при-
ближённо описать последовательность треугольных им-
пульсов, чем было мотивировано решение задачи, см.
Пункт 5-4.2. Теперь расширим рассмотрение задачи на
случай конечной диссипации.

• Задача 1: Пусть начальным состоянием волны
является (5.17o), причём у волны большая амплитуда в
смысле 𝑢0/𝑘 ≫ 𝜇. i) Пользуясь формализмом, основан-
ном на преобразовании Коула-Хопфа (5.17m), найдите
амплитуду волны на больших временах 𝑡≫ 1/𝜇𝑘2. Как
эта амплитуда зависит от начальной амплитуды волны
𝑢0? ii) Рассмотрите времена 1/𝑘𝑢0 ≪ 𝑡 ≪ 1/𝜇𝑘2. По-
кажите, что непосредственное решение уравнения Бюр-
герса через преобразование Коула-Хопфа с начальным
условием (5.17o) соответствует решению задачи о после-
довательности треугольных импульсов в пределе беско-
нечно малой вязкости и теплопроводности и элементар-
ному решению уравнения Бюргерса в виде шока (5.17l).
В частности, чему будет равна ширина областей, в кото-
рых градиент скорости достигает максимальных значе-
ний? Указание: Используйте то, что результатом диф-
фузии исходно сконцентрированного вблизи некоторой
точки “вещества” на больших временах всегда является
гауссова форма его пространственного распределения,
а также то, что уравнение диффузии — линейно.
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Глава 6

ДВУМЕРНОЕ ТЕЧЕНИЕ

§6-1. Двумерное течение

Уравнение двумерной гидродинамики часто содер-
жит в себе дополнительный член по сравнению с уравне-
нием Навье-Стокса. Этот член описывает дополнитель-
ный диссипативный процесс трения двигающейся жид-
кости о подложку (или дно):

𝜕𝑡𝑣 + (𝑣∇)𝑣 = −1

𝜌
∇𝑃 + 𝜈Δ𝑣 − 𝛼𝑣 + 𝑓𝑢, (6.1)

Здесь 𝛼 — коэффициент трения о дно. Для идеальной
двумерной жидкости равны нулю как вязкость, так и
коэффициент трения о дно.

Для двумерного течения завихренность

𝜛 = ϵ𝛼𝛽𝜕𝛼𝑏
𝛽 = 𝜕𝑥𝑣

𝑦 − 𝜕𝑦𝑣
𝑥 (6.2)

является псевдо-скаляром. Уравнение на завихренность
в двумерном случае

𝜕𝑡𝜛 + (𝑣∇)𝜛 = 𝜈Δ𝜛 − 𝛼𝜛 + 𝑓, 𝑓 = 𝜕𝑥𝑓
𝑦
𝑢 − 𝜕𝑦𝑓

𝑥
𝑢 .

(6.3)

Уравнение (6.3) следует из трёх-мерного уравнения
(2.12g), есть скорость считать формально не изменяю-
щейся в направлении, нормальном к плоскости течения.

Для несжимаемого течения полезно ввести функцию
тока

𝑣𝛽 = ϵ𝛽𝛾𝜕𝛾Ψ, 𝜛 = −ΔΨ (6.4)

6-1.1 Идеальная двумерная гидродина-
мика

Если пренебречь обоими процессами диссипации (тре-
нием о дно и вязкостью0, то согласно (6.3) завихрен-
ность сохраняется вдоль лагранжевой траектории. Та-
ким образом, помимо полной кинетической энергии, у
течения существует ещё бесконечно много интегралов
движения — завихренности каждой лагранжевой части-
цы. По-другому об этом можно сказать, что сохраняется
любой момент завихренности,

d

d𝑡
𝜛 = 0, ⇒ ⟨𝜛𝑛⟩ = const. (6.5)
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Глава 7

ВОЛНЫ НА ПОВЕРХНОСТИ ЖИДКОСТИ

§7-1. Свободная поверхность жидкости

Литература: [Nazarenko & Lukaschuk, 2016].

Рассмотрим движение несжимаемой жидкости плот-
ности 𝜌 в поле тяжести. Жидкость снизу ограничена
дном, а сверху имеет свободную поверхность. То, что
поверхность свободная, означает, что к её поверхности
не приложены какие-либо внешние силы. Такое может
быть, если над жидкостью расположена другая жид-
кость, гораздо менее плотная по сравнению с самой
жидкостью (например, воздух над водой). Поэтому сре-
ду над жидкостью можно считать безмассовой, но опре-
деляющей, тем не менее, давление над жидкостью.

Введём декартову систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 с третьей
осью, направленной вертикально вверх, так что свобод-
ная граница жидкости в состоянии её покоя есть 𝑧 = 0,
см. Рисунок 7.1.

Изменение формы поверхности приводит к измене-
нию потенциальной энергии жидкости, поэтому дей-
ствие силы тяжести в этом случае не сводится про-
сто к гидростатической добавке к давлению. В уравне-
нии Навье-Стокса (2.12c) сила тяжести появляется как
внешняя объёмная сила 𝑓 , 𝑓/𝜌 = 𝑔, где 𝑔 = {0, 0,−𝑔} —
ускорение свободного падения:

𝜕𝑡𝑣 + (𝑣∇)𝑣 = −1

𝜌
grad𝑃 + 𝜈Δ𝑣 + 𝑔. (7.1)

7-1.1 Форма поверхности

Форму свободной поверхности жидкости можно описать
зависимостью

𝑧 = 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦). (7.2a)

Введём обозначение 𝑛 для вектора нормали к поверх-
ности, компоненты которого равны

𝑛 =
{−𝜕𝑥𝜂,−𝜕𝑦𝜂, 1}√

1 + 𝜕𝛼𝜂 𝜕𝛼𝜂
. (7.2b)

Проекция вектора нормали на ось 𝑂𝑧 всегда положи-
тельна, так что можно сказать, что он направлен вверх,
из жидкости, см. Рис. 7.1. Обычно мы будем предпола-
гать, что форма поверхности слабо отличается от плос-
кой. Критерием этого является условие малой крутиз-
ны (steepness) поверхности√︀

𝜕𝛼𝜂 𝜕𝛼𝜂 ≪ 1, (7.2c)

где буквы из начала греческого алфавита {𝛼, 𝛽, 𝛾, . . .} в
качестве векторных индексов пробегают значения пер-
вых двух (горизонтальных) координат {𝑥, 𝑦}. Проектор
на касательную к поверхности жидкости плоскость есть

𝛿⊥
𝑖𝑘 = 𝛿𝑖𝑘 − 𝑛𝑖𝑛𝑘. (7.2d)

𝑛

𝑥

𝑧

𝑑

Рис. 7.1 Свободная поверхность жидкости

Средняя кривизна поверхности равна

1

𝑅
=

1

𝑅1
+

1

𝑅2
= div𝑛 = 𝜕𝛼𝑛𝛼, (7.2e)

где 𝑅1,2 — главные кривизны поверхности (они поло-
жительны, если поверхность выгнута вверх). Выраже-
ние div𝑛 ≡ 𝜕𝑖𝑛𝑖 предполагает, что поле единичного
вектора 𝑛 продолжено гладким образом с поверхности
в пространство вблизи неё. Эта процедура продолже-
ния не является однозначной. Выражение 𝜕𝛼𝑛𝛼 можно
рассматривать как результат одного из вариантов этого
продолжения, когда поле 𝑛 не зависит от вертикальной
координаты 𝑧. Выбор знака кривизны в (7.2e) соответ-
ствует отрицательной кривизне в точке на Рис. 7.1, где
изображён вектор нормали, если считать, что вдоль тре-
тьего 𝑦-направления поверхность однородна. В пределе
малой крутизны поверхности и достаточной медленно-
сти её изменения кривизна есть

1/𝑅 = −Δ⊥𝜂, (7.2f)

где мы ввели обозначения для операторов Лапласа и
волнового числа в горизонтальной плоскости,

Δ⊥ = 𝜕2𝑥 + 𝜕2𝑦 , 𝑘 =
√
−Δ⊥. (7.2g)

Если распределение скорости в объёме жидкости
обозначить стандартно 𝑣(𝑡, 𝑟), то закон изменения во
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времени формы поверхности определяется уравнением

𝜕𝑡𝜂 = 𝑣𝑧 − 𝑣𝑥𝜕𝑥𝜂 − 𝑣𝑦𝜕𝑦𝜂 ≡ 𝑣𝑧 − 𝑣𝛼𝜕𝛼𝜂. (7.2h)

Это уравнение мы будем называть кинематическим
граничным условием.

7-1.1.1 Динамическое описание поверхности

Пусть Φ(𝑡, 𝑟) — некоторая гладкая функция, знак кото-
рой определяет тип среды: Φ < 0 соответствует среде
‘I’, Φ > 0 — среде ‘II’. Поверхность Φ = 0 есть граница
раздела. Поле скорости 𝑣(𝑡, 𝑟) будем считать определён-
ным в обоих средах, т.е. во всём пространстве. В случае
с жидкостью со свободной поверхностью среда ‘I’ есть
жидкость, а среда ‘II’ — воздух. Выражение для вектора
нормали 𝑛 (7.23e), направленного из среды ‘’I’ в среду
‘II’, в терминах функции Φ переписывается в виде

𝑛 =
∇Φ

|∇Φ|
. (7.2i)

Интегрирование по поверхности d2𝑆 может быть пере-
писано как интегрирование по объёму с поверхностной
𝛿(Γ)-функцией,
˛
Γ

d2𝑆 . . . =

ˆ
d3𝑟 𝛿(Γ)(𝑟) . . . , 𝛿(Γ)(𝑟) = |∇Φ| 𝛿(Φ).

(7.2j)
Легко убедиться, что, если 𝜃(𝑥) — функция Хевисайда,
то градиент индикаторной функции 𝜃 = 𝜃(−Φ) — функ-
ции, которая равна единице внутри среды ’I’ и нулю вне
неё, — равен

grad
(︀
𝜃(−Φ)

)︀
= −𝛿(Γ) 𝑛. (7.2k)

Для описания напряжений, возникающих на поверхно-
сти раздела, нам понадобится соотношением

𝜕𝑘
(︀
𝛿(Γ) 𝛿⊥𝑖𝑘

)︀
= −𝑛𝑖

𝑅
𝛿(Γ), (7.2l)

где средняя кривизна 1/𝑅 есть (7.2e). В случае поверх-
ностных волн одним из наиболее простых выбором для
функции Φ является

Φ = 𝑧 − 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, (7.2m)

где функция 𝜂 (7.2a) задаёт форму поверхности. Прово-
дя выкладки, нам понадобиться формально знать дина-
мику Φ. Будем считать, что поле Φ переносится средой,
так что

dΦ

d𝑡
=
𝜕Φ

𝜕𝑡
+ (𝑣 · ∇Φ) = 0. (7.2n)

В частности, получаем, что производная по времени ин-
дикаторной функции

𝜕𝑡𝜃 = (𝑣 · 𝑛)𝛿(Γ). (7.2o)

7-1.2 Граничные условия
Будем полагать, что у поверхности жидкости есть по-
верхностное натяжение σ; параметр σ неизменен по всей
поверхности. Тогда поверхностное натяжение создаёт
только разницу давлений между точками под поверх-
ностью и над ней, равную σ/𝑅, где средняя кривизна 𝑅
определена в (7.2e).

Динамические граничные условия на поверхности,
выражающие собой закон сохранения импульса, удобно
записать в системе координат, в которой в данный мо-
мент рассматриваемый элемент поверхности жидкости
покоится. В этой системе координат граничными усло-
виями являются

−𝜎𝑖𝑘𝑛𝑘 ≡ 𝑃𝑛𝑖 − 𝜎′
𝑖𝑘𝑛𝑘 =

σ

𝑅
𝑛𝑖 = σ𝑛𝑖𝜕𝛼𝑛𝛼, (7.3a)

где давление 𝑃 отсчитывается от атмосферного, а 𝜎𝑖𝑘 и
𝜎′
𝑖𝑘 суть тензор напряжений в жидкости (2.8c) и его вяз-

кая часть (2.12e). Спроектируем векторное равенство
(7.3a) отдельно на нормаль и на плоскость, касатель-
ную к поверхности жидкости:

𝑛𝑖 : 𝑃 − 2η𝑛𝑖𝑛𝑘𝜕𝑖𝑣𝑘 = σ/𝑅, (7.3b)

𝛿⊥
𝑙𝑖 : 𝛿⊥

𝑙𝑖

(︀
𝜕𝑖𝑣𝑘 + 𝜕𝑘𝑣𝑖

)︀
𝑛𝑘 = 0. (7.3c)

Первое уравнение (7.3b) есть верное в статике уравнение
Юнга-Лапласа для избыточного давления под искрив-
лённой поверхностью раздела, скорректированное вяз-
кими силами, появляющимися вследствие неоднород-
ности течения жидкости. Второе уравнение (7.3c) есть
условие того, что по касательной к поверхности жидко-
сти не приложена внешняя сила, которая могла бы ком-
пенсироваться только вязкими касательными напряже-
ниями в жидкости.

Дно. В случае вязкой жидкости граничным условием
является равенство нулю полной скорости на дне, 𝑣 = 0.

7-1.2.1 Силы, приложенные на поверхности
раздела

Покажем здесь, как в общий поток импульса может
быть включен вклад, производимый поверхностью или
тонкой плёнкой, толщина которой в математическом
смысле считается равной нулю.

Поток импульса во всём пространстве, включая по-
верхность, разделяющую две среды, имеет вид

Π𝑖𝑘 = 𝜌(𝑟)𝑣𝑖𝑣𝑘 + 𝑃𝛿𝑖𝑘 − 𝜎′
𝑖𝑘 − 𝛿(Γ)σ 𝛿⊥𝑖𝑘. (7.4a)

Последние слагаемое в (7.4a) локализовано на поверхно-
сти и возникает вследствие её поверхностного натяже-
ния. Это слагаемое можно сравнить с 𝑃 -вкладом: σ есть
взятое с обратным знаком давление в двумерной сре-
де, располагающейся на границе раздела. Материаль-
ные параметры, такие как массовая плотности 𝜌, пре-
терпевают скачок ⌊𝜌⌋ при переходе через поверхность
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раздела из среды ‘II’ в среду ‘I’:

𝜌(𝑟) = 𝜃𝜌𝐼 + (1− 𝜃)𝜌𝐼𝐼 , ⌊𝜌⌋ = 𝜌𝐼 − 𝜌𝐼𝐼 . (7.4b)

Также скачок претерпевает давление 𝑃 ; однако ско-
рость 𝑣 мы полагаем непрерывной во всём простран-
стве. Для задачи о несжимаемой жидкости со свобод-
ной поверхностью массовая плотность 𝜌(𝑟) = 𝜃𝜌 и ди-
намическая вязкость η(𝑟) = 𝜃η, где величины 𝜌 и η в
правых частях суть константы, характеризующие эту
жидкость. В результате поток импульса

Π𝑖𝑘 = 𝜃𝜌𝑣𝑖𝑣𝑘 + 𝑃𝛿𝑖𝑘 − 𝜃η
(︀
𝜕𝑖𝑣𝑘 + 𝜕𝑘𝑣𝑖

)︀
− 𝛿(Γ)σ 𝛿⊥𝑖𝑘. (7.4c)

Динамическим уравнением в общем случае являет-
ся, как и раньше

𝜕𝑡
(︀
𝜌(𝑟) 𝑣𝑖

)︀
+ 𝜕𝑘Π𝑖𝑘 = 0. (7.4d)

В области внутри одной из сред уравнение (7.4c) есть
обычное уравнение Навье-Стокса. Теперь потребуем вы-
полнения равенства (7.4d) на границе, т.е. приравня-
ем в нём нулю коэффициент перед поверхностной 𝛿(Γ)-
функцией. Выписываем слагаемые в том порядке, в ко-
тором они даны в (7.4d,7.4c):

⌊𝜌⌋𝑣𝑘𝑛𝑘𝑣𝑖 − ⌊𝜌⌋𝑣𝑘𝑛𝑘𝑣𝑖−

−⌊𝑃 ⌋𝑛𝑖 + ⌊𝜎′
𝑖𝑘⌋𝑛𝑘 +

(︂
σ𝑛𝑖

𝑅
− 𝛿⊥𝑖𝑘𝜕𝑘σ

)︂
= 0.

(7.4e)

Первая строчка в (7.4e) даёт нуль. Выражение в круг-
лой скобке в (7.4e) есть поверхностная сила, действу-
ющая на элемент поверхности со стороны поверхност-
ного натяжения. Проекция второй строчки на нормаль
𝑛𝑖 даёт уравнение (7.3b). Последнее слагаемое в (7.4e)
не ноль тогда, когда поверхностное натяжение меняется
вдоль границы. Если оно постоянно, то проекция (7.4e)
на плоскость, касательную к границе, даёт (7.3c).

7-1.3 Проводящая жидкость в электри-
ческом поле

Рассмотрим теперь идеально проводящую жидкость со
свободной поверхностью. Будем считать, что она имеет
фиксированную разность потенциала с идеально прово-
дящей горизонтальной плоскостью, расположенной вы-
соко над поверхностью жидкости. Разность потенциа-
лов такова, что то вертикальная компонента электри-
ческого поля в образованном поверхностью жидкости
и пластиной плоском конденсаторе равна E(0), если по-
верхность жидкости плоская. Поверхностное натяже-
ние жидкости равно σ, её массовая плотность равна 𝜌.
Определим закон дисперсии линейных волн на поверх-
ности жидкости. Как оказывается, существует порого-
вое значение амплитуды электрического поля, при кото-
ром поверхность становится неустойчивой. Релятивист-
ские эффекты, в том числе эффекты излучения волн,
будем считать не существенными.

Пусть 𝜎𝑒(𝑡, 𝑥, 𝑦) — поверхностная плотность электри-
ческого заряда. Потенциал электрического поля 𝜙𝐸 удо-
влетворяет уравнению Пуассона

Δ𝜙𝐸 = −4𝜋𝜎𝑒 𝛿
(Γ). (7.5a)

Потенциал, создаваемый верхней пластиной, равен
𝜙𝐸,ext = −𝑧E(0). Поэтому полный потенциал равен

𝜙𝐸(𝑟) =

ˆ
𝜎𝑒(𝑟

′) d2𝑆′

|𝑟 − 𝑟′|
− 𝑧 E(0),

𝑟′ =
{︀
𝑥′, 𝑦′, 𝜂(𝑡, 𝑥′, 𝑦′)

}︀
, d2𝑆′ =

d𝑥′d𝑦′

𝑛𝑧
,

(7.5b)

где 𝑛𝑧 есть вертикальная компонента вектора норма-
ли (7.23e). Внутри жидкости электрическое поле равно
нулю, а потенциал 𝜙𝐸, соответственно, равен констан-
те, которую мы выбираем нулём, 𝜙𝐸 = 0 при 𝑧 ≤ 𝜂.
Поэтому часть Π𝐸 потенциальной энергии поверхности,
связанная с электрическими силами, равна (пользуемся
тем, что 𝜙𝐸𝛿

(Γ) есть нуль)

Π𝐸 =
1

2

ˆ
𝜌𝑒,tot 𝜙𝐸 d3𝑟 − 1

2

ˆ
𝜌𝑒,ext 𝜙𝐸,ext d

3𝑟 =

=
1

2

ˆ
𝜌𝑒,ext

(︁
𝜙𝐸 − 𝜙𝐸,ext

)︁
d3𝑟 =

=
1

2

ˆ
d3𝑟 𝜙𝐸,ext 𝜎𝑒 𝛿

(Γ) = −E(0)

2

ˆ
d2𝑆 𝜂 𝜎𝑒,

(7.5c)

где 𝜌𝑒,ext — распределение зарядов, создающих внеш-
нее поле, считающееся постоянным во времени, а полное
распределение зарядов 𝜌𝑒,tot = 𝜌𝑒,ext + 𝜎𝑒 𝛿

(Γ). Итоговый
интеграл, стоящий в (7.5b), является расходящимся, что
легко проверить, если положить поверхность плоской,
а плотность заряда 𝜎𝑒 постоянной величиной. Однако
для переменной по горизонтали части потенциала рас-
чёт потенциала (7.5b) вполне применим. Выражение же
для компонент электрического поля

E =

ˆ (︀
𝑟 − 𝑟′

)︀
𝜎𝑒(𝑟

′) d2𝑆′

|𝑟 − 𝑟′|3
+ E(0)e𝑧 (7.5d)

содержит по крайней мере условно сходящиеся интегра-
лы.

Далеко в глубине жидкости (на расстояниях, значи-
тельно превышающих характерный масштаб неоднород-
ности поверхности) под интегралом в (7.5d) можно счи-
тать поверхность плоской, так что 𝑧-компонента элек-
трического поля (7.5d) равна

E𝑧 = −2𝜋 𝜎𝑒 + E(0) = 0, 𝜎𝑒 =

´
𝜎𝑒(𝑟) d

2𝑆´
d𝑥 d𝑦

. (7.5e)

Величина 𝜎𝑒 есть поверхностная плотность заряда, ко-
гда поверхность является плоской; она же есть средняя
плоскость заряда искривлённой поверхности, спроекти-
рованной на горизонтальную плоскость. Когда поверх-
ность ровная, распределение потенциала обозначим 𝜙𝐸.

Пусть крутизна поверхности мала, см. (7.2c). Опре-
делим приближённое выражение для потенциальной
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энергии (7.5c) в квадратичном порядке по 𝜂. Уравне-
ние на переменную часть потенциала ̃︀𝜙𝐸 = 𝜙𝐸 − 𝜙𝐸 в
линейном приближении по 𝜂 есть

Δ̃︀𝜙𝐸 = −4𝜋
(︀
− 𝜎𝑒 𝜂 𝛿

′(𝑧) + ̃︀𝜎𝑒 𝛿(𝑧))︀, (7.5f)

где переменная часть поверхностной плотности заряда̃︀𝜎𝑒 = 𝜎𝑒 − 𝜎𝑒. Решением этого уравнения является

̃︀𝜙𝐸 = 2𝜋 exp
(︀
− 𝑘|𝑧|

)︀ (︁
𝑘−1̃︀𝜎𝑒 + 𝜎𝑒𝜂 sign 𝑧

)︁
. (7.5g)

Поскольку в жидкости, при 𝑧 < 0, потенциал должен
быть равен нулю, то переменная часть заряда связана с
формой поверхности соотношением̃︀𝜎𝑒 = 𝜎𝑒 𝑘𝜂, (7.5h)

где оператор 𝑘 определён в (7.2g). Потенциальная энер-
гия (7.5c) в квадратичном по 𝜂 приближении, таким об-
разом, есть

Π𝐸 = −
(︀
E(0)

)︀2
4𝜋

ˆ
𝜂𝑘𝜂 d𝑥d𝑦. (7.5i)

Как мы видим, потенциальная энергия является отри-
цательно определённой квадратичной формой по 𝜂.

7-1.4 Задачи

§7-2. Гравитационно-капиллярные волны на поверхности идеальной
жидкости

Рассмотрим слабо вязкую жидкость. Для такой
жидкости течение, связанное с поверхностными волна-
ми, почти по всему объёму можно считать потенци-
альным. Ненулевая завихренность присутствует только
вблизи границ течения в вязком слое 𝛿 =

√︀
2𝜈/𝜔. Ес-

ли толщина вязкого слоя мала по сравнению с глубиной
жидкости и длиной волны 𝜆, т.е. 𝛿 ≪ 𝑑, 𝜆, то мож-
но считать, что течение жидкости всюду потенциально,
а сама жидкость является идеальной. Ввиду несжимае-
мости жидкости для краткости записи мы определили,
что давление есть 𝜌𝑃 , где 𝜌 — массовая плотность жид-
кости.

В случае идеальной жидкости мы имеем дело с урав-
нением Эйлера, для которого граничными условиями
являет баланс давления на свободной поверхности (про-
екция (7.3a) с нулевой вязкостью на нормаль 𝑛)

𝑧 = 𝜂 : 𝑃 = (σ/𝜌)𝜕𝛼𝑛𝛼. (7.7a)

Поскольку завихренность 𝜛 = 0, то скорость явля-
ется потенциальной,

𝑣 = − grad𝜑. (7.7b)

Условие несжимаемости div 𝑣 = 0 для потенциального
течения приобретает вид уравнения Лапласа

𝑣 = −∇𝜑, div 𝑣 = 0, ⇒ Δ𝜑 = 0. (7.7c)

Граничным условием на свободной поверхности являет-
ся кинематическое граничное условие (7.2h):

𝜕𝑡𝜂 = −𝜕𝑧𝜑 + 𝜕𝛼𝜂 𝜕𝛼𝜑. (7.7d)

К потенциалу можно добавить любую функцию, не за-
висящую от координат, поэтому условимся, что, если
жидкость бесконечно глубокая, то потенциал стремится
к нулю при 𝑧 → −∞, а также на больших расстояниях

в горизонтальном направлении (если область течения
также неограничена и по горизонтали), где течение от-
сутствует. Если глубина жидкости конечна, то гранич-
ным условием на дне является

(𝑛 · ∇)𝜑
⃒⃒
𝑧=−𝑑 = 0, (7.7e)

где теперь 𝑛 — нормаль к твёрдой поверхности, также,
по определению, направленная из жидкости.

Удволетворяя уравнению Лапласа, потенциал в дей-
ствительности определяется только своим значением на
поверхности и её формой. Проведём исключение зна-
чения потенциала в объёме. Уравнение Эйлера может
быть записано в форме уравнения Бернулли (2.23c):

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=

(∇𝜑)2

2
+ 𝑃 + 𝑔𝑧. (7.7f)

На поверхности мы можем исключить давление в урав-
нении Бернулли (7.7f), используя динамическое гранич-
ное условие (7.7a), а также переписать кинематическое
граничное условие (7.2h) в терминах потенциала:

𝑔𝜂 − 𝜕𝑡𝜑
⃒⃒
𝑧=𝜂

+
σ

𝜌
𝜕𝛼𝑛𝛼 = − (∇𝜑)2

2

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝜂

, (7.7g)

𝜕𝑡𝜂 + 𝜕𝑧𝜑
⃒⃒
𝑧=𝜂

= 𝜕𝛼𝜑𝜕𝛼𝜂
⃒⃒
𝑧=𝜂

. (7.7h)

В правых частях уравнений мы оставили члены, не со-
держащие линейных по амплитуде волн вклады.

Уравнения (7.7g,7.7h) являются в сущности дина-
мическими уравнениями на двумерные поля, завися-
щие только от горизонтальных координат {𝑥, 𝑦}. Зави-
симость от вертикальной координаты 𝑧 определяется за-
висимостью от горизонтальных координат {𝑥, 𝑦}. Дей-
ствительно, поскольку потенциал удовлетворяет урав-
нению Лапласа (7.7c) вместе с граничными условиями
на поверхности (7.7h) и на дне (7.7e), то он однозначно
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определяется своим значением на свободной поверхно-
сти

𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦)). (7.7i)

Таким образом, в качестве двух динамических полей
можно взять форму поверхности 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦) и значение по-
тенциала на поверхности 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦). Альтернативой та-
кому выбору является, например, пара из также 𝜂 и
значения потенциала на невозмущённой поверхности
𝜑(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0). Поскольку жидкость не везде накрыва-
ет плоскости 𝑧 = 0, то функция 𝜑(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0) является
аналитическим продолжением функции 𝜑(𝑡, 𝑥, 𝑦) из об-
ласти 𝑧 < 𝜂 (оно возможно, поскольку 𝜑 удовлетворяет
уравнению Лапласа, но только в том случае, если в об-
ласти 𝜂 < 𝑧 < 0 нет особенностей).

7-2.1 Гамильтонов формализм
Поскольку волны на поверхности идеальной жидкости
являются консервативной системой, то для их описа-
ния возможно развить гамильтонов формализм. Полная
энергия

𝐸 =

ˆ
d𝑥d𝑦

⎛⎝ 𝜂ˆ

𝑧=−𝑑

d𝑧
(∇𝜑)2

2
+
𝑔𝜂2

2
+

σ

𝜌

(︁ 1

𝑛𝑧
− 1
)︁⎞⎠
(7.8a)

сохраняется во времени. Первое слагаемое в (7.8a) явля-
ется кинетической энергией, второе — потенциальной, в
котором 𝑛𝑧 есть вертикальная компонента нормали 𝑛
(7.23e). Покажем, что уравнения (7.7g,7.7h) имеют га-
мильтонову форму,

𝜕𝑡𝜂 = −𝛿ℋ
𝛿𝜓

, 𝜕𝑡𝜓 =
𝛿ℋ
𝛿𝜂
, ℋ(𝜂, 𝜓) = 𝐸. (7.8b)

Здесь 𝜓 есть значение потенциала на поверхности, см.
(7.7i). Вариация (7.8b) по 𝜂 считается просто и, действи-
тельно, приводит к динамическому граничному условию
(7.7h). Труднее посчитать вариацию по 𝜓. Вариация
𝛿𝜓 соответствует вариации потенциала во всём объёме

𝛿𝜑, которая также удовлетворяет уравнению Лапласа,
Δ(𝛿𝜑) = 0. Вариация кинетической части энергии 𝐸𝑇 в
(7.8a) таким образом есть

𝛿𝐸𝑇 =

ˆ
d3𝑟

(︀
∇𝜑 · ∇𝛿𝜑

)︀
=

˛
d2𝑆

(︀
𝑛 · ∇𝜑

)︀
𝛿𝜓 =

=

ˆ
d𝑥d𝑦

(︀
𝜕𝑧𝜑− 𝜕𝛼𝜂𝜕𝛼𝜑

)︀
𝛿𝜓, (7.8c)

где интегрирование в весом d2𝑆 производится по всей
границе жидкости, но ненулевой результат набирается
только по свободной поверхности, поскольку на твёрдых
границах выполняется условие непротекания (7.7e). Ва-
риация потенциальной части энергии по 𝜓 равна нулю.
В результате мы показали, что первая вариация в (7.8b)
действительно приводит к кинематическому гранично-
му условию (7.7h).

Посмотрим, как гамильтониан ℋ может быть непо-
средственно выражен через значение потенциала на по-
верхности 𝜓. Точно так же интегрируя кинетическую
часть энергии по частям, получаем

ℋ =
1

2

ˆ
d𝑥d𝑦

(︁
𝜓𝐺̂𝜓 + 𝑔𝜂2 +

σ

𝜌

(︁ 1

𝑛𝑧
− 1
)︁)︁
, (7.8d)

где действие линейного оператора 𝐺̂(𝜂)

𝐺̂𝜓 = 𝜕𝑧𝜑− 𝜕𝛼𝜂𝜕𝛼𝜑 (7.8e)

нелинейно зависит от формы поверхности 𝜂. Итак, ки-
нетическая часть энергии и её вариация согласно (7.8c)
суть

𝐸𝑇 =
1

2

ˆ
d𝑥d𝑦 𝜓𝐺̂𝜓, 𝛿𝐸𝑇 =

ˆ
d𝑥d𝑦 𝛿𝜓 𝐺̂𝜓, (7.8f)

т.е. оператор 𝐺̂ является симметричным. Обратим вни-
мание, что результат 𝜕𝑧𝜑, выраженный через 𝜓, зависит
как от текущей формы дна, так и от формы поверхно-
сти.

§7-3. Линейные волны на поверхности идеальной жидкости

Пусть поверхность жидкости является неограничен-
ной, а дно является плоским, глубина жидкости в со-
стоянии покоя равна 𝑑.

Рассмотрим предел слабой модуляции формы по-
верхности жидкости (7.2c). Вслед за вариацией формы
поверхности и амплитуда скорости будет также малой.
Тогда все уравнения, определяющие динамику течения,
достаточно решать в линейном приближении по 𝜂 и 𝜑;
в качестве функции, определяющей давление, возьмём
комбинацию

𝑝 = 𝑃 + 𝑔𝑧, (7.9a)

в которой исключён гидростатический быстро меняю-
щийся с высотой вклад. Тогда при постановке гранич-
ных условий в линейном по амплитуде волны прибли-
жении величины 𝜑 и 𝑝 следует брать при 𝑧 = 0. В ли-
нейном приближении средняя кривизна (7.2e) задаётся
выражением (7.2f). Кинематическое граничное условие
(7.2h), динамическое граничное условие (7.3a) и уравне-



65

ние Бернулли (7.7f) на поверхности принимают вид

𝜕𝑡𝜂 = −𝜕𝑧𝜑
⃒⃒
𝑧=0

, 𝜌𝑃
⃒⃒
𝑧=𝜂

= 𝜌𝑝|𝑧=0 − 𝑔𝜂 = −σΔ⊥𝜂,

𝜕𝑡𝜑|𝑧=0 = 𝑝
⃒⃒
𝑧=0

.
(7.9b)

Из этих уравнений мы можем исключить значение дав-
ления на поверхности, получив:

𝜕𝑡𝜂 = −𝜕𝑧𝜑
⃒⃒
𝑧=0

, 𝜕𝑡𝜑|𝑧=0 =

(︂
𝑔 − σ

𝜌
Δ⊥

)︂
𝜂, (7.9c)

что суть линеаризованные уравнения (7.7g,7.7h).
Поскольку задача однородна по времени и горизон-

тальным координатам, решение будем искать в терми-
нах комплексных амплитуд, предполагая зависимость
всех полей от координат 𝑡, 𝑥, 𝑦 вида

𝜂 = 𝐻 exp(𝑖𝜙), 𝜙 = k𝑟−𝜔𝑡, k = {𝑘𝑥, 𝑘𝑦}, (7.9d)

где 𝐻 — амплитуда волны. В силу условия несжима-
емости (7.7c) осцилляторная зависимость от горизон-
тальной координаты навязывает экспоненциальную за-
висимость ∝ exp(±𝑘𝑧) потенциала 𝜑 от вертикальной
координаты 𝑧. Соотношение между экспонентами опре-
деляется граничным условием на дне (7.7e), которое для
плоского дна упрощается до

𝜕𝑧𝜑
⃒⃒
𝑧=−𝑑 = 0. (7.9e)

Общие результат действия оператора 𝜕𝑧 на гармониче-
скую функцию 𝜑 на поверхности определяется волно-
вым числом 𝑘 и граничным условием на дне, которому
удовлетворяет эта функция:

𝜑 ∝ ch(𝑘(𝑧 + 𝑑)) 𝑒𝑖𝜙 : 𝜕𝑧𝜑
⃒⃒
𝑧=0

= 𝑘 th(𝑘𝑑) · 𝜑
⃒⃒
𝑧=0

.

𝜑 ∝ sh(𝑘(𝑧 + 𝑑)) 𝑒𝑖𝜙 : 𝜕𝑧𝜑
⃒⃒
𝑧=0

= 𝑘 cth(𝑘𝑑) · 𝜑
⃒⃒
𝑧=0

,

𝜕2𝑧𝜑 = 𝑘2𝜑.
(7.9f)

Любую гармоническую функцию общего вида можно
разложить по линейному базису выписанных выше гар-
монических функций, таким образом действие операто-
ра 𝜕𝑧 полностью определено.

Теперь мы можем исключить потенциал из (7.9c) и
написать волновое уравнение(︁

𝜕2𝑡 + 𝑘
(︀
𝑔 + (σ/𝜌)𝑘2

)︀
th(𝑘𝑑)

)︁
𝜂 = 0. (7.9g)

В этом уравнении 𝑘 можно рассматривать как нело-
кальный линейный оператор (7.2f), действующий в (𝑥, 𝑦)
плоскости. Дисперсионное соотношение для поверхност-
ных волн имеет вид

𝜔 =
√︀
𝑘 (𝑔 + (σ/𝜌)𝑘2) th(𝑘𝑑). (7.9h)

Выпишем явно комплексные амплитуды потенциала

и давления:

𝜑 =
𝑖𝜔𝐻

𝑘

ch
(︀
𝑘(𝑧 + 𝑑)

)︀
sh(𝑘𝑑)

𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝑖k𝑟, (7.9i)

𝑃 = −𝑔𝑧 + 𝜔2𝐻

𝑘

ch
(︀
𝑘(𝑧 + 𝑑)

)︀
sh(𝑘𝑑)

𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝑖k𝑟,

где 𝐻, напомним, — амплитуда поднятия волны. В част-
ности, отношения амплитуд горизонтальных колебаний
жидкости на поверхности и у дна к амплитуде 𝐻 коле-
баний поверхности равны

||𝑢𝑧||
⃒⃒
𝑧=0

||𝑢𝛼||
⃒⃒
𝑧=0

= th(𝑘𝑑),
||𝑢𝑧||

⃒⃒
𝑧=0

||𝑢𝛼||
⃒⃒
𝑧=−𝑑

=
1

sh(𝑘𝑑)
. (7.9j)

𝑘* = 0.39𝑘⋆

𝑘⋆

vg = 0.5
√︀
𝑔/𝑘

gravity
waves

𝜔 =
√
𝑔𝑘

capillary waves

𝜔 =
√︀

(σ/𝜌)𝑘3

vg < vph vg > vph

𝜔, vg

𝑘

Рис. 7.2 Дисперсия гравитационно-капиллярных волн
на глубокой воде (7.10a), характерное волновое число

𝑘⋆ определено в (7.10b).

7-3.1 Глубокая вода, гравитационно-
капиллярные волны.

Термин “глубокая вода” (deep water) соответствует пре-
делу 𝑘𝑑 ≫ 1. Тогда глубина жидкости не влияет на за-
кон дисперсии волн:

𝜔 =
√︀
(𝑔 + (σ/𝜌)𝑘2) 𝑘. (7.10a)

Групповая скорость сравнивается с фазовой скоростью
в точке

𝑘⋆ =
√︀
𝜌𝑔/σ. (7.10b)

Вследствие вида закона дисперсии (7.10a), касательная
к дисперсионной кривой в точке {𝑘⋆,

√
2𝑔𝑘⋆} проходит

через начало координат.
Дисперсия групповой скорости dvg/d𝑘 обращается в

нуль в точке 𝑘* ≈ 0.39𝑘⋆, см. Рисунок 7.2. В этой точке
групповая скорость достигает минимума

vg,𝑚𝑖𝑛 ≈ 1.1
(︀
𝜌𝑔3/σ

)︀1/4
. (7.10c)
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Тело, плавающее на поверхности жидкости, которое
движется со скоростью 𝑉 меньшей, чем минимальная
групповая скорость vg,𝑚𝑖𝑛, не излучает поверхностных
волн.

Гравитационные волны. Область 𝑘 < 𝑘* называют
областью гравитационных волн (gravity surface waves).
В этой области поверхностное натяжение несуществен-
но в законе дисперсии:

𝜔 =
√︀
𝑔𝑘, vph =

√
𝑔

√
𝑘
, vg =

d𝜔

d𝑘
=

√
𝑔

2
√
𝑘
. (7.10d)

Групповая скорость гравитационных волн vg растёт с
ростом длины волны. Она всегда в 2 раза меньше фа-
зовой скорости vph. Поэтому при обтекании тела на по-
верхности жидкости гравитационные волны излучаются
вниз по потоку.

Капиллярные волны. Поверхностное натяжение
становится существенным в законе дисперсии поверх-
ностных волн при уменьшении длины волны. Волны
с волновым числом 𝑘 ≪ 𝑘⋆ называют капиллярными
волнами (capillary waves). Для воды коэффициент по-
верхностного натяжения σ ≈ 72 г/с2, так что характер-
ный волновой вектор (7.10b) 𝑘⋆ ≈ 3.7 см−1, что соот-
ветствует длине волны 𝜆⋆ ≈ 1.7 см. Частота таких волн
𝜔⋆/2𝜋 ≈ 14Гц. В точке минимума групповой скорости
𝜆* ≈ 4.3 см, 𝜔*/2𝜋 ≈ 6.5Гц.

Закон дисперсии в области капиллярных волн
𝑘 ≫ 𝑘⋆ есть

𝜔 =
√︀
σ/𝜌 𝑘3/2, vph =

√︀
σ𝑘/𝜌, vg =

3

2
vph.

(7.10e)
Групповая скорость капиллярных волн больше фазо-
вой. Это позволяет на глаз отличать капиллярные от
гравитационных волн, для которых, наоборот, фазовая
скорость больше групповой. При обтекании потоком те-
ла капиллярные волны излучаются потому вверх по по-
току. Капиллярные волны обыкновенно называют ря-
бью.

7-3.2 Мелкая вода, гравитационные вол-
ны

При произвольной глубине чисто гравитационные вол-
ны, т.е. волны, для которых не существенно поверхност-
ное натяжение, имеют дисперсию

𝜔 =
√︀
𝑔𝑘 · th(𝑘𝑑). (7.10f)

Термин “мелкая вода” (shallow water) означает пре-
дел, когда влияние конечной глубины на закон диспер-
сии волн существенен, 𝑘𝑑 ≪ 1. В этом пределе закон
дисперсии гравитационных волн оказывается линейным
по волновому вектору,

𝜔 =
√︀
𝑔𝑑 · 𝑘, speed 𝑐 =

√︀
𝑔𝑑. (7.10g)

В геофизике самые длинные гравитационные волны
с длиной волны 𝜆 ∼ 20 км возбуждаются движением ли-
тосферных плит на дне океана во время землетрясений.
При глубине океана 𝑑 ∼ 3000км безразмерный параметр
𝑘𝑑 ∼ 1. Групповая скорость таких волн vg ∼ 150м/с.

𝑘* = 1/𝑑

shallow
water

deep water

√
𝑔𝑑 · 𝑘

√
𝑔𝑘

𝜔

𝑘

Рис. 7.3 Дисперсия гравитационных волн в жидкости с
конечной глубиной (7.10f).

7-3.3 Задачи

• Задача 1: Из-за обрушения пород на отвесном бере-
гу реки на поверхности воды была возбуждена группа
гравитационных волн, распространяющихся от берега.
Характерная длина волны оказалась равной 𝜆 = 1м.
Через какое время после возбуждения волны достиг-
нут противоположного берега, если ширина реки равна
𝐿 = 50м? Считайте, что влияние дна на распростране-
ние волн несущественно.

• Задача 2: Пусть в начальный момент вре-
мени огибающая плоского волнового пакета с узкой
спектральной шириной в сопровождающей системе ко-
ординат имела гауссову зависимость: Φ(𝑥, 𝑡 = 0) =
exp(−𝑥2/2𝜉2), где 𝜉/vg – длительность импульса, vg —
групповая скорость. Найти дальнейшую эволюцию оги-
бающей, если известна вторая дисперсия v′g ≡ dvg/d𝑘.
Построить на компьютере график огибающей (действи-
тельной и мнимой частей, желательно компьютерной
программой для выявления всех характерных особен-
ностей кривых) при 𝑡 = 30𝜉2/|v′g| в интервале 𝑥 ∈
[−100𝜉, 100𝜉].

• Задача 3: Определить линейный отклик (функ-
цию Грина) жидкости со свободной поверхностью на
внешний источник, представляющий собой малую ад-
дитивную добавку 𝑓(𝑡, 𝑟) к давлению на поверхности 𝑃 ,
см. (7.9b).

Решение: Уравнения (4.3b,4.3c) принимают вид⎧⎪⎪⎪⎩ 𝜕𝑡 𝜕𝑧

(σ/𝜌)Δ⊥ − 𝑔 𝜕𝑡

⎫⎪⎪⎪⎭⎧⎪⎪⎪⎩ 𝜂

𝜑

⎫⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎩ 0

𝑓/𝜌

⎫⎪⎪⎪⎭ . (7.11a)

В Фурье-представлении 𝜕𝑡 → −𝑖𝜔, Δ⊥ → −𝑘2, 𝜕𝑧 →
𝑘 th(𝑘𝑑). При обращении матрицы возникает полюс, об-
ход которого следует выбрать так, чтобы было выполне-
но условие причинности. Для этого следует добавить к
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частоте бесконечно малую отрицательную мнимую по-
правку, сделав формальную замену 𝜔 → 𝜔 + 𝑖0:⎧⎪⎪⎪⎩ 𝜂

𝜑

⎫⎪⎪⎪⎭ =
𝑓/𝜌

(𝜔 + 𝑖0)2 − 𝜔2
𝑘

⎧⎪⎪⎪⎩ 𝑘 th(𝑘𝑑)

𝑖𝜔

⎫⎪⎪⎪⎭ . (7.11b)

где закон дисперсии 𝜔𝑘 задаётся уравнением (7.9h).

• Задача 4: Описать форму поверхности несжи-
маемой жидкости в пределе линейного отклика, ес-
ли на поверхность действует внешняя сила (𝜌/𝑑)𝑓 ,
см. (7.9b,7.11a,7.11b). Область действия силы имеет раз-
мер 𝑎 и равномерно движется вдоль оси 𝑂𝑥 со скоро-
стью 𝑉 > 0:

𝑓 = exp

(︂
−𝑥

′2 + 𝑦2

2𝑎2

)︂
, 𝑥′ = 𝑥− 𝑉 𝑡.

Вода мелкая, её глубина равна 𝑑 ≪ 𝑎. Произвести сна-
чала полуколичественные оценки, а затем вычислить
свёртку функции Грина с источником на расстояниях
от источника, значительно превышающих его размер.
Рассмотреть случаи сверхзвукового 𝑉 > 𝑐 и дозвуково-
го 𝑉 < 𝑐 движений, 𝑐 =

√
𝑔𝑑.

Решение: Поскольку закон дисперсии волн на мел-
кой воде линеен, то математически задача эквивалент-
на задаче о распространении звуковых волн. Эта зада-
ча, правда для трёх-мерного случая, рассмотрена нами
в Пункте 4-2.2. Качественные рассуждения для трёх-
мерного случая, см. уравнения (7.11c-4.4d) остаются
верными и для двумерного случая. Однако соотношение
(4.4e) перестаёт быть верным: теперь амплитуда волны
не убывает с расстоянием до источника, а остаётся по-
стоянной. Схематическая картина расходящейся за ис-
точником волны изображена на Рисунке 4.1.

Источник 𝑓 в Фурье-представлении имеет вид

𝑓 = (2𝜋)2𝑎2 𝛿(𝜔 − 𝑘𝑥𝑉 ) exp

(︂
−𝑘

2𝑎2

2

)︂
,

сравни с выражением (4.4f). В этом выражении 𝛿-
функция выражает собой эффект Доплера (7.11c). Ва-
риация подъёма поверхности согласно (7.11b) в пределе
𝑘𝑑≪ 1 равна (измеряем расстояние в 𝑎, скорость — в 𝑐)

𝜂 =

ˆ
𝑘2 exp

(︀
− 𝑘2/2 + 𝑖k𝑟 − 𝑖𝑉 𝑡𝑘𝑥

)︀
d2𝑘

2𝜋
(︀
(𝑉 𝑘𝑥 + 𝑖0)2 − 𝑘2

)︀ =

=

ˆ
𝑘2 exp

(︀
− 𝑘2/2 + 𝑖𝑘𝑥𝑥

′ + 𝑖𝑘𝑦𝑦
)︀
d2𝑘

2𝜋
(︀
(𝑉 𝑘𝑥 + 𝑖0)2 − 𝑘2

)︀ .

Полюса 𝑉 𝑘𝑥 = ±𝑘 в этом выражении соответствуют на-
правлениям распространения уходящих волн под углом
Маха 𝜃0 (4.4d), поскольку на предыдущем шаге инте-
грирования благодаря 𝛿-функции мы получили соотно-
шение 𝜔 = 𝑘𝑥𝑉 .

• Задача 5: Описать линейный отклик несжима-
емой жидкости со свободной поверхностью на источник

(𝜌0/𝑐
2)𝑓 (аддитивная добавка к локальному давлению

на поверхности, см. (7.9b)) размера 𝑎, равномерно дви-
жущийся вдоль оси 𝑂𝑥 со скоростью 𝑉 :

𝑓 = exp

(︂
−𝑥

′2 + 𝑦2

2𝑎2

)︂
, 𝑥′ = 𝑥− 𝑉 𝑡.

Полагать, что скорость 𝑉 значительно больше мини-
мальной фазовой скорости vph,𝑚𝑖𝑛 волн на поверхности.
Глубина жидкости неограниченно большая.

𝑣 ≫ vph,𝑚𝑖𝑛

𝜃⋆

𝑥

𝑦

𝑥𝜃𝜙

Рис. 7.4 След от источника, движущегося по
поверхности глубокой воды со скоростью 𝑣 ≫ 𝑣ph,𝑚𝑖𝑛.

Решение: Сперва дадим полу-количественную кар-
тину волнового движения. В системе отсчёта, вязанной
с движущимся источником, волновое поле является ста-
ционарным. В разных направлениях будут излучаться
волны с разным волновым числом. Сейчас будем рас-
сматривать только гравитационные волны, поскольку
капиллярные волны в силу конечной вязкости будут
быстро затухать при удалении от источника. Пусть из-
лучаемая волна имеет волновое число по оси 𝑂𝑧 равное
𝑘𝑥 и частоту 𝜔. Согласно эффекту Доплера,

𝜔 = 𝑘𝑥 𝑉. (7.11c)

В нашем изложении частота волны всегда положитель-
на, поэтому 𝑘𝑥 также положительна, то есть все волны
распространяются по направлению движения источни-
ка. Пусть направление распространения волны состав-
ляет угол 𝜙 с направлением оси 𝑂𝑥, так что 𝑘𝑥 = 𝑘 cos𝜙
с −𝜋/2 < 𝜙 < 𝜋/2. С другой стороны, по закону диспер-
сии 𝜔 =

√
𝑔𝑘. Поэтому групповая скорость волны

vg =
1

2

√
𝑔

√
𝑘
=
𝑉 cos𝜙

2
.

Волновые пакеты, испущенные в разные стороны в один
и тот же момент времени (когда источник находился в
точке 𝑥 = 𝑉 𝑡−𝑋, так что 𝑋/𝑉 есть время, которое про-
шло с момента испускания волны), имеют координаты

𝑥′ = −𝑋 + vg cos𝜙 · 𝑋
𝑉

= −𝑋(2− cos2 𝜙)

2
,

𝑦 = vg sin𝜙 · 𝑋
𝑉

=
𝑋 cos𝜙 sin𝜙

2
.

(7.11d)
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Это есть уравнение круга радиуса 𝑋/4 с центром в точ-
ке 𝑥′ = −3𝑋/4. Волновой пакет будет виден под углом
𝜃 от источника, который определяется соотношением

tg 𝜃 =
𝑦

−𝑥′
=

vg sin𝜙

𝑉 − vg cos𝜙
=

cos𝜙 sin𝜙

2− cos2 𝜙
.

Максимум этого выражения достигается при cos𝜙 =√︀
2/3, то есть когда 𝜃 = 𝜃⋆, sin 𝜃⋆ = 1/3 (численное зна-

чение 𝜃⋆ ≈ 19.47∘). Угол 𝜃⋆ называется углом Кельвина.
Найдём теперь форму гребней волн, поскольку имен-

но гребни прежде всего видны невооружённым взгля-
дом. Следует учитывать, что на разных своих участках
гребень создаётся волновыми пакетами, испущенными
в разные моменты времени и имеющие разные волно-
вые векторы. Локально гребень ортогонален волновому
вектору, направление которого, напомним, определяет-
ся углом 𝜙. Поэтому координаты гребня {𝑥′, 𝑦} в систе-
ме отсчёта, связанной с движущимся источником, удо-
влетворяют дифференциальному уравнению

d𝑦

d𝑥′
= − ctg𝜙. (7.11e)

В этом уравнении следует считать 𝑋 = 𝑋(𝜙), решением
с учётом выражения для координат волновых пакетов
(7.11d) является 𝑋 = 𝑋0 cos𝜙. Таким образом, коорди-
наты гребня задаются в параметрическом виде

𝑥′ = −𝑋0(2− cos2 𝜙) cos𝜙

2
, 𝑦 =

𝑋0 cos
2 𝜙 sin𝜙

2
.

(7.11f)

7-3.3.1 Волны на различных границах раздела

• Задача 6: Пусть поверхность 𝑧 = 0 разделяет
две жидкости с плотностями 𝜌𝐼 (нижняя жидкость) и
𝜌𝐼𝐼 (верхняя жидкость), см. обозначения Пункта 7-1.1.1.
Считая, что обе жидкости идеальны, найдите закон дис-
персии поверхностных волн (в случае, если плотности
сравнимы, 𝜌𝐼𝐼 ∼ 𝜌𝐼 , такие волны называют внутренни-
ми). Ускорение свободного падения равно 𝑔, поверхност-
ное натяжение равно σ. Обе жидкости считать идеаль-

ными. В записи ответа используйте стандартное обозна-
чение для числа Атвуда (George Atwood)

At =
𝜌𝐼 − 𝜌𝐼𝐼

𝜌𝐼 + 𝜌𝐼𝐼

. (7.12a)

Отрицательное число Атвуда At < 0 соответствует рас-
положению более тяжёлой жидкости над более лёгкой.
Найдите порог 𝑘⋆ по волновому числу, ниже которого
возмущения поверхности являются неустойчивыми. Обе
жидкости считать неограниченно глубокими.

• Задача 7: Пусть на границе раздела верхняя
жидкость более плотная, чем нижняя, 𝜌𝐼 < 𝜌𝐼𝐼 в обозна-
чениях Пункта 7-1.1.1. Жидкости, однако, заключены
в замкнутый сосуд, совершающий быстрые вертикаль-
ные гармонические колебания с амплитудой 𝑎 и цикли-
ческой частотой Ω. Ускорение свободного падения равно
𝑔, поверхностное натяжение границы раздела равно σ.
Определите порог 𝑘𝑡ℎ по волновому числу, ниже которо-
го возмущения поверхности являются неустойчивыми.
Считайте, что колебания являются высокочастотными,
так что Ω ≫

√
−At · 𝑔𝑘⋆, где характерное волновое чис-

ло 𝑘2⋆ = 𝑔(𝜌𝐼𝐼 − 𝜌𝐼)/σ велико, 𝑘⋆ ≫ 𝑘𝑡ℎ, а число Атвуда
At определено в (7.12a). Обе жидкости считайте идеаль-
ными.

• Задача 8: Рассмотрите волны на поверхности
идеально проводящей жидкости, имеющей поверхност-
ное натяжение σ, массовую плотность 𝜌, к которой при-
ложено внешнее однородное стационарное вертикаль-
но направленное поле амплитуды E. Определите порог
E⋆ по амплитуде электрического поля, после которо-
го существуют нераспространяющиеся волновые паке-
ты. Установите порог E𝑡ℎ по амплитуде электрического
поля, после которого поверхность становится неустой-
чивой. Нарисуйте дисперсионную кривую при электри-
ческом поле E = 0.99E𝑡ℎ. Жидкость имеет неограни-
ченную глубину. Указание: К энергии (7.8a), в которой
удержаны только квадратичные вклады по амплитуде
волны, следует добавить электрическую часть потенци-
альной энергии (7.5c,7.5i), после чего получить уравне-
ния движения (7.8b).

§7-4. Средние величины в линейных волнах

Каждая линейная волна в динамическом смысле
представляет собой осциллятор, в котором энергия за-
пасена в двух формах. Колебания сопровождаются пе-
ретеканием энергии из одной формы в другую, так что в
среднем по времени (или по пространству) энергия ока-
зывается равно распределена между этими резервуара-
ми. Величина запасённой энергии квадратична по ам-
плитуде волны. Кроме того, если волна бегущая, то с
волной связан импульс (момент количества движения),
также квадратичный по амплитуде. Определим эти ве-

личины для поверхностных волн на глубокой воде.

Поверхностная плотность энергии волны ℰ состоит
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поровну из кинетической и потенциальной частей,

ℰ =
𝜌

2

⟨ 0ˆ

−𝑑

d𝑧 (∇𝜑)2
⟩

+
𝜌𝑔

2
⟨𝜂2⟩+ σ

⟨︀
(∇𝜂)2

⟩︀
=

=
𝜌

4

⟨︀
𝜕𝑧(𝜑

2)
⟩︀
+
𝜌𝑔 + 𝜎𝑘2

2
⟨𝜂2⟩ = 𝜌𝜔2𝐻2 cth(𝑘𝑑)

2𝑘
.

(7.13a)
При вычислении мы учли условие непротекания на дне,
не более чем квадратичные вклады по амплитуде вол-
ны и связь (7.9i) между потенциалом и формой поверх-
ности. Угловые скобки означают усреднение по периоду
колебания волны. В пределе глубокой воды глубина про-
никновения волнового движения 1/𝑘 может быть оцене-
на из сходимости по вертикали объёмного интеграла от
кинетической энергии течения.

Теперь вычислим импульс бегущей волны. Обратим
внимание, что если выбрать точку в пространстве, ко-
торая всегда находится под водой, то среднее ⟨𝑣𝛼⟩ =
0, так что в этой точке средняя плотность импуль-
са равна нулю. Значит, плотность потока массы, она
же плотность импульса 𝜋𝛼, сосредоточена во впадинно-
гребневом слое, то есть в области |𝑧| < |𝐻|:

𝜋𝛼 = 𝜌

⟨ 𝜂ˆ

−𝑑

d𝑧 𝑣𝛼

⟩
= 𝜌

⟨ 𝜂ˆ

0

d𝑧 𝑣𝛼

⟩
=

= 𝜌
⟨︀
𝜂𝑣𝛼

⟩︀
𝑡
=

𝜌𝜔𝐻2 cth(𝑘𝑑)

2

𝑘𝛼

𝑘
.

(7.13b)

Импульс и энергия переносятся с групповой скоро-
стью. Для демонстрации этого построим потоки соот-
ветствующих величин. Поверхностная плотность пото-
ка энергии 𝒥 𝛼

ℰ , есть сумма двух вкладов: объёмного,
являющегося выражением (2.7j), проинтегрированным
по вертикали, и поверхностного, являющегося резуль-
татом переноса поверхностной энергии, связанной с по-
верхностным натяжением. В объёмном вкладе отдельно
выделяется поток внутренней энергии, который связан
с потоком массы 𝜋𝛼; этот поток не связан с энергией
колебаний, поэтому его следует далее отбросить. Удер-
живая вклады, имеющие не более чем второй порядок
по амплитуде волны, получаем

𝒥 𝛼
ℰ =

��������XXXXXXXX

(︀
𝜌E + 𝑃atm

)︀𝜋𝛼
𝜌

+

0ˆ

−𝑑

d𝑧
⟨︀
𝑣𝛼𝑃

⟩︀
+ σ

⟨
𝜂 𝜕𝑧𝑣

𝛼
⃒⃒
𝑧=0

⟩
=

= ℰ vg
𝑘𝛼

𝑘
,

(7.13c)
где E — удельная плотность внутренней энергии, а 𝑃atm

— давление над поверхностью жидкости. Таким обра-
зом, энергия ℰ (7.13a), связанная с волновыми колеба-
ниями, переносится с групповой скоростью vg (7.10d).

Поверхностная плотность потока импульса (вычис-
ления приведены только в пределе жидкости неограни-
ченной глубины) есть

𝜋𝛼𝛽 =

⟨ 𝜂ˆ

−𝑑

(︀
𝜌𝑣𝛼𝑣𝛽 + 𝑃𝛿𝛼𝛽

)︀
d𝑧 +

0ˆ

−𝑑

𝜌𝑔𝑧𝛿𝛼𝛽d𝑧

⟩
−

− σ
⟨√︀

1 + (∇𝜂)2 𝛿𝛼𝛽⊥ − 𝛿𝛼𝛽
⟩ (7.13d)

где слагаемое с поверхностным натяжением есть проин-
тегрированный по вертикали поток импульса на грани-
це раздела, см. (7.4a). В полном выражении мы вычли
постоянные слагаемые, не зависящие от амплитуды вол-
ны. Воспользуемся уравнением Бернулли (7.7f) и гра-
ничным условием (7.9b) для давления 𝑃 для того, что-
бы выразить вклад второго порядка по амплитуде волн
в давление через скорость:

𝑃 = −𝜌𝑔𝑧+𝜕𝑡𝜑+
𝜌𝑣2

2
= 𝜌𝑔(𝜂−𝑧)−σΔ⊥𝜂+

𝜌𝑣2

2
. (7.13e)

В результате

𝜋𝛼𝛽 =
𝜌

2

0ˆ

−𝑑

d𝑧
⟨︀
2𝑣𝛼𝑣𝛽 − 𝑣2𝛿𝛼𝛽

⟩︀
+

⟨
𝜌𝑔𝜂2

2
− σ𝜂Δ⊥𝜂

⟩
𝛿𝛼𝛽−

+ σ
⟨
𝜕𝛼𝜂 𝜕𝛽𝜂 − ((∇𝜂)2/2

)︀
𝛿𝛼𝛽
⟩
.

(7.13f)
Нетрудно видеть, что общий коэффициент при 𝛿𝛼𝛽 про-
порционален разности средних потенциальной и кине-
тической энергий, то есть равен нулю. Окончательные
вычисления приводят к

𝜋𝛼𝛽 =
𝜌𝜔𝐻2

2

𝑘𝑑𝜔2/ sh2(𝑘𝑑) + 𝑔 + 3(σ/𝜌)𝑘2

2𝜔

𝑘𝛼𝑘𝛽

𝑘2
=

= 𝜋𝛼vg
𝑘𝛽

𝑘
,

(7.13g)
Как и поток энергии (7.13c), поток импульса (7.13g) в
плоской волне есть плотность переносимой величины —
в данном случая импульса 𝜋𝛼 (7.13b), — домноженный
на групповую скорость vg (7.10d).

7-4.1 Дрейф Стокса
Когда мы сделали утверждение о том, что поверх-
ностная плотность импульса в волне сосредоточена во
впадинно-гребневом слое, мы рассуждали в эйлеровом
представлении: мы зафиксировали точку в простран-
стве и рассчитали в ней среднюю плотность импульса.
Однако имеет смысл задать вопрос и по-другому: каков
средний по времени импульс элемента жидкости, кото-
рый в среднем по времени остаётся на глубине −𝑧 под
поверхностью? В этом случае говорят, что мы произво-
дим рассмотрение в лагранжевом представлении.

В линейном приближении по амплитуде волны каж-
дая лагранжева частица совершает во времени колеба-
тельное движение. Её смещение 𝑠(𝑡, 𝑟) есть проинтегри-
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рованная по времени скорость 𝑣(𝑡, 𝑟), взятая в фикси-
рованной точке пространства 𝑟:

𝑠(𝑡, 𝑟) =

𝑡ˆ
d𝑡′ 𝑢(𝑡′, 𝑟). (7.14a)

В линейном по амплитуде волны порядке лагранжева
частица в среднем не смещается относительно своего
исходного положения. Для плоской волны траектория
𝑠(𝑡) проходит по кругу радиуса 𝐻 exp(𝑘𝑧) с постоянной
скоростью 𝜔𝐻 exp(𝑘𝑧).

В квадратичном по амплитуде полны порядке это
уже не так: лагранжева частица в среднем смещает-
ся. Например, для плоской монохроматической бегущей
волны каждая лагранжева часта совершает почти за-
мкнутое круговое движение, за каждый период смеща-
ясь на величину, малую по сравнению с амплитудой ко-
лебаний. Средняя по времени скорость этого смещения
есть средняя лагранжева скорость движения частиц в
поле волны и называется дрейфом Стокса. Физически
дрейф Стокса связан с наличием у волны импульса,
см. (7.13b).

Определим скорость дрейфа Стокса 𝑈𝑠(𝑟). Эту ско-
рость надо рассматривать как результат усреднения по
периоду колебания волны. Нам надо учесть, что ско-
рость лагранжевой частицы надо вычислять не в фикси-
рованной точке пространства, а учесть смещение (7.14a)
в линейном порядке:

𝑈 𝑖𝑠 = ⟨(𝑠∇)𝑢𝑖⟩𝑡. (7.14b)

Используя условие несжимаемости (7.7c), можно произ-
вести следующие выкладки:

𝑈 𝑖𝑠 = 𝜕𝑙⟨𝑠𝑙𝑣𝑖⟩𝑡 = 𝜖𝑖𝑙𝑘𝜕𝑙Ψ
𝑘
𝑠 , (7.14c)

⟨𝑠𝑖𝑣𝑘⟩𝑡 = −⟨𝑠𝑘𝑣𝑖⟩𝑡 = −𝜖𝑖𝑘𝑙Ψ𝑙𝑠,

Ψ𝑖𝑠 =
1

2
𝜖𝑖𝑘𝑙⟨𝑡𝑣𝑘𝑠𝑙⟩ 𝜕𝑖Ψ

𝑖
𝑠 = 0.

Для плоской бегущей гравитационной волны
⟨𝑠𝛼𝑢𝛽⟩𝑡 = 0. Поэтому дрейф Стокса

𝑈𝛼𝑠 = ⟨𝜕𝑖(𝑠𝑖𝑢𝛼)⟩𝑡 = ⟨𝜕𝑧(𝑠𝑧𝑢𝛼)⟩𝑡 = 𝜌𝜔𝐻2𝑘𝛼𝑒
2𝑘𝑧. (7.14d)

Если проинтегрировать скорость дрейфа Стокса в плос-
кой волне по вертикали, то мы получим поверхностную
плотность потока массы в волне (7.13b):

𝜌

0ˆ

−∞

d𝑧 𝑈𝛼𝑠 = 𝜋𝛼. (7.14e)

В общем случае, для произвольного волнового движе-
ния, состоящего из волн, распространяющихся в раз-
ных направлениях, прямое обобщение (7.14e) оказыва-
ется неверным. Дело в том, что в течении общего ви-
да лагранжевы траектории совершают двумерное дви-
жение в проекции на горизонтальную плоскость. отсю-
да возникает различие, аналогичное различию между
экспоненциальным распределением дрейфа по высоте
Стокса и локализацией потока импульса в гребнево-
впадинном слое в плоской волне. Поэтому правильное
обобщение (7.14e) должно содержать, скажем в правой
части, выражение типа ϵ𝛼𝛽𝜕𝛽Ψ, где Ψ некоторая эф-
фективная функция тока.

7-4.2 Задачи

• Задача 1: Покажите, пользуясь уравнениями дви-
жения, что для произвольной системы гравитационных
волн на глубокой воде, распространяющихся в произ-
вольных направлениях, вертикальная компонента ско-
рости дрейфа Стокса всегда равна нулю.

• Задача 2: Определите Стоксов дрейф, произво-
димый двумя скрещенными стоячими гравитационны-
ми волнами на глубокой воде, описывающимися формой
поверхности

𝜂 = 𝐻𝑥 cos(𝑘𝑥) cos(𝜔𝑡) +𝐻𝑦 cos(𝑘𝑦) cos(𝜔𝑡+ 𝜓),

где 𝜔 =
√
𝑔𝑘, 𝐻𝑥,𝑦 — амплитуды волн, а 𝜓 — фиксиро-

ванная разность фаз волн.

§7-5. Нелинейные эффекты в распространении волн

Рассмотрим идеальную жидкость, глубина которой
равна 𝑑. Будем полагать, что на её поверхности воз-
буждены плоская гравитационная волна, распространя-
ющаяся в 𝑥-направлении. Волна монохроматична или
квази-монохроматична, имея несущий волновой вектор,
равный 𝑘, и, соответственно, несущую частоту 𝜔, опре-
деляющуюся законом дисперсии (7.9h) с нулевым по-
верхностным натяжением.

Выясним, к каким эффектам приводит слабая нели-
нейность в такой волне. Для монохроматичной волны на

глубокой воде мы получим изменение формы простран-
ственных колебаний поверхности и нелинейный сдвиг
частоты. Ненулевая дисперсия гравитационных волн
приводит к тому, что уравнение, описывающее распро-
странение слабо немонохроматичной волны, есть нели-
нейное уравнение Шредингера. Нелинейная поправка
к частоте монохроматической волны позволяет опреде-
лить знак и величину коэффициента перед нелинейным
членом в нелинейном уравнении Шредингера.

Для квази-монохроматической волны на жидкости



71

конечной глубины, характеризующуюся узким спек-
тром с шириной Δ𝑘 ≪ 𝑘, мы определим медленное
изменение формы поверхности 𝜂, которое квадратич-
но по амплитуде волны, и происходит со скоростью
Δ𝜔 = vg Δ𝑘 (групповая скорость vg характеризует ско-
рость распространения волновых пакетов). С этим из-
менением формы поверхности связаны медленные же
течения, имеющие по горизонтали характерный мас-
штаб 1/Δ𝑘.

Влияние слабой нелинейности будем учитывать пу-
тём теории возмущений. В линейном (первом) прибли-
жении динамика волны подчиняется линеаризованному
волновому уравнению (7.9g)

𝜕𝑡𝜂
(1) = −𝜕𝑧𝜑(1), 𝜕𝑡𝜑

(1) = 𝑔𝜂(1),
(︀
𝜕2𝑡 + 𝑔𝜕𝑧

)︀
𝜂(1) = 0.

(7.16)
Предполагается, что в равенстве (7.16) потенциал 𝜑 и
его производные берутся при 𝑧 = 0. Напомним, что
результат действия оператора 𝜕𝑧 на 𝜑|𝑧=0 определён в
(7.9f). Нелинейные члены в уравнениях движения при-
ведут к тому, что в волне появятся кратные гармоники.
В общем случае форму поверхности и потенциал можно
записать в виде

𝜂 = 𝜂 + 𝜂(1) + 𝜂(2) + . . . ,

𝜑 = 𝜑+ 𝜑(1) + 𝜑(2) + . . .
(7.17)

Получим уравнения, определяющее первые нелиней-
ное поправки — нулевую и вторую гармоники. Гранич-
ные условия (7.7g,7.7h), записанные во втором порядке
по амплитуде волны, приобретают вид

𝑔𝜂(0+2) − 𝜕𝑡𝜑
(0+2) = 𝜂(1)𝜕𝑧𝑡𝜑

(1) −
(︀
∇𝜑(1)

)︀2
2

,

𝜕𝑡𝜂
(0+2) + 𝜕𝑧𝜑

(0+2) = 𝜕𝑥𝜑
(1)𝜕𝑥𝜂

(1) − 𝜂(1)𝜕2𝑧𝜑
(1),

(7.18)
где после выполнения дифференцирования потенциал 𝜑
должен браться при 𝑧 = 0, а обозначения 𝜑(0+2) = 𝜑+𝜑(2)

и 𝜂(0+2) = 𝜂 + 𝜂(2).

7-5.1 Медленные течения, вызванные
движениями волновых пакетов

Пусть жидкости имеет конечную глубину 𝑑. Пусть плос-
кая волна в линейном приближении является слабо
немонохроматичной. Это означает, что форма поверх-
ности 𝜂(1) в (7.16) представима в виде

𝜂(1) = Re
(︀
𝐻 exp(𝑖𝜒)

)︀
, (7.19a)

где 𝐻(𝑡, 𝑥) — комплексная огибающая, а 𝜒 = 𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝜔𝑡
есть фаза несущей волны. Спектральная ширина Δ𝑘
огибающей 𝐻 мала по сравнению с несущим волновым
числом, Δ𝑘 ≪ 𝑘; по этому параметру мы будем стро-
ить последовательные приближения. Перепишем выра-
жение (7.9i) для потенциала

𝜑(1) = Re

(︂
𝑖𝜔̂ ch

(︀
𝑘𝑥(𝑧 + 𝑑)

)︀
𝑘𝑥 sh(𝑘𝑥𝑑)

𝐻 exp(𝑖𝜒)

)︂
, (7.19b)

где 𝜔̂ и 𝑘𝑥 следует воспринимать как дифферен-
циальные операторы, действующие во временно́м 𝑡-
пространстве и координатном 𝑥-пространстве соответ-
ственно, 𝜔̂ = 𝑖𝜕𝑡 и 𝑘𝑥 = −𝑖𝜕𝑥. В линейном приближении
амплитуда волны 𝜂(1) удовлетворяет волновому уравне-
нию

𝜕2𝑡 𝜂
(1) + 𝜔̂2

𝑘𝑥𝜂
(1) = 0, 𝜔2

𝑘𝑥 = 𝑔𝑘𝑥 th
(︀
𝑘𝑥𝑑
)︀
. (7.19c)

В нулевом порядке по спектральной ширине уравне-
ние (7.19c) приводит к дисперсионному соотношению
𝜔2 = 𝑔𝑘. В следующем приближении получаем урав-
нение на огибающую:(︀

𝜕𝑡 + vg𝜕𝑥
)︀
𝐻 = 0. (7.19d)

Перейдём теперь к вычислению нелинейных эффек-
тов. Произведём усреднение правых частей (7.18) по
быстрым волновым осцилляциям. Сначала выпишем
выражения для комплексных амплитуд производных,
присутствующих в правых частых (7.18):

𝜕𝑥𝜑
(1) = − 𝜔̂ cth(𝑘𝑥𝑑)𝐻𝑒

𝑖𝜒, 𝜕𝑧𝜑
(1) = 𝑖𝜔̂𝐻𝑒𝑖𝜒,

𝜕𝑧𝑡𝜑
(1) = 𝜔̂2𝐻𝑒𝑖𝜒, 𝜕𝑥𝜂

(1) = 𝑖𝑘𝑥𝐻𝑒
𝑖𝜒,

𝜕2𝑧𝜑
(1) = 𝑖𝜔̂𝑘𝑥 cth(𝑘𝑥𝑑)𝐻𝑒

𝑖𝜒,
(7.19e)

Если в правую часть первого уравнения в (7.19e) по-
считать в главном приближении по коротко-волновому
приближению, т.е. заменить 𝜔̂ → 𝜔, 𝑘𝑥 → 𝑘𝑥, то мы
получим

𝑓𝜂 = − 𝜔2|𝐻2|
4 sh2(𝑘𝑑)

= − 𝑔𝑘|𝐻2|
2 sh(2𝑘𝑑)

. (7.19f)

Это выражение стремится к нулю на глубокой воде. В
правой же части второго уравнения в (7.19e) в том же
приближении мы получим нуль. В первом уравнении
(7.18), однако, для предела монохроматической волны
остаётся неопределённость, связанная с произвольно-
стью выбора уровня 𝑧 = 0. Математически это означает,
что в потенциале 𝜑 может быть произвольная добавка,
однородная в пространстве (т.е. не изменяющая распре-
деление скорости в пространстве) и линейно растущая
со временем (т.е. изменяющая давление согласно урав-
нению Бернулли). Мы эту добавку представим в виде

𝜑 = 𝜔2|𝐻2|𝐶𝜑𝑡+ . . . , (7.19g)

где 𝐶𝜑 — безразмерная величина, зависящая от без-
размерной глубины 𝑘𝑑. Она приобретает физический
смысл, только если рассматривать волновые пакеты ко-
нечной длины. В этом случае есть возможность срав-
нить уровень жидкости в присутствии и отсутствии вол-
нового движения.
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Поэтому перейдём к вычислениям правых частей
(7.18) для слабо немонохроматичной волны. Будем удер-
живать только не более чем линейные по ширине паке-
та вклады. Тогда к выражению (7.19f) поправок не бу-
дет (существующие поправки более высокого порядка).
Правая часть во втором уравнении (7.18) имеет вид

𝑓𝜑 = −𝜔 cth(𝑘𝑑)

2
𝜕𝑥|𝐻2|. (7.19h)

Уравнение на медленную часть потенциала есть(︀
𝑔𝜕𝑧 + 𝜕2𝑡

)︀
𝜑 = 𝑔𝑓𝜑 − 𝜕𝑡𝑓𝜂 = −𝑔𝜔 ̃︀𝐶𝜕𝑥|𝐻2|,

̃︀𝐶 =
sh(4𝑘𝑑) + 3 sh(2𝑘𝑑) + 2𝑘𝑑

4 sh2(2𝑘𝑑)
.

(7.19i)

Преобразуя правую часть, мы воспользовались уравне-
нием на огибающую (7.19d). Числовая величина ̃︀𝐶 из-
меняется не сильно: в пределе глубокой воды ̃︀𝐶 = 1/2,
в пределе мелкой воды она возрастает до ̃︀𝐶 = 3/2. От-
метим, что правая часть (7.19i) может быть получена
как предел в бигармонической волне выражения [Chen,
2006, Eq. (11b)] при совпадающих частотах.

Чтобы избежать громоздких вычислений для случая
общего положения, обращать волновой оператор, стоя-
щий в левой части уравнения (7.19i), будем в двух пре-
делах соотношения между собой глубины 𝑑 и ширины
пакета 1/Δ𝑘. Поскольку предполагается, что медленные
течения далеки от волнового резонанса (число Урселла
относительно мало, смотри ниже Пункт 7-5.2), то мед-
ленные поля 𝜂 и 𝜑, не обладая собственно динамикой,
являются вынужденными и поэтому зависят также от
координаты и времени только посредством комбинации
𝑥− vg𝑡.

Сперва рассмотрим предел очень глубокой жидко-
сти, когда Δ𝑘 · 𝑑 ≫ 1. Тогда с точки зрения несущей
волны, мы имеем дело с глубокой водой. В этих услови-
ях 𝜕2𝑡 𝜑≪ 𝑔𝜕𝑧𝜑, так что

𝜑 = −𝜔
2

1

𝑘
𝜕𝑥|𝐻2|. (7.19j)

Интересующая нас величина

𝜕𝑡𝜑 = − 1

vg
𝜕𝑥𝜑 = −𝑔

4
𝑘|𝐻2| ∼ 𝜔𝐻2

0

2
Δ𝜔. (7.19k)

Константа 𝐶 в (7.19g) мала по спектральной ширине
пакета, но её вклад может быть всё же определяющим
на фоне второго, экспоненциально малого вклада от
(7.19f). Среднее смещение поверхности жидкости

𝜂 =
𝜕𝑡𝜑+ 𝑓𝜂

𝑔
= −

(︃
𝑘

4
+

𝑘

2 sh(2𝑘𝑑)

)︃
|𝐻2|. (7.19l)

Построим качественную картину, позволяющую по-
лучить эти результаты более простым, общефизическим
способом. Будем рассматривать предел неограниченно

глубокой жидкости, тогда второе слагаемое в (7.19l)
пренебрежимо мало́. Сделаем предположение, которое
оправляется дальнейшими выводами: смещение средне-
го уровня жидкости не определяется средней вертикаль-
ной скоростью 𝑣𝑧 у поверхности, поскольку 𝜕𝑡𝜂 мало́ по
сравнению с 𝑣𝑧 как Δ𝑘/𝑘. Значит, вертикальная сред-
няя скорость должна быть результатом изменения по
координате потока массы 𝜋𝑥 (7.13b):

𝑣𝑧 = −𝜕𝑧𝜑 = −𝑘𝜑 =
1

𝜌
𝜕𝑥𝜋

𝑥 = −𝜔
2
𝜕𝑥|𝐻2|. (7.19m)

Это равенство, действительно, выполняется согласно
нашим точным вычислениям. Чтобы найти среднее сме-
щение 𝜂 уровня жидкости, воспользуемся гидростати-
ческим приближением: изменение среднего по времени
давления под жидкостью вблизи её поверхности связа-
но с изменением высота столба жидкости, 𝛿𝑃 = 𝑔𝜂. Из
уравнения Бернулли (7.7f) получаем, что 𝛿𝑃 = 𝜕𝑡𝜑. Ве-
личина 𝜕𝑡𝜑 может быть найдена из уравнения (7.19m),
используя то, что волновой пакет движется с группо-
вой скоростью, см. (7.19d). В результате чего приходим
к (7.19l).

Пусть теперь, наоборот, длина волнового пакета ве-
лика по сравнению с глубиной жидкости, Δ𝑘 · 𝑑 ≪ 1.
Уравнение (7.19i) может быть переписано в виде(︀

𝑔𝜕𝑧 + 𝜕2𝑡
)︀
𝜑 = −

(︂
𝑔𝑑

v2g
− 1

)︂
𝜕2𝑡 𝜑 =

𝑔𝜔 ̃︀𝐶
vg

𝜕𝑡|𝐻2|.

Нужная нам величина есть потому

𝜕𝑡𝜑 = − 𝑔𝜔 ̃︀𝐶
vg
(︀
𝑔𝑑/v2g − 1

)︀ |𝐻2|.

Таким образом, средний уровень поверхности

𝜂 = −

(︃
𝜔 ̃︀𝐶

vg
(︀
𝑔𝑑/v2g − 1

)︀ + 𝑘

2 sh(2𝑘𝑑)

)︃
|𝐻2|, (7.19n)

что совпадает с [Longuet-Higgins & Stewart, 1962,
Eq. (3.17)]. Второй вклад в (7.19n) оказывается суще-
ственным только в переходной области длины волны
𝑘𝑑 ∼ 1.

7-5.2 Граница применимости приближе-
ния слабо нелинейных волн

Рассмотрим противоположный предел мелкой воды.
Волны на мелкой воде отличаются от волн на глубокой
тем, что они имеют почти линейный закон дисперсии,
см. (7.10g). Система уравнений на вторую гармонику
(7.18) остаётся вместе с тем прежней. В случае совер-
шенно линейного закона дисперсии вынуждающая сила
на удвоенном волновом векторе 2𝑘, действующая с удво-
енной частотой 2𝜔 в (7.18), является резонансной. Это
означает, что амплитуда второй гармоники оказывается
не малой по сравнению с амплитудой основной, первой
гармоники. В этом случае в определении влияния нели-
нейности на динамику волн мы не можем использовать
теорию возмущений, развитую выше.
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Определим критерий, при котором амплитуда вто-
рой гармоники остаётся относительно малой. Для этого
учтём отклонение от линейного закона дисперсии для
волн на мелкой воде (7.10f), разложив его по малому
параметру 𝑘𝑑 ≪ 1 до следующего неисчезающего чле-
на:

𝜔𝑘 =

(︂
1− (𝑘𝑑)2

6

)︂
𝑐𝑘. (7.20a)

Детерминант матрицы коэффициентов линейной систе-
мы уравнений (7.18) относительно {𝜂(2), 𝜑(2)} равен

det =
(︀
2𝜔𝑘

)︀2 − (︀𝜔2𝑘

)︀2 ≈ (𝑘𝑑)2𝜔2. (7.20b)

Правая часть (вынуждающая сила) оценивается как

𝜂(1)𝜕2𝑧𝜑
(1) ∼ 𝜔𝐻2

𝑑
≡ 𝑓 (7.20c)

согласно (7.9i). Таким образом, оценка для амплитуды
второй гармоники есть

𝜂(2) ∼ 𝜔

det
· 𝑓 =

𝐻

𝑑3𝑘2
·𝐻. (7.20d)

Отношение амплитуды второй гармоники к амплитуде
первой по порядку величины есть

𝜂(2)

𝐻
∼ 𝒰 ≡ 𝐻𝜆2

𝑑3
. (7.20e)

Число 𝒰 называется числом (номером) Урселла (Ursell
parameter or Stokes parameter). Если 𝒰 ≲ (2𝜋)2, то хоро-
шо применима теория разложения Стокса, первый шаг
которой есть уравнение (7.18).

7-5.3 Плоская периодическая слабо
нелинейная гравитационная волна
на глубокой воде

Исследуем влияние нелинейных поправок на динамику
плоской монохроматической гравитационной волны на
глубокой воде. Эту процедуру впервые провёл Г.Стокс
[Stokes, 1847]. В современном изложении эту теорию
можно найти в [Zhao & Liu, 2022].

В линейном (первом) приближении волна описыва-
ется формой поверхности и потенциалом течения

𝜂(1) = 𝐻 cos𝜙, 𝜑(1) = −𝜔0𝐻

𝑘
𝑒𝑘𝑧 sin𝜙, 𝜙 = 𝑘𝑥− 𝜔0𝑡,

(7.21a)
где невозмущённая нелинейностью частота волны 𝜔0 =√
𝑔𝑘 (7.10d). Нелинейные поправки (7.17) являются мо-

нохроматическими,

𝜂(𝑛) ∝ cos
(︀
𝑛𝜙+ 𝛼𝜂𝑛

)︀
𝜑(𝑛) ∝ sin

(︀
𝑛𝜙+ 𝛼𝜑𝑛

)︀
𝑒𝑛𝑘𝑧

(7.21b)

где 𝛼𝜂𝑛 и 𝛼𝜑𝑛 неизвестные фазы. Для определённости
мы будем считать, что у волны задано волновое число

𝑘, а частота 𝜔 подлежит нахождению; также 𝐻 и фаза в
выражении для главной, т.е. первой, гармонии 𝜑(1) фор-
мы поверхности в (7.21a) являются фиксированными.

Подстановка в правые части (7.18) вида плоской вол-
ны (7.21a) приводит к

𝑔𝜂(2) − 𝜕𝑡𝜑
(2) =

(𝜔𝐻)2

2
cos(2𝜙),

𝜕𝑡𝜂
(2) + 2𝑘𝜑(2) = 𝜔𝑘𝐻2 sin(2𝜙).

(7.21c)

Решением этой системы уравнений является

𝜂(2) =
(𝑘𝐻)𝐻

2
cos(2𝜙), 𝜑(2) = 0. (7.21d)

Обратим внимание, что в правых частях (7.21c), явля-
ющихся вынуждающей силой, присутствует только вто-
рая гармоника. Дело в том, что, как мы раньше выясни-
ли, для плоской волны на неограниченно глубокой жид-
кости 𝜂 = 0 (7.19l) и 𝜑 = 0 (7.19k). Ещё одной особенно-
стью обладает решение (7.21d): поправка к потенциалу
течения равна нулю.

Теперь произведём следующий шаг разложения, ко-
торый будет содержать 1-ю и 3ю гармоники. При этом
нам надо учесть, что частота имеет поправку 𝜔(2), отно-
сительная величина которой порядка (𝑘𝐻)2. Выписыва-
ем только правые части уравнений, аналогичных (7.18):

. . .(1+3) =

(︀
𝜂(1)
)︀2

2
𝜕𝑧𝑧𝑡𝜑

(1) + 𝜂(2)𝜕𝑧𝑡𝜑
(1) +

+ 𝜂(1)
(︀
∇𝜑(1) · ∇𝜕𝑧𝜑(1)

)︀
= (7.21e)

= −3𝑔(𝑘𝐻)2𝑘

8
cos𝜙+

3𝑔(𝑘𝐻)2𝑘

8
cos(3𝜙),

. . .(1+3) = 𝜕𝑥𝜑
(1)𝜕𝑥𝜂

(2) + 𝜂(1)𝜕𝑥𝑧𝜑
(1)𝜕𝑥𝜂

(1) −

−𝜂(2)𝜕3𝑧𝜑
(1) −

(︀
𝜂(1)
)︀2

2
𝜕2𝑧𝜑

(1) = (7.21f)

=
5𝜔0(𝑘𝐻)2𝐻

8
sin𝜙+

9𝜔0(𝑘𝐻)2𝐻

8
sin𝜙.

Отдельно выписывая уравнение на третью гармонику,
которое полностью аналогично (7.18), находим, что

𝜂(3) =
3(𝑘𝐻)2𝐻

8
cos(3𝜙), 𝜑(3) = 0. (7.21g)

Теперь выделим уравнение на главную, т.е. первую, гар-
монику. При этом мы полагаем, что выражение (7.21a)
для 𝜂(1) остаётся неизменным по определению, а поправ-
ки испытывает 𝜑(1); по-прежнему, однако, 𝜕𝑧𝜑(1) = 𝑘𝜑(1).
В результате

𝑔𝐻 cos𝜙− 𝜕𝑡𝜑
(1) = −3𝑔(𝑘𝐻)2𝐻

8
cos𝜙, (7.21h)

𝐻𝜔 sin𝜙+ 𝑘𝜑(1) =
5𝜔0 (𝑘𝐻)2𝐻

8
sin𝜙. (7.21i)
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Получаем, что частота с учётом нелинейного сдвига рав-
на

𝜔 = 𝜔0 + 𝜔2 =

(︂
1 +

(𝑘𝐻)2

2

)︂
𝜔0, (7.21j)

а потенциал течения

𝜑(1) = −
(︂
1− (𝑘𝐻)2

8

)︂
𝜔0𝐻

𝑘
sin𝜙𝑒𝑘𝑧. (7.21k)

7-5.3.1 Форма поверхности

Соберём полученные результаты для формы поверхно-
сти в одно выражение:

𝜂 = 𝐻 cos𝜙+
(𝑘𝐻)𝐻

2
cos(2𝜙) +

3(𝑘𝐻)2𝑘

8
cos(3𝜙).

(7.21l)
Отметим, что благодаря вкладу третьей гармоники 𝜂(3)

разница между горбом и впадиной равна не 2𝐻, а
несколько больше — 2 ̃︀𝐻, с полу-высотой

̃︀𝐻 =

(︂
1 +

3(𝑘𝐻)2

8

)︂
𝐻. (7.21m)

Вклад второй гармоники 𝜂(2) качественно приводит к
тому, что горбы становятся уже и выше, а впадины —
мельче и шире. В потенциале течения содержит толь-
ко первая гармоника (7.21k) (в следующем порядке ∼
(𝑘𝐻)3 в потенциале возникнет вторая гармоника). Ча-
стота волны задаётся выражением (7.21j).

7-5.4 Распространение волнового пакета
Для того, чтобы нелинейный сдвиг частоты задавался
выражением (7.21j), волновое уравнение (7.16) на слабо
немонохроматичную волну надо дополнить нелинейным
членом: (︂

𝜕2𝑡 + 𝑔𝑘 +
4𝑔𝑘3

3
𝜂2
)︂
𝜂 = 0, (7.21n)

где предполагается, что должны быть удержаны толь-
ко вклады, осциллирующие как exp(±𝑖𝜙). Введём для
поля волны 𝜂 комплексную огибающую Φ,

𝜂(𝑡, 𝑥) = Re
(︀
Φ(𝑡, 𝑥) exp(𝑖𝑘0𝑥− 𝑖𝜔0𝑡)

)︀
. (7.21o)

В терминах огибающей Φ уравнение (7.21n) переходит
в фокусирующее нелинейное уравнение Шредингера

𝑖𝜕𝑡Φ =
𝜔0

8𝑘20
𝜕2𝑥Φ + 𝜔0𝑘

2
0

⃒⃒
Φ2
⃒⃒
Φ, (7.21p)

сравни с (12.8g) в Приложении; напомним, что (7.21p)
записана в сопровождающей системе координат, дви-
жущейся со скоростью 𝑣𝑔. Непосредственной провер-
кой можно убедиться, что нелинейный сдвиг частоты
(12.8p) совпадает с найденным (7.21j).

Поправки следующего порядка по спектральной ши-
рине пакета к нелинейному уравнению Шредингера рас-
смотрены в [Dysthe, 1979].

7-5.5 Гамильтониан слабо нелинейных
волн

Гамильтониан (7.8d) может быть разложен в ряд по 𝜓, 𝜂.
Это разложение начинается с квадратичных членов,

ℋ(2) =
1

2

ˆ
d𝑥d𝑦

(︀
𝜓𝜕𝑧𝜓 + 𝑔𝜂2

)︀
. (7.22a)

Оператор 𝜕𝑧 является функцией симметричного опера-
тора 𝑘, поэтому и сам является симметричным. Если
в уравнениях движения вместо полного гамильтониана
взять его квадратичную часть ℋ(2), то мы получим ли-
неуню динамику волн:

𝜕𝑡𝜂 = −𝜕𝑧𝜓, 𝜕𝑡𝜓 = 𝑔𝜂. (7.22b)

Нелинейное взаимодействие волн описывается ку-
бичным ℋ(3) и более высокими вкладами в гамильто-
ниан. Все эти вклады происходят из разложения кине-
тической части энергии и являются квадратичными по
𝜓, т.е. вычисление этих вкладов сводится к задаче раз-
ложения оператора 𝐺̂ по степеням формы поверхности
𝜂. Кубичный вклад в гамильтониан (глубокая вода, для
которой 𝜕𝑧 = 𝑘) равен

ℋ(3) =
1

2

ˆ
d𝑥d𝑦 𝜓

(︀
− 𝑘(𝜂𝑘𝜓)− 𝜕𝛼(𝜂𝜕𝛼𝜓)

)︀
=

=
1

2

ˆ
d𝑥d𝑦 𝜂

(︀
𝜕𝛼𝜓 𝜕𝛼𝜓 − (𝑘𝜓)2

)︀
. (7.22c)

В первой форме записи не проводилось ни одного инте-
грирования по частям, при этом видно, что линейный
по 𝜂 вклад в 𝐺̂ действительно симметричный.

7-5.6 Задачи

• Задача 1: Покажите, что уравнения движения
(7.8b), полученные вариацией гамильтониана ℋ(2)+ℋ(3),
записанного в точностью до кубических членов, см.
(7.22a,7.22c), эквивалентны (если течение происходит
только в плоскости 𝑂𝑥𝑧) уравнениям (7.16,7.18), полу-
ченным путём непосредственного разложения уравне-
ний движения по степенями нелинейности. Указание:
следует учесть, что 𝜓 есть потенциал, взятый на по-
верхности жидкости, тогда как в уравнениях (7.16,7.18)
потенциал взят на плоскости 𝑧 = 0.
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§7-6. Волны на поверхности слабо вязкой жидкости

При наличии вязкости изменяются граничные усло-
вия, так что найденное решение для идеальной жид-
кости граничным условиям уже не удовлетворяет. Дей-
ствительно, если взять решение для идеальной жидко-
сти, то на свободной поверхности окажется отличным
от нуля касательный тензор напряжений 𝜎′

𝜏𝑛

𝜎′
𝑖𝑛 = 2η𝛿⊥

𝑖𝑙𝑛𝑘𝜕𝑙𝜕𝑘𝜑 ̸= 0, (7.23a)

где проектор 𝛿⊥
𝑖𝑙 на касательную плоскость к поверх-

ности определён в (7.2d). Таким образом, истинное ре-
шение не может описываться чисто потенциальным те-
чением и должно содержать завихренность. Завихрен-
ность отлична от нуля только в узких вязких погранич-
ных слоях вблизи дна и поверхности, толщина которых
𝛿 =

√︀
2𝜈/𝜔, см. § 3-5 и, в частности, формулу (3.16c).

Для того, чтобы волна затухала за время, большое по
сравнению с её периодом колебаний, мы должны пред-
положить, что в задаче есть малый параметр

𝛾 =

√︂
𝜈𝑘2

𝜔
≪ 1, (7.23b)

то есть, иными словами, толщина погранслоя (мы будем
его называть также вязким подслоем) мала по сравне-
нию с диной волны, 𝛿𝑘 ≪ 1. Тогда потенциальное при-
ближение верно описывает течение почти во всём объё-
ме за исключением тонких вязких подслоёв.

7-6.1 Затухание волн на глубокой воде

Не находя непосредственно вихревой добавки в течение,
можно найти скорость затухания волн. Для этого доба-
вим внешние поверхностные силы, благодаря которым
граничные условия вязкой жидкости удовлетворяются
для течения, найденного для идеальной жидкости. К
свободной поверхности следует приложить силы, ком-
пенсирующие 𝜎′

𝑖𝑛. Мощность 𝑄, затрачиваемая поверх-
ностными силами на единицу площади, в квадратичном
по амплитуде волны приближении равна

𝑄 = ⟨𝑣𝛼𝜎′
𝛼𝑧 + 𝑣𝑧𝜎

′
𝑧𝑧⟩ = 2η ⟨𝜕𝛼𝜑𝜕𝛼𝑧𝜑+ 𝜕𝑧𝜑𝜕𝑧𝑧𝜑⟩

⃒⃒
𝑧=0

.
(7.23c)

Эта мощность компенсирует диссипативные потери
энергии за счёт вязкости. Усредняя по периоду волны,
найдем, что мощность 𝑄 есть

𝑄 = 4η𝑘2⟨𝜑𝜕𝑧𝜑⟩ = 8𝜈𝑘2𝒯𝑘𝑖𝑛 = 4𝜈𝑘2ℰ , (7.23d)

где 𝒯𝑘𝑖𝑛 — средняя кинетическая энергия на единицу
площади, см. (7.13a). Тогда в отсутствии внешних сил,
для полной энергии системы ℰ можно записать уравне-
ние:

dℰ
d𝑡

= −4𝜈𝑘2ℰ , 𝜔′′ = 2𝜈𝑘2, (7.23e)

где 𝜔′′ — мнимая часть частоты при абсолютно действи-
тельном волновом числе 𝑘.

В случае свободной поверхности мощность 𝑄 выде-
ляется в виде тепла в слое жидкости толщиной ∼ 1/𝑘,
так что внутри вязкого подслой выделяется лишь доля
∼𝛾 этого тепла. Причина, как будет показано ниже в
этом Пункте, состоит в том, что вихревая часть скоро-
сти в вязком подслое имеет малость 𝛾 по сравнению с
потенциальной составляющей. Это отличает ситуацию
свободной поверхности от твёрдой границы, см. § 3-5 и,
в частности, (3.16g).

7-6.1.1 Вывод дисперсионного соотношения

Теперь получим дисперсионное соотношение с учётом
вязкости. На этом пути мы, в том числе, построим и по-
ле скорости. Рассмотрим монохроматическую плоскую
волну, распространяющуюся вдоль 𝑥-направления в ли-
нейном по амплитуде волны приближении. Параметри-
зуем скорость двумя потенциалами — потенциальной
частью 𝜑 и вихревой частью Ψ:

𝑣𝑥 = −𝜕𝑥𝜑+ 𝜕𝑧Ψ,

𝑣𝑧 = −𝜕𝑧𝜑− 𝜕𝑥Ψ.
(7.23f)

Линеаризованное уравнение Навье-Стокса имеет вид

𝜕𝑡𝑣 = −∇𝑝+ 𝜈∇2𝑣, (7.23g)

откуда с учётом несжимаемости div 𝑣 = 0 получаем, что
потенциалы должны удовлетворять соотношениям:

∇2𝜑 = 0, (𝜕𝑡−𝜈∇2)Ψ = 0, 𝑃+𝑔𝑧 = 𝜕𝑡𝜑. (7.23h)

Поскольку мы рассматриваем монохроматическую
плоскую волну, в уравнениях 𝜕𝑡 = −𝑖𝜔. Для вихрево-
го потенциала Ψ это означает, что характерная длина
его изменения равна 𝛿. Потенциал Ψ изменяется глав-
ным образом по нормальном направлению от границы
внутрь жидкости, тогда как вдоль границы характер-
ный масштаб его изменения равен длине волны. Малый
параметр 𝛾 ≪ 1 позволяет разделить два масштаба —
толщину вязкого подслоя и длину волны. В этом пре-
деле производную по нормали от потенциала Ψ можно
заменить на производную по вертикали.

Запишем граничные условия (7.2h) и (7.3a), линеа-
ризованные по амплитуде волны:

𝜕𝑡𝜂 = 𝑣𝑧, (7.23i)
𝜕𝑥𝑣𝑧 + 𝜕𝑧𝑣𝑥 = 0, (7.23j)
𝑃 − 2𝜈𝜕𝑧𝑣𝑧 = −(σ/𝜌)∇2𝜂. (7.23k)

Первое уравнение есть кинематическое граничное усло-
вие (7.2h), второе уравнение есть динамическое гранич-
ное условие (7.3c) на касательное напряжение, послед-
нее — динамическое граничное условие (7.3b) на нор-
мальную силу.
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Из (7.23h) следует, что для плоской монохроматиче-
ской бегущей волны пространственно-временная зави-
симость потенциалов задаётся зависимостями

𝜑 = Re
(︀
𝜓 exp(𝑖𝑘𝑥− 𝑖𝜔𝑡) exp(𝑘𝑧)

)︀
,

Ψ = Re
(︀
Ψ0 exp(𝑖𝑘𝑥− 𝑖𝜔𝑡) exp(κ𝑧)

)︀
,

(7.23l)

где 𝜓 и Ψ0 – некоторые константы, определяющиеся ам-
плитудой волны, а комплексная величина κ есть

κ =

√︂
− 𝑖𝜔
𝜈

+ 𝑘2 ≈ 1− 𝑖

𝛿
, (7.23m)

где толщина 𝛿 вязкого пограничного слоя определена
в (3.16c). Таким образом, если волновое потенциальное
течение проникает вглубь на ∼ 1/𝑘, то вихревая поправ-
ка проникает вглубь от поверхности всего на толщину
вязкого подслоя 𝛿 ∼ 𝛾/𝑘.

Из динамического граничного условия (7.23j) на ка-
сательную силу получаем, что

Ψ0 =
𝛾2

1 + 2𝑖𝛾2
𝜓 ≈ 𝛾2𝜓. (7.23n)

Это означает, что внутри вязкого подслоя амплитуда
вихревой поправки к горизонтальной скорости мала как
𝛾, 𝜕𝑧Ψ ∼ 𝛾𝑘𝜓 (напомним, что 𝑘𝜓 есть амплитуда ско-
рости на поверхности), а амплитуда вертикальной ско-
рости ещё меньше, 𝜕𝑥Ψ ∼ 𝛾2𝑘𝜓. Из кинематического
граничного условия (7.23i) находим

𝜂0 = − 𝑖𝑘
𝜔

1

1 + 2𝑖𝛾2
𝜓. (7.23o)

Наконец, баланс нормальных сил (7.23k) приводит к
уравнению

𝜔2

𝑔𝑘 + 𝜎𝑘3/𝜌
=

1

1 + 4𝑖𝛾2 − (κ/𝑘 + 1)𝛾4
≈ 1− 4𝑖𝛾2.

(7.23p)
В результате приходим к дисперсионному соотношению

𝜔 = 𝜔𝑘
(︀
1− 2𝑖𝛾2

)︀
, 𝜔𝑘 =

√︀
𝑔𝑘 + (σ/𝜌)𝑘3. (7.23q)

7-6.2 Задачи

• Задача 1: Прямым вычислением убедитесь, что
скорость диссипации энергии в поверхностной волне на
глубокой воде (7.23d) можно вычислить как объёмный
интеграл от вязкой скорости диссипации кинетической
энергии течения, см. (2.14b), причём в качестве поля
скорости волны достаточно брать только его потенци-
альную компоненту.

• Задача 2: Найдите скорость затухания гравита-
ционной волны, когда жидкость нельзя считать глубо-
кой, так что 𝑘𝑑 ≲ − ln 𝛾, где 𝑑 — глубина жидкости, 𝑘
— волновое число, безразмерное число 𝛾 ≪ 1 (7.23b), 𝜔
— частота волны, 𝜈 — кинематическая вязкость жидко-
сти.

• Задача 3: Имеется бесконечно глубокий водоём
(уровень жидкости в состоянии покоя есть 𝑧 = 0), кото-
рый ограничен в 𝑥-направлении вертикальными отвес-
ными стенками, располагающимися в плоскостях 𝑥 = 0
и 𝑥 = 𝐿. В третьем 𝑦-направлении водоём неограничен.
Рассмотрим стоячие волны, у которых волновой вектор
направлен вдоль 𝑥-оси. i) Считая жидкость идеальной,
найдите собственные частоты для таких волны. ii) Счи-
тая жидкость слабо вязкой, найдите скорость затухания
таких волн.

• Задача 4: Имеется бесконечно глубокий водоём
(уровень жидкости в состоянии покоя есть 𝑧 = 0), кото-
рый ограничен в 𝑥-направлении вертикальными отвес-
ными стенками, располагающимися в плоскостях 𝑥 = 0
и 𝑥 = 𝐿. В третьем 𝑦-направлении водоём неограничен.
Считая жидкость слабо вязкой, найдите скорость зату-
хания волн, бегущих вдоль оси 𝑂𝑦.



77

Глава 8

ТЕЧЕНИЕ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ

§8-1. Уравнения течения вращающейся жидкости

Рассмотрим течение жидкости, весь объём которой
претерпевает вращение как целое с угловой скоростью
Ω = {0, 0,Ω}. Тогда для описания течения на фоне вра-
щения следует перейти в систему отсчёта, вращающу-
юся с угловой скоростью Ω. В инерциальной системе
декартовы координаты {𝑡, 𝑟} выберем так, чтобы нача-
ло координат 𝑟 = 0 находилось на оси вращения, а при
𝑡 = 0 с пространственными координатами 𝑟 совпадали
декартовы координаты 𝑟′ вращающейся системы отсчё-
та, 𝑟′|𝑡=0 = 𝑟. При таком выборе пересчёт между коор-
динатами осуществляется по формуле

𝑟′ = exp(Ω̂𝑡)𝑟, 𝑟 = exp(−Ω̂𝑡′)𝑟′, Ω𝑖𝑘 = 𝜖𝑖𝑘𝑙Ω
𝑙,

где время в новой системе координат то же самое, 𝑡′ = 𝑡
и, напомним, Ω̂𝑟 = −[Ω × 𝑟]. Отсюда следует преобра-
зование производных

𝜕𝑡 = 𝜕𝑡′ + (Ω̂𝑟′ ·∇′), ∇ = exp(Ω̂𝑡)∇′.

Пересчёт скоростей осуществляется согласно правилу

𝑣 = exp(−Ω̂𝑡)
(︀
𝑣′ − Ω̂𝑟′

)︀
, 𝑣′ = exp(Ω̂𝑡)

(︀
𝑣 − [Ω× 𝑟]

)︀
.

(8.1a)
В частности, если бы жидкость вращалась как твёрдое
тело, то в неподвижной системе координат поле скоро-
сти 𝑣 и завихренность 𝜛 были бы

𝑣 = [Ω× 𝑟], 𝜛 = 2Ω, (8.1b)

а во вращающейся системе координат 𝑣′ = 0.
Поскольку есть выделенное направление, заданное

вращением, нам потребуется выделять поперечные ком-
поненты векторов ‘𝑥’, ‘𝑦’. Будем это делать первыми
буквами греческого алфавита {𝛼, 𝛽, . . .}.

Теперь перейдём к выводу уравнений течения во
вращающейся системе координат. Субстациональная
(лагранжева) производная(︀

𝜕𝑡 + (𝑣 · ∇)
)︀
𝑒−Ω̂𝑡′ = 𝑒−Ω̂𝑡′

(︀
𝜕𝑡′ + (𝑣′ · ∇′)− Ω̂

)︀
,

поэтому

𝑒Ω̂𝑡
′(︀
𝜕𝑡 + (𝑣 · ∇)

)︀
𝑣 =

(︀
𝜕𝑡′ + (𝑣′ · ∇′)− Ω̂

)︀(︀
𝑣′ − Ω̂𝑟′

)︀
.

В результате уравнение Навье-Стокса (2.8) во враща-
ющейся системе отсчёта приобретает вид (мы опуска-

ем штрихи, обозначающие принадлежность ко вращаю-
щейся системе координат)

𝜕𝑡𝑣𝑖 + (𝑣∇)𝑣𝑖 + 2[Ω× 𝑣]𝑖 = (8.1c)

= −1

𝜌
𝜕𝑖𝑃 − [Ω× [Ω× 𝑟]]𝑖 +

1

𝜌
𝜕𝑘𝜎

′
𝑖𝑘 + 𝑓𝑖,

где тензор вязких напряжений 𝜎′
𝑖𝑘 вычисляется по той

же формуле (2.8a), как и в инерциальной системе коор-
динат. Слагаемое 2[Ω×𝑣] в левой части (8.1c) называют
силой Кориолиса (Coriolis force); слагаемое −[Ω×[Ω×𝑟]]
в правой части уравнения есть массовая плотность цен-
тробежной силы (centrifugal force), возникающей во
вращающейся системе отсчёта. Центробежная сила на-
правлена от оси вращения и является потенциальной:

−[Ω×[Ω×𝑟]] = − grad𝜙Ω, 𝜙Ω = − [Ω× 𝑟]2

2
. (8.1d)

8-1.1 Несжимаемая жидкость
Если плотность жидкости можно считать постоянной,
𝜌 = 𝜌0, а течение ограничено твёрдыми неподвижными
стенками, то центробежная сила, будучи потенциаль-
ной, приводит только к изменению давления. Введём
эффективное давление

𝑝 = 𝑃/𝜌0 + 𝜙Ω =
𝑃

𝜌0
− [Ω× 𝑟]2

2
, (8.2a)

которое должно определяться из условия div 𝑣 = 0. В
этом случае уравнение Навье-Стокса имеет вид(︀
𝜕𝑡 + (𝑣·∇)

)︀
𝑣+2 [Ω× 𝑣] = −∇𝑝+ 𝜈Δ𝑣+ 𝑓/𝜌0, (8.2b)

сравни с (2.12c). Это уравнение, переписанное в терми-
нах завихренности скорости 𝜛 = rot𝑣, имеет вид(︀
𝜕𝑡+(𝑣·∇)

)︀
𝜛−2(Ω·∇)𝑣 = (𝜛·∇)𝑣+𝜈Δ𝜛+𝑓𝜛, (8.2c)

где 𝑓𝜛 = rot𝑓/𝜌0, сравни с (2.12g). Ниже в этом пара-
графе, если не оговорено противное, мы рассматриваем
несжимаемую жидкость.

Если жидкость считать идеальной, положив 𝜈 = 0,
то кинетическая энергия течения во вращающейся жид-
кости будет сохраняться во времени, то есть

𝜕𝑡𝐾 = 𝜕𝑡
1

2

ˆ
𝑣2 d3𝑟 = 0. (8.2d)
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Скорость локального изменения плотности кинетиче-
ской энергии подчиняется формально тому же уравне-
нию (2.14b), хотя теперь давление включает в себя цен-
тробежный потенциал согласно (8.2a), а также учиты-
вает влияние сил Кориолиса. Сохраняется также и спи-
ральность

𝜕𝑡𝐻 = 𝜕𝑡

ˆ
(𝜛 ·𝑣) d3𝑟 = 0. (8.2e)

8-1.1.1 Приближение Буссинеска

Если вращающаяся жидкость находится в потенциаль-
ном поле 𝜙 (например, гравитационном), то во вращаю-

щейся системе отсчёта в полный потенциал 𝜙 надо так-
же включить потенциал инерционных сил:

𝜙 = 𝜙+ 𝜙Ω. (8.3a)

Уравнение на изменение скорости (2.18g) переписывает-
ся с учётом модификации потенциала в виде

𝜕𝑡𝑣
𝑖 + (𝑣∇)𝑣𝑖 + 2 [Ω× 𝑣]

𝑖
= −𝜕𝑖𝑝′ − 𝛼𝑇 ′𝜕𝑖𝜙 + 𝜈Δ𝑣𝑖.

(8.3b)

§8-2. Инерционные волны

Рассмотрим предел быстро вращающейся несжима-
емой,

div 𝑣 = 0, (8.4)

и изотермической жидкости. Этот предел предполагает,
что нелинейное взаимодействие течения с самим собой
(за это отвечает член (𝑣∇)𝑣 в уравнении Навье-Стокса)
мало по сравнению с силой Кориолиса. Если 𝑣𝜆 — ха-
рактерная величина скорости течения на масштабе 𝜆,
то условие относительной быстроты вращения на этом
масштабе означает, что число Россби мало,

Ro𝜆 =
𝑣𝜆/𝜆

2Ω
≪ 1. (8.5)

Обратим внимание, что построенный безразмерный па-
раметр (8.5) имеет смысл только в том случае, если поле
скорости существенно изменяется в том числе и вдоль
оси вращения при смещении на расстояние ∼ 𝜆. Это
требование следует из вида члена 2(Ω ·∇)𝑣 в уравнении
на завихренность (8.2c), происходящего из силы Корио-
лиса и содержащего только производную вдоль Ω.

8-2.1 Разложение поля скорости по вол-
нам с круговой поляризацией

Несжимаемость течения означает, что в действительно-
сти трёх-мерное поле скорости (убывающее вдали от ин-
тересующей нас области) параметризуется всего двумя
независимыми скалярными функциями. Одной из воз-
можных параметризаций скорости является разложение
по плоским волнам с двумя круговыми поляризациями:

𝑣(𝑟) =
∑︁
𝑠=±1

ˆ
d3𝑘

(2𝜋)3
𝑣k𝑠 exp

(︀
𝑖(k·𝑟)

)︀
. (8.6a)

Здесь k — волновой вектор, а 𝑠 — знак поляризации.
Такая параметризация оказывается адекватной физике,
если жидкость быстро вращается как целое, так что ма-
ло число Россби Ro, см. (8.5). По определению, каждая

поляризация удовлетворяет уравнению

[𝑛k × 𝑣k𝑠] = 𝑖𝑠𝑣k𝑠, (8.6b)

где единичный вектор в направлении волнового вектора
𝑛k = k/𝑘. В терминах завихренности равенство (8.6b)
переписывается в виде

𝜛k𝑠 = 𝑖𝑘 [𝑛k × 𝑣k𝑠] = −𝑠𝑘𝑣k𝑠. (8.6c)

Пользуясь тем, что у нас есть выделенное направ-
ление — ось вращения жидкости e𝑧 = Ω/Ω — введём
базисные вектора круговых поляризаций согласно фор-
мулам

h𝑠k =

[︀
k×
(︀
[k×e𝑧] + 𝑖𝑠𝑘e𝑧

)︀]︀
√
2𝑘2 sin 𝜃k

=
1√
2𝑘𝑘⊥

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑘𝑧𝑘𝑥 + 𝑖𝑠𝑘𝑘𝑦

𝑘𝑧𝑘𝑦 − 𝑖𝑠𝑘𝑘𝑥

−𝑘2⊥

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭,
(︀
h𝑠*k ·h𝜎k

)︀
= 𝛿𝑠𝜎, h𝑠*k = h−𝑠

k = h𝑠−k,

h−𝑠
−k = h𝑠k, [k× h𝑠k] = 𝑖𝑠𝑘h𝑠*k ,

(8.6d)
где 𝜃k есть угол между волновым вектором k и вектором
угловой скорости вращения Ω. Разложение по базисным
векторам скорости и завихренности имеет вид

𝑣k =
∑︁
𝑠

𝑣k𝑠, 𝑣k𝑠 = 𝑎k𝑠 h
𝑠
k, 𝜛k𝑠 = −𝑠𝑘 𝑎k𝑠 h𝑠k.

(8.6e)
В силу вещественности поля скорости

𝑎−k𝑠 = 𝑎*k𝑠. (8.6f)

Это означает, что для полного описания поля ско-
рости можно ограничиться использованием полу-
пространства волновых векторов, например, наложив
условие 𝑘𝑧 > 0.
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Полные удельная кинетическая энергия (2.7e) и спи-
ральность (2.13) записываются в виде

𝐾 =

ˆ
(d3𝑘)

|𝑣k|2

2
=

1

2

∑︁
𝑠=±1

ˆ
(d3𝑘) |𝑎k𝑠|2, (8.6g)

𝐻 =

ˆ
(d3𝑘)𝜛−k𝑣k = −

∑︁
𝑠=±1

ˆ
(d3𝑘) 𝑠𝑘|𝑎k𝑠|2.

Отметим, что спиральность линейна по поляризации
волн 𝑠, т.е. волны с противоположными круговыми по-
ляризациями имеют противоположную спиральность.

8-2.2 Линеаризованная динамика
Малость числа Россби означает, что силы инерции в те-
чении малы по сравнению с силой Кориолиса. Пренебре-
жём силой инерции в уравнении Навье-Стокса (8.2b),
что равносильно его линеаризации по амплитуде скоро-
сти течения 𝑣. В результате придём к уравнению

𝜕𝑡𝑣 + 2 [Ω× 𝑣] = −∇𝑝+ 𝜈Δ𝑣. (8.7a)

Это уравнение, переписанное в терминах завихренности
флуктуаций скорости 𝜛 = rot𝑣, имеет вид

𝜕𝑡𝜛 − 2(Ω·∇)𝑣 = 𝜈Δ𝜛. (8.7b)

e𝑧
Ω

k

(2𝑠Ω/𝑘)e𝑧

v𝑔

k

(2𝑠Ω/𝑘)e𝑧

v𝑔

v𝑧𝑔 =
2𝑠Ω(𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦)

𝑘3

v𝛼𝑔 = −2𝑠Ω𝑘𝑧𝑘𝛼
𝑘3

Рис. 8.1 Примеры взаимного расположения угловой
скорости вращения жидкости, волнового вектора и

групповой скорости в зависимости от знаков
поляризации и компонент векторов.

Уравнение (8.7b) переписывается в терминах волн с
круговыми поляризациями (8.6b) следующим образом:

𝜕𝑡𝜛k𝑠 = −𝑖𝑠𝜔k𝜛k𝑠 − 𝜈𝑘2𝜛k𝑠, (8.7c)

𝜔k = 2Ωcos 𝜃k, cos 𝜃k = 𝑘𝑧/𝑘 = (𝑛k · e𝑧).

Частота согласно (8.7c) зависит только от направления
волнового вектора и изменяет знак при изменении зна-
ка круговой поляризации волны. Групповая скорость

(v𝑔 потому направлена ортогонально волновому векто-
ру, (v𝑔 · k) = 0,

v𝑖𝑔 = 2𝑠Ω
𝜕(e𝑧 · 𝑛k)

𝜕𝑘𝑖
=

2𝑠Ω

𝑘
𝛿⊥
𝑖𝑧 =

=
2𝑠Ω

𝑘
[𝑛k×[e𝑧×𝑛k]]

𝑖,

|v𝑔| =
2Ω sin 𝜃k

𝑘
(8.7d)

где проектор 𝛿⊥
𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗/𝑘

2 . При этом вектора
Ω = Ωe𝑧, k и v𝑔 лежат в одной плоскости; при этом их
проекции на ось вращения имеют одинаковый знак, то
есть их проекции на горизонтальную плоскость направ-
лены противоположно друг другу. Отметим, что груп-
повая скорость не изменяется при инверсии волнового
вектора k → −k, что находится в соответствии с сим-
метрией (8.6f). Давление в волне можно получить, спро-
ектировав уравнение (8.7a) на волновой вектор k и вы-
делив вклад от одной из поляризаций, см. (8.6e):

𝑝k𝑠 = −
√
2 𝑠Ω

𝑘
sin 𝜃k 𝑎k𝑠. (8.7e)

Визуализация инерционных волн в эксперименте прове-
дена, например, в работе [Bordes и др., 2012].

Частота волн достигает максимума по амплитуде,
когда волновой вектор направлен вдоль оси вращения.
При этом групповая скорость обращается в ноль. Пусть
𝑘𝛼 ≪ 𝑘𝑧, то есть sin 𝜃 ≪ 1. Тогда компоненты единично-
го вектора 𝑛𝑧k ≈ ±1, 𝑛𝛼k ≪ 1. Частота волн равна

𝑠𝜔k = 2𝑠Ω(1− sin2 𝜃k) ≈ 2𝑠Ω,

а групповая скорость направлена почти горизонтально,
её горизонтальные компоненты равны

v𝛼𝑔 = −2𝑠Ω

𝑘
𝑛𝛼k .

Отметим, что групповые скорости волн с одинако-
вым волновым вектором k и противоположными поля-
ризациями 𝑠 = ±1 направлены противоположно. Это
может быть важным, если возбуждающая сила локали-
зована в пространстве и низкочастотна по сравнению
с частотой вращения Ω. В этом случае возбуждаются
только низкочастотные волны, у которых волновой век-
тор лежит почти в плоскости вращения, 𝑘𝑧 ≪ 𝑘. Часто-
та таких волн мала,

𝑠𝜔k = 2𝑠Ω
𝑘𝑧

𝑘
≪ 2Ω, (8.7f)

тогда как групповая скорость велика и направлена
вдоль оси вращения:

v𝑔 =
2𝑠Ω

𝑘
e𝑧. (8.7g)

Таким образом, волны с противоположными поляриза-
циями движутся вдоль и против оси вращения независи-
мо от направления волнового вектора в плоскости вра-
щения. В результате происходит пространственное раз-
деление спиральности в направлении оси вращения.
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Выпишем также явно компоненты физического поля
скорости (не комплексной амплитуды), что оказывает-
ся компактнее сделать в повёрнутой декартовой систе-
ме координат {𝜉, 𝜂, 𝜁} (образуют правую тройку), ось
𝑂𝜁 которой направлена вдоль волнового вектора k (а в
системе координат, 𝑧-ось которой направлена вдоль оси
вращения, комплексные компоненты выгладят соглас-
но (8.6d)):

𝑠 = +1 :

(︂
𝑣𝜉

𝑣𝜂

)︂
=

1√
2

(︂
cos(𝑘𝜁 + 2Ω𝑡 cos 𝜃k)

sin(𝑘𝜁 + 2Ω𝑡 cos 𝜃k)

)︂
, (8.7h)

𝜛 = −𝑘𝑣,

𝑠 = −1 :

(︂
𝑣𝜉

𝑣𝜂

)︂
=

1√
2

(︂
cos(𝑘𝜁 − 2Ω𝑡 cos 𝜃k)

− sin(𝑘𝜁 − 2Ω𝑡 cos 𝜃k)

)︂
,

𝜛 = 𝑘𝑣.

где 𝑠𝜔k = 2𝑠Ωcos 𝜃k — частота волн (8.7c).

8-2.3 Волновое уравнение и его решение
в цилиндрических координатах

Вернёмся к исследованию общих свойств уравнения
(8.7a), описывающего инерционные волны. Получим
сначала волновое уравнение, а затем исследуем его ре-
шения в цилиндрических координатах. Цилиндриче-
ские координаты интересны тем, что они позволяют
описывать распространение волн на фоне аксиально-
симметричных геострофических вихрей, см. ниже § 8-3.

Для получения волнового уравнения возьмём снача-
ла ротор от обеих частей уравнения (8.7b) на завихрен-
ность:

2(Ω∇)𝜔 = 𝜈Δ2𝑣 − 𝜕𝑡Δ𝑣.

Теперь подействуем на это же уравнение (8.7b) опера-
тором 2(Ω∇) и подставим полученное только что выра-
жение для 2(Ω∇)𝜔:

𝜕2𝑡Δ𝑣 + 4(Ω∇)2𝑣 = 2𝜈𝜕𝑡Δ
2𝑣. (8.7i)

Мы пренебрегли вкладом, пропорциональным второй
степени вязкости, считая его относительно малым.
Уравнение (8.7i) есть искомое волновое уравнение. В
частности, оно даёт дисперсионный закон (8.7c).

Опишем теперь распространении инерционных волн
в цилиндрических координатах {𝑟⊥, 𝜙, 𝑧}, т.е. каждая
компонента скорости содержит зависимость

exp(−𝑖𝜔𝑡+ 𝑖𝑚𝜙+ 𝑖𝑘𝑧𝑧)

от 𝑡, 𝜙 и 𝑧. Волна характеризуется частотой 𝜔, волновым
числом вдоль оси вращения 𝑘𝑧 и аксиальным числом 𝑚.
Уравнения Эйлера (8.7a) и непрерывности, записанные
в цилиндрических координатах, имеют вид

−𝑖𝜔𝑣𝑟 − 2Ω𝑣𝜙 = −𝜕𝑟𝑝,

−𝑖𝜔𝑣𝜙 + 2Ω𝑣𝑟 = −𝑖𝑚𝑝/𝑟⊥,

−𝑖𝜔𝑣𝑧 = −𝑖𝑘𝑧𝑝,

1

𝑟⊥
𝜕𝑟⊥
(︀
𝑟⊥𝑣

𝑟
)︀
+
𝑖𝑚

𝑟⊥
𝑣𝜙 + 𝑖𝑘𝑧𝑣

𝑧 = 0.

(8.7j)

Волновое уравнение наиболее простой вид (8.7i) имеет
будучи записанным в терминах ему вертикальной ком-
поненты скорости 𝑣𝑧 или пропорционального ей давле-
ния 𝑝.

8-2.4 Квадратичные средние

Пусть распределение скорости во времени и простран-
стве соответствует плоской волне:

𝑣 = 2Re
(︁
𝑎h𝑠k exp

(︀
𝑖k𝑟 − 𝑖𝑠𝜔k𝑡

)︀)︁
. (8.7k)

Тогда давление согласно (8.7e) равно

𝑝 = −2
√
2 𝑠Ωsin 𝜃k
𝑘

Re
(︁
𝑎 exp

(︀
𝑖k𝑟 − 𝑖𝑠𝜔k𝑡

)︀)︁
. (8.7l)

Кинетическая энергия во всём пространстве распреде-
лена однородно с плотностью

𝜌𝐾

w =
𝑣2

2
= |𝑎|2, (8.7m)

сравни с (8.6g). Поток энергии есть плотностью энергии
помноженная на групповую скорость, ⟨𝑗𝐸

w⟩ = v𝑔 𝜌
𝐾
w. От-

метим, что тогда как в мгновенном значении плотности
кинетической энергии (8.7m) нет осциллирующих вкла-
дов, в мгновенном значении потока энергии они есть.

Объёмная плотность среднего импульса (она же
плотность потока массы) равна нулю. Однако средний
тензор напряжений нулю не равен:

⟨𝑣𝑖𝑣𝑗⟩ =
(︀
h𝑠k𝑖 h

𝑠*
k𝑗 + h𝑠*k𝑖 h

𝑠
k𝑗

)︀
|𝑎|2 = |𝑎|2 𝛿⊥

𝑖𝑗 , (8.7n)

где проектор 𝛿⊥
𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗/𝑘

2, а по 𝑠 суммирования в
(8.7n) нет.

8-2.5 Задачи

• Задача 1: Рассмотрим плоскую монохроматиче-
скую инерционную волну с полем скорости (8.7k). Удер-
жав только квадратичные члены по амплитуде инер-
ционной волны в выражении для потока кинетической
энергии в несжимаемой жидкости (2.14b) (выражение
под знаком дивергенции в правой части уравнения),
найдите плотностью потока кинетической энергии. Ука-
зание: Ответ должен совпасть с v𝑔𝜌

𝐾
w.

• Задача 2: Покажите, что плоская инерцион-
ная волна является точным решением уравнения Навье-
Стокса. Примечание: при конечных амплитудах, одна-
ко, плоская инерционная волна оказывается неустойчи-
вой.
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§8-3. Квази-двумерное течение

Теперь рассмотрим другой вид течения несжимае-
мой жидкости, которое однородно вдоль оси вращения.
В этом случае производная от всех величин вдоль оси
вращения равна нулю, 𝜕𝑧 = 0. Тогда в уравнении на
завихренность (8.2c) сила Кориолиса равна нулю. Мы
по-прежнему предполагаем безразмерный параметр Ro
малым (8.5). Отсюда следует, что характерная скорость
динамики такого течения (будем его называть квази-
двумерным) мала и по порядку величин есть Ro·Ω. Это
значительно медленнее, чем частота осцилляций инер-
ционных волн ∼ Ω с волновым вектором, направлен-
ным под углом ∼ 𝜋/2 к плоскости, ортогональной оси
вращения.

Уравнение Навье-Стокса распадается на два уравне-
ния. Первое — уравнение на 𝑧-компоненту скорости(︀

𝜕𝑡 + 𝑣𝛼𝜕𝛼
)︀
𝑣𝑧 = −𝜈Δ𝑣𝑧 + 𝑓𝑧/𝜌. (8.8a)

Это уравнение описывает перенос поля 𝑣𝑧 планарной
проекцией скорости 𝑣𝛼, представляющей собой двумер-
ное течение. Второе уравнение — уравнение на это дву-
мерное течение 𝑣𝛼(𝑡, 𝑟⊥):

𝜕𝑡𝑣
𝛼+(𝑣𝛼𝜕𝛼)𝑣

𝛼 = 2Ωϵ𝛼𝛽𝑣𝛽 −𝜕𝛼𝑝+ 𝜈Δ𝑣𝛼+
𝑓𝛼

𝜌
, (8.8b)

Уравнение (8.8b) не зависит от 𝑧-компоненты скорости.
Для двумерного несжимаемого течения сила Кориоли-
са является потенциальной, т.е. не влияющей на тече-
ние несжимаемой жидкости. Действительно, ротор си-
лы Кориолиса равен нулю,

ϵ𝛾𝛼𝜕𝛾
(︀
2Ωϵ𝛼𝛽𝑣𝛽

)︀
= −2Ω𝜕𝛽𝑣

𝛽 = 0. (8.8c)

Если мы введём функцию тока Ψ (6.4), то сила Корио-
лиса в явном виде будет представлена как градиент по-
тенциала:

2Ωϵ𝛼𝛽𝑣𝛽 = −2Ω𝜕𝛼Ψ. (8.8d)

Эффективным давлением теперь следует назвать

𝑝 =
𝑃

𝜌
− [Ω× 𝑟]2

2
+ 2ΩΨ, (8.8e)

сравни с (8.2a), а уравнение (8.8b) становится идентич-
ным уравнению Навье-Стокса для двумерного течения
(6.1):

𝜕𝑡𝑣
𝛼 + (𝑣𝛽𝜕𝛽)𝑣

𝛼 = −𝜕𝛼𝑝+ 𝜈Δ𝑣𝛼 +
𝑓𝛼

𝜌
. (8.8f)

Итак, динамика двумерного несжимаемого течения, на-
правленного в плоскости, ортогональной оси вращения
жидкости как целого, и однородного вдоль этой оси, не
зависит от скорости вращения.

Геострофический баланс. Эффективное давление
𝑝 в (8.8e,8.8f) зависит квадратично от градиента скоро-
сти 𝑣 и не зависит от скорости глобального вращения
Ω. Поскольку число Россби Ro (8.5) предполагается ма-
лым, то 𝑝 представляет собой параметрически ме́ньшую
часть давления. Чтобы определить физическое давле-
ние 𝑃 приближённо, можно приравнять 𝑝 (8.8e) нулю,
получив

𝑃 =
𝜌[Ω× 𝑟]2

2
− 2𝜌ΩΨ. (8.8g)

Факт существования второго вклада в давление, били-
нейного по скорости глобального вращения и по скоро-
сти течения, принято называть геострофическим балан-
сом. А само квази-двумерное течение (без вертикально-
го движения), в котором выражение для давления (8.8g)
выполняется с точностью до малых поправок, называ-
ют геострофическим; примером такого течения являет-
ся как раз течение, характеризующееся малым числом
Россби.

Теорема Тейлора-Прудмана. Тенденция к несуще-
ственности сил Кориолиса для течения, независящего
от координаты вдоль оси вращения, наблюдается и в
законе дисперсии инерционных волн, у которых волно-
вой вектор направлен почти ортогонально оси враще-
ния (8.7f). В этом случае частота волны стремится к ну-
лю, то есть, действительно, сила Кориолиса становится
всё менее существенной при 𝑘𝑧 → 0. Для такого квази-
двумерного течения (у которого масштаб 𝜆𝑧 вдоль оси
𝑂𝑧 намного больше масштаба 𝜆⊥ в поперечной плоско-
сти, 𝜆𝑧 ≫ 𝜆⊥) число Россби

Ro⊥ =
𝑣𝜆 𝜆𝑧
2Ω𝜆2⊥

∼ (𝑣∇)𝑣

2[Ω× 𝑣]
(8.8h)

может быть сравнимым или даже существенно боль-
ше единицы, даже если число Россби (8.5), формаль-
но вычисленное в предположении изотропии течения
(с 𝜆 = 𝜆⊥), мало. Квази-двумерным течением мы бу-
дем называть течение, для которого анизотропное число
Россби велико, Ro⊥ ≫ 1.

Теорема Тейлора-Прудмана (Taylor-Proudman
theorem) устанавливает связь в обратную сторону: если
сила Кориолиса несущественна для течения, т.е. явля-
ется чисто потенциальной, то течение квази-двумерно.
Взяв ротор от силы Кориолиса

rot
(︀
2[Ω× 𝑣]

)︀
= 2(Ω∇)𝑣

см. (8.2c), и потребовав его равенство нулю, мы придём
к утверждению

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 0. (8.8i)



Глава 8. Течение вращающейся жидкости 82

8-3.1 Задачи

• Задача 1: Показать, что в циклоне геострофи-
ческий баланс приводит к относительному понижению
давления, тогда как в антициклоне — к относительному

повышению. Циклон — это вихрь квази-двумерного те-
чения, в котором завихренность (6.2,6.4) 𝜛 имеет знак,
совпадающий со знаком глобального вращения Ω. А в
антициклоне, наоборот, эти знаки противоположны.

§8-4. Влияние стенок на течение вращающейся жидкости

8-4.1 Горизонтальные стенки
Пусть быстро вращающаяся жидкость заключена в
некотором объёме, который имеет “горизонтально” рас-
положенные границы, т. е. границы, параллельные плос-
кости 𝑂𝑥𝑦. Рассмотрим динамику геострофического те-
чения в этом случае. В отсутствии границ геострофи-
ческое течение было рассмотрено в Пункте 8-3. В этом
параграфе геострофическое течение (течение вдали от
стенок, однородное вдоль оси вращения) обозначим 𝑉 =
𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑦), а полное течение

𝑣 = 𝑉 +𝑈 , (8.9a)

где вторичное течение, вызванное присутствием стенок,
зависит от всех трёх координат, 𝑈 = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧). Пол-
ное течение медленное, скорость его изменения значи-
тельно меньше Ω. Будем интересоваться одной из гори-
зонтальных границ, и для упрощения записи будем счи-
тать, что её положение совпадает с плоскостью 𝑧 = 0,
а жидкость находится в области 𝑧 > 0. Вторая грани-
ца находится в плоскости 𝑧 = 𝐻, так что высота сосуда
равна 𝐻.

Эта задача была впервые рассмотрена в ра-
боте [Greenspan & Howard, 1963] для аксиально-
симметричного течения.

8-4.1.1 Слой Экмана

Однородность по вертикали геострофического течения
нарушается вблизи горизонтальных границ, поскольку
на границах скорость должна быть равна нулю вслед-
ствие условия прилипания. В слое, называемом слоем
Экмана, амплитуда скорости снижается до нуля от сво-
его значения в объёме. В слое Экмана существенную
роль играет вязкий член в уравнении (8.2b). Мы будем
считать толщину слоя Экмана малой по сравнению с
характерным горизонтальным масштабом геострофиче-
ского течения 𝑉 . Поэтому, исследуя свойства слоя Эк-
мана, мы будет считать медленное течение 𝑈 завися-
щим только от вертикальной координаты, 𝑈 = 𝑈(𝑧).
Уравнение (8.2b) с удержанными тремя ведущими чле-
нами имеет вид

2[Ω× 𝑉 ] + 2[Ω×𝑈 ] = −∇𝑝+ 𝜈𝜕2𝑧𝑈 . (8.9b)

Напомним, что слагаемое 2[Ω× 𝑉 ] в левой части
(8.9b) является чисто потенциальным, так что соглас-

но (8.8f,8.8g) изменяет только давление 𝑝, не влияя на
динамику жидкости.

Поскольку в главном приближении вертикальная
компонента скорости в объёме равна нулю, 𝑈𝑧 = 0, то,
решая задачу методом последовательных приближений,
в (8.9b) мы должны положить 𝑈𝑧 = 0 в том числе и
вблизи стенки. Тогда вертикальная компонента этого
уравнения есть 𝜕𝑧𝑝 = 0, то есть давление не зависит
от 𝑧-координаты и в слое Экмана.

Учитывая независимость давления от вертикали,
проекция уравнения (8.9b) на плоскость 𝑂𝑥𝑦 есть

−2Ωϵ𝛼𝛽𝑈𝛽 = 𝜈𝜕2𝑧𝑈
𝛼 (8.9c)

Граничные условия для (8.9c) суть 𝑈 = −𝑉 при 𝑧 = 0,
поскольку на границе полная скорость (8.9a) должна
обращаться в нуль, и 𝑈 → 0 при 𝑧 → ∞, поскольку
в нулевом приближении в объёме полная скорость есть
геострофическое течение, 𝑣 ≈ 𝑉 . Уравнение (8.9c) мож-
но переписать в виде(︀

𝛿2𝐸 𝜕
2
𝑧 − (1− 𝜖)2

)︀
𝑈 = 0, (8.9d)

где все матрицы и вектора двумерные, а толщина слоя
Экмана

𝛿𝐸 =
√︀
𝜈/Ω. (8.9e)

Решением (8.9d) является

𝑈𝛼 = −
(︂
exp

(︁
− (1− 𝜖)𝑧

𝛿𝐸

)︁
𝑉

)︂𝛼
=

= −𝑒−𝑧/𝛿𝐸
(︀
𝑉 𝛼 cos(𝑧/𝛿𝐸 ) + ϵ𝛼𝛽𝑉 𝛽 sin(𝑧/𝛿𝐸 )

)︀
.

(8.9f)
Решение (8.9f) называется спиралью Экмана. Если Ω <
0, то в первой строчке (8.9f) должна быть произведена
замена 1 − 𝜖 → 1 + 𝜖, во второй строчке изменён знак
перед вторым слагаемым, и, разумеется, толщина слоя
Экмана определяется как 𝛿𝐸 =

√︀
𝜈/|Ω|.

Проинтегрируем решение (8.9f) по вертикали:

𝑧≫𝛿𝐸ˆ

0

d𝑧 𝑈𝛼 = −𝛿𝐸
2
𝑉 𝛼+𝜋𝛼, 𝜋𝛼 = −𝛿𝐸

2
ϵ𝛼𝛽𝑉

𝛽 . (8.9g)

Первое слагаемое в правой части (8.9g) есть следствие
ослабления геострофического течения внутри слоя Эк-
мана. Более интересно второе слагаемое 𝜋𝛼, которое
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представляет собой поток, повёрнутый на угол 𝜋/2 отно-
сительно геострофического течения 𝑉 . Этот поток яв-
ляется сжимаемым, обеспечивающим появление верти-
кальной компоненты скорости вне слоя Экмана, 𝑈𝑧 =
−div𝜋 на расстояниях 𝛿𝐸 ≪ 𝑧 ≪ 𝐻. Поток 𝜋 называ-
ется подсосом Экмана (Ekman suction).

8-4.1.2 Вторичные течения в объёме

Найдём теперь распределение вторичных течений в объ-
ёме. Для пояснения геометрии течения можно обра-
щаться к Рисунку 8.2, где для циклонического вихря
схематично изображен подсос Экмана и распределение
вторичных течений в пространстве.

Нам следует теперь учесть, что геострофическое те-
чение 𝑉 изменятся на масштабе 𝑅≫ 𝛿𝐸 в горизонталь-
ной плоскости. Поскольку, как уже обсуждалось, гео-
строфическое поле скорости 𝑉 является бездивергент-
ным, то условие сохранения потока массы в слое Экмана
можно записать в виде

𝜕𝑧𝑈
𝑧 = −𝜕𝛼𝑈𝛼. (8.9h)

Проинтегрируем по вертикали уравнение (8.9h) от 𝑧 = 0
до некоторой точки 𝑧, расположенной вне слоя Экмана,
𝑧 ≫ 𝛿𝐸 , но близко с точки зрения вертикальных разме-
ров сосуда и характерного масштаба геострофического
течения, 𝑧 ≪ 𝐻,𝑅. Используя граничное условие 𝑈𝑧 = 0
при 𝑧 = 0 и решение (8.9f), получим, что вертикальная
скорость над слоем Экмана

𝑈𝑧𝐸 = −𝜕𝛼𝜋𝛼 =
𝛿𝐸
2
𝜛𝐺, (8.9i)

где завихренность геострофического течения

𝜛𝐺 = ϵ𝛼𝛽𝜕𝛼𝑉
𝛽 = 𝜕𝑥𝑉

𝑦 − 𝜕𝑦𝑉
𝑥. (8.9j)

Таким образом, мы установили, что в объёме жидко-
сти возбуждается некоторое вторичное течение. Соглас-
но (8.9i), оно пропорционально завихренности геостро-
фического течения и толщине слоя Экмана. Поток от
(или к) границе обеспечивается сжимаемостью горизон-
тального течения в слое Экмана (сжимаемость подсоса
Экмана) (8.9g).
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Рис. 8.2 Схематическое изображение течения,
связанного с вихрём-циклоном, основное течение в

котором обозначено жирной синей стрелкой.
Маленькие вертикальные и горизонтальные стрелки

изображают вертикальную и радиальную компоненты
вторичного течения. В случае антициклона

направления стрелок должно быть изменено на
обратное, включая направление подсоса Экмана.

Геострофическое течение 𝑉 𝛼 несжимаемо, а порож-
дённое ею вторичное течение 𝑈𝛼, наоборот, имеет завих-
ренность, равную нулю, ϵ𝛼𝛽𝜕𝛼𝑈

𝛽 = 0 (иначе эта ком-
бинация содержала бы в себе часть геострофического
течения). Из уравнения несжимаемости течения (8.9h)
следует, что 𝑈𝑧 линейно зависит от координаты 𝑧, так
как 𝑈𝛼 от него не зависит (а иначе бы на 𝑈𝛼 действова-
ла бы неоднородная по вертикали сила Кориолиса). По-
скольку мы знаем значение 𝑈𝑧 близи границ (вне слоёв
Экмана), см. (8.9i), то можем написать его распределе-
ние в объёме:

𝑈𝑧 =
𝐻 − 2𝑧

𝐻
𝑈𝑧𝐸 =

(𝐻/2− 𝑧)𝛿𝐸
𝐻

𝜛𝐺. (8.9k)

Поскольку же вторичное течение 𝑈𝛼 в объёме чисто по-
тенциально, то возможно проинтегрировать уравнение
несжимаемости (8.9h) по горизонтальной координате и
получить

𝑈𝛼 =
√
Ek · ϵ𝛼𝛽𝑉 𝛽 . (8.9l)

где мы определили число Экмана

Ek = (𝛿𝐸 /𝐻)2 =
𝜈

Ω𝐻2
. (8.9m)

Горизонтальный поток (8.9l) компенсирует подсос Эк-
мана (8.9g), так что полный горизонтальный поток —
интеграл от нижней до верхней границ от 𝑈𝛼 — равен
нулю.

Уже на этом этапе описания можно понять, что вли-
яние слоя Экмана на динамику геострофического тече-
ния является существенным для стандартных экспери-
ментальных установок. Для этого надо сравнить поверх-
ностную плотность мощности, которая выделяется в ре-
зультате вязкого трения в объёме течения и в слое Эк-
мана. Пусть характерным масштабом геострофического
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течения по горизонтали является 𝑅. Тогда мощность,
выделяемая в объёме и приходящаяся на единицу пло-
щади поверхности 𝑂𝑥𝑦, оценивается как ∼ 𝜈𝐻(𝑉/𝑅)2.
Мощность, выделяемая в слоях Экмана (их два, вблизи
нижней и верхней границы) оценивается как ∼ 2𝜈𝑉 2/𝛿𝐸 .
На характерном масштабе

𝑅𝜈/𝛼 ≡
√︀
𝛿𝐸𝐻/2 = (𝜈/Ω)1/4(𝐻/2)1/2 (8.9n)

эти две мощности равны; на масштабах 𝑅 > 𝑅𝛼 дина-
мику геострофического течения определяет вязкая дис-
сипация в слое Экмана, которую мы также будем на-
зывать трением о дно. Для типичных значений в ла-
бораторных экспериментах 𝐻 = 50 см, 𝜈 = 0.01 см2/с,
Ω0 = 3 с−1 находим 𝑅𝜈/𝛼 ∼ 2 cm, что совпадает или да-
же меньше чем радиусы наблюдаемых в этих установках
геострофических вихрей.

8-4.1.3 Трение о дно

Теперь мы можем установить эффективное уравнение
на геострофическое течение. Уравнение (8.8b) на ве-
дущую часть скорости 𝑉 (8.9a) в новых приобретает
вид (мы пренебрегаем нелинейными поправками поряд-
ка

√
Ek · 𝜛𝐺𝑈 в силу предполагаемой малости числа

Россби)

𝜕𝑡𝑉
𝛼 + (𝑉 𝛽𝜕𝛽)𝑉

𝛼 − 2Ωϵ𝛼𝛽𝑈𝛽 = −𝜕𝛼𝑝+ 𝜈Δ𝑉 𝛼. (8.9o)

Напомним, что тут в давлении уже учтён геострофиче-
ский баланс (8.8e), как это было сделано ранее в (8.8f).
Подставив найденное вторичное течение 𝑈 (8.9l) в урав-
нение (8.9o), приходим к искомому уравнению

𝜕𝑡𝑉
𝛼 + (𝑉 𝛽𝜕𝛽)𝑉

𝛼 = −𝜕𝛼𝑝− 𝛼𝑉 𝛼 + 𝜈Δ𝑉 𝛼, (8.9p)

где коэффициент эффективного “трения о дно”

𝛼 = 2Ω
√
Ek =

2
√
Ω𝜈

𝐻
. (8.9q)

Уже данное выше определение характерного масшта-
ба 𝑅𝜈/𝛼 (8.9n) может быть определено и как масштаб,
на котором сравниваются два диссипативных члена в
(8.9p), то есть как 𝑅𝜈/𝛼 =

√︀
𝜈/𝛼.

8-4.2 Задачи

• Задача 1: Найти вторичное течение в аксиально-
симметричном геострофическом вихре, у которого про-
филь скорости в цилиндрических координатах {𝑟⊥, 𝜙, 𝑧}
задаётся зависимостью 𝑉 𝜙(𝑟⊥) > 0, а скорость вращения
положительна, Ω > 0 (т.е. вихрь является циклоном).

Решение: Для сравнения с выражениями (8.9) удоб-
но скорость геострофического течения переписать в

декартовых координатах, 𝑉 𝛼 = −(𝑉 𝜙/𝑟⊥)ϵ
𝛼𝛽𝑟𝛽 . Тогда

подсос Экмана (8.9g) 𝜋𝛼 = −(𝛿𝐸 /2𝑟⊥)𝑟
𝛼𝑉 𝜙 направлен

к оси вихря. Завихренность геострофического тече-
ния 𝜛𝐺 = (1/𝑟⊥)𝜕⊥(𝑟⊥𝑉

𝜙). В объёме горизонтальная
часть вторичного течения (8.9l) направлена от оси
вихря, 𝑈⊥ =

√
Ek𝑉 𝜙, вертикальная компонента (8.9k)

𝑈𝑧 =
√
Ek (𝐻/2− 𝑧)𝜛𝐺. Течение схематически изобра-

жено на Рисунке 8.2

• Задача 2: Найти вертикальную зависимость
нормальной к горизонтальной поверхности (поверхно-
сти, нормальной к оси вращения) компоненты 𝑈𝑧 вто-
ричного течения внутри слоя Экмана.

• Задача 3: Пусть жидкость находится в поле тя-
жести, а вместо верхней жёсткой границы течения име-
ется свободная граница. Ускорение свободного падения
на столько велико, что границу можно считать плос-
кой, когда весь сосуд вращается. Опишите вторичные
течения в вихре-циклоне в этом случае, модифицируй-
те соответствующим образом Рисунок 8.2.

• Задача 4: Найти нелинейные по амплитуде гео-
строфического течения поправки к члену 𝛼𝜛𝑧 в уравне-
нии на завихренность𝜛𝑧 (6.3), следующем из уравнения
(8.9p).

Решение:

8-4.2.1 Отражение инерционных волн от стенок

• Задача 5: Плоская граница области течения жидко-
сти, вращающейся как целое с угловой скоростью Ω во-
круг оси 𝑂𝑧, описывается уравнением 𝑥 sin 𝜃𝑏+𝑧 cos 𝜃𝑏 =
0, так что нормаль к поверхности ℓ = {sin 𝜃𝑏, 0, cos 𝜃𝑏},
−𝜋 < 𝜃𝑏 < 𝜋 (вектор направлен от стенки в жидкость).
Инерционная волна падает на эту поверхность, имея
волновой вектор k = 𝑘{sin 𝜃𝑖, 0, cos 𝜃𝑖}, −𝜋/2 < 𝜃𝑖 < 𝜋/2
(в силу симметрии (8.6f) этим исчерпываются все воз-
можные варианты), поляризацию 𝑠 и комплексную ам-
плитуду 𝑎 = 1 в разложении (8.6a,8.6e). Групповая ско-
рость (8.7d) падающей волны направлена к границе,
(v𝑔 · ℓ) < 0, иначе её не следовало бы называть пада-
ющей. Найдите: i) условие того, что волна k𝑠 действи-
тельно является падающей, выраженное через парамет-
ры 𝜃𝑖, 𝑠, 𝜃𝑏; ii) волновой вектор q = 𝑞{sin 𝜃𝑟, 0, cos 𝜃𝑟},
поляризацию 𝜎 и квадрат модуля комплексной амплиту-
ды |𝑏|2 (интенсивность) отражённой волны. Жидкость
считайте идеальной. Указание: На плоскости 𝜃𝑏-𝜃𝑖 на-
рисуйте области, в которых падающей волне соответ-
ствуют 𝑠 = ±1. Далее на этой же плоскости выдели-
те области, в которых поляризация отражённой волны
совпадает с поляризацией падающей, 𝜎 = 𝑠, и проти-
воположна ей, 𝜎 = −𝑠. Обратите внимание, что у от-
ражённой волны угол 𝜃𝑟 может принимать в том числе
значения |𝜃𝑟| > 𝜋/2.
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Часть I

ТЕЧЕНИЯ С ХАОТИЧЕСКОЙ СО-
СТАВЛЯЮЩЕЙ
Глава 9

СЛУЧАЙНЫЕ ПОТОКИ ЖИДКОСТИ

§9-1. Статистическое описание поля скорости в случайных потоках

Литература: [Frisch, 1995], [Falkovich, 2011],
[Zakharov и др., 1992]

Рассмотрим 𝑑-мерное хаотическое течение. Пусть
𝑣(𝑟, 𝑡) – поле скорости потока жидкости. В этом пункте
мы разрабатываем аппарат для статистического описа-
ния таких потоков.

9-1.1 Корреляционные функции

Простейшим примером корреляционной функции явля-
ется парная корреляционная функция:

𝒦𝑖𝑗(𝑟;R) =
⟨︀
𝑣𝑖(R− 𝑟/2) 𝑣𝑗(R+ 𝑟/2)

⟩︀
. (9.1a)

Значения скоростей берутся в один и тот же момент вре-
мени. Из определения (9.1a) следует, что перестановка
векторных индексов эквивалентна изменению знака ар-
гумента,

𝒦𝑖𝑗(−𝑟;𝑅) = 𝒦𝑗𝑖(𝑟;𝑅). (9.1b)

Угловые скобки в (9.1a) означают усреднение. В зави-
симости от постановки задачи, это усреднение может
пониматься

• В смысле усреднения по статистическому ансамблю.
Если течение по времени статистически однородно, то
это эквивалентно усреднению по времени.

• В смысле усреднения по пространству, если тече-
ние можно считать статистически однородным в про-
странстве. В этом случае корреляционная функция не
зависит от вектора R, поскольку определяется как

𝒦𝑖𝑗(𝑟) =
1

𝒱

ˆ
d𝑑𝑅 𝑣𝑖(R− 𝑟/2) 𝑣𝑗(R+ 𝑟/2). (9.1c)

где интегрирование производится по некоторому объ-
ёму 𝒱, линейные размеры которого значительно пре-
вышают расстояние 𝑟 между точками корреляцион-
ной функции.

Если течение статистически однородно по времени и по
пространству, то оба усреднения дают один и тот же
результат 𝒦𝑖𝑗(𝑟).

Предположим, что мы интересуемся свойствами те-
чения на масштабах, много меньших чем характерный
размер сосуда, в котором происходит течение. Тогда нам
может оказаться интересным выделить среднее, кото-
рое зависит только от разности скоростей на интересу-
ющих нас масштабах, отбросив общий перенос. Обозна-
чим разность скоростей

𝛿𝑣R(𝑟) = 𝑣(R+ 𝑟/2)− 𝑣(R− 𝑟/2), (9.1d)

Структурной функцией второго порядка называется
среднее

𝒮𝑖𝑘(𝑟;R) ≡
⟨︀
𝛿𝑣𝑖R(𝑟) 𝛿𝑣

𝑘
R(𝑟)

⟩︀
= (9.1e)

=
(︀
𝒦𝑖𝑗(0,R+ 𝑟/2) +𝒦𝑖𝑗(0,R− 𝑟/2)

)︀
−

−
(︀
𝒦𝑖𝑗(𝑟;R) +𝒦𝑗𝑖(𝑟;R)

)︀
.

Таким образом, структурная функция является линей-
ной комбинацией корреляционных функций. Из опреде-
ления структурной функции следует её симметрия

𝒮𝑖𝑘(𝑟;R) = 𝒮𝑘𝑖(𝑟;R) = 𝒮𝑖𝑘(−𝑟;R). (9.1f)

Разумно предположить, что интересующий нас мас-
штаб 𝑟 мал по сравнению с характерным масштабом те-
чения, и поэтому на этом масштабе случайное течение
статистически однородно в пространстве. Тогда одното-
чечное среднее 𝒦𝑖𝑗(0;R) изменяется незначительно при
сдвиге его аргумента R → R± 𝑟/2, поэтому

𝒮𝑖𝑘(𝑟;R) = 2𝒦𝑖𝑗(0,R)−
(︀
𝒦𝑖𝑗(𝑟;R)+𝒦𝑗𝑖(𝑟;R)

)︀
. (9.1g)

Разновременные корреляционные функции
Можно также исследовать разновременные корреляци-
онные функции. Парная разновременная корреляцион-
ная функция определяется согласно равенству

𝒦𝑖𝑘(𝑟;R; 𝑡) = ⟨𝑣𝑖(R− 𝑟/2, 0) 𝑣𝑘(R+ 𝑟/2, 𝑡)⟩ (9.2)



Глава 9. Случайные потоки жидкости 86

9-1.1.1 Корреляционные функции в лагранже-
вой системе координат

Определение (9.2) написано в эйлеровой системе коор-
динат. Такая корреляционная функция даёт ответ на
вопрос, что происходит в выделенном элементе объёма.

Но отдельный интерес представляет вопрос о том,
как со временем ведёт себя выделенная частица или
элемент жидкости. Для ответа на этот вопрос следу-
ет перейти в лагранжеву систему координат: по опре-
делению, начало лагранжевой системы координат дви-
жется вместе с некоторой выделенной частицей жидко-
сти. Скорость движения начала лагранжевой системы
относительно неподвижной системы координат обозна-
чим V(𝑡), а поле скорости жидкости в этой системе ко-
ординат — 𝑣𝐿(𝑡, 𝑟):

𝑣(𝑡,𝑅(𝑡)) ≡ V(𝑡) = Ṙ(𝑡), (9.3a)

𝑣𝐿(𝑡, 𝑟) ≡ 𝑣
(︀
𝑡, 𝑟 +𝑅(𝑡)

)︀
− V(𝑡),

где R(𝑡) есть траектория лагранжевой частицы. Таким
образом, поле скорости 𝑣𝐿(𝑟), записанное в лагранжевой
системе координат таково, что, в частности, 𝑣𝐿(0) = 0.

Первым примером корреляционной функции для вы-
деленной лагранжевой частицы является парная корре-
ляционная функция скорости движения этой частицы,

𝒦𝑖𝑘𝐿 (𝑡) =
⟨︀
𝑉 𝑖(0)𝑉 𝑘(𝑡)

⟩︀
. (9.3b)

Корреляционная функция (9.3a) описывает, как во вре-
мени изменяется скорость частицы. Время, на котором
существенно убывает 𝒦𝑖𝑘𝐿 (𝑡) есть время, в течении кото-
рого лагранжева частица двигается в одном направле-
нии. Амплитуда 𝒦𝑖𝑖𝐿 (0) есть средний квадрат скорости
движения.

Для того, чтобы описать течение в некоторой окрест-
ности лагранжевой траектории, следует рассмотреть
структурную функцию в лагранжевой системе отсчёта

𝒮𝑖𝑘𝐿 (𝜏, 𝑟) =
⟨
𝑣𝑖𝐿
(︀
𝑡,𝑅

)︀
𝑣𝑘𝐿
(︀
𝑡+ 𝜏,𝑅+ 𝑟

)︀⟩
. (9.3c)

Здесь подразумевается локальная однородность стати-
стики в пространстве. В частности, структурная функ-
ция (9.3c) определяет перемешивание в потоке, задавая
тензор диффузии (??).

§9-2. Парная корреляционная функция

В этом пункте мы предполагаем, что статистиче-
ские свойства поля скорости случайного течения одно-
родны и изотропны в пространстве. Отдельно мы бу-
дем рассматривать вариант, когда, кроме того, есть сим-
метрия статистических свойств относительно операции
пространственной инверсии.

Поскольку случайный поток статистически одно-
роден, то имеет смысл рассматривать статистиче-
ские свойства потока в Фурье-представлении. Фурье-
компоненту скорости определим как

1√
𝒱
𝑣k ≡ 𝑣̃(k) =

1√
𝒱

ˆ
d𝑑𝑟 𝑣(𝑟)𝑒−𝑖k𝑟, (9.4a)

где 𝒱 – объём системы. Обратное Фурье-преобразование
записывается в виде

𝑣(𝑟) =
1√
𝒱

∑︁
𝑘

𝑣̃(k) 𝑒𝑖k𝑟 =
√
𝒱
ˆ
(d𝑑𝑘) 𝑣̃(k) 𝑒𝑖k𝑟.

(9.4b)
Мы отдельно будем интересоваться несжимае-

мым течением, для которого div 𝑣 = 0. В Фурье-
представлении условие несжимаемости имеет вид(︀

k · 𝑣̃(k)
)︀
= 0. (9.4c)

9-2.1 Парная корреляционная функция

В случае однородной в пространстве статистики поля
скорости корреляционная функция зависит только от

разности координат её точек, см. (9.1c). Добавив инва-
риантность по отношению к пространственной инверсии
𝑃 , получим, что парная корреляционная функция сим-
метричная по векторным индексам,

𝒦𝑖𝑘(𝑟) = 𝒦𝑘𝑖(−𝑟) =
P

𝒦𝑘𝑖(𝑟). (9.5a)

Действительно, при операции пространственной инвер-
сии относительно точки R в (9.2) следует сделать заме-
ну 𝑟 → −𝑟, которая равносильна перестановке 𝑖 ↔ 𝑘,
см. (9.1b). Кроме того, верно равенство

− 𝜕

𝜕𝑟𝛼1

⟨︀
𝑣𝑖(𝑟1) 𝑣

𝑘(𝑟2)
⟩︀

=
𝜕

𝜕𝑟𝛼2

⟨︀
𝑣𝑖(𝑟1) 𝑣

𝑘(𝑟2)
⟩︀

=

=
𝜕

𝜕𝑟𝛼
𝒦𝑖𝑘(𝑟), 𝑟 = 𝑟2 − 𝑟1. (9.5b)

Чтобы убедиться в последнем равенстве, можно проде-
лать вычисления в обратном порядке, подставив 𝒦𝑗𝑖(𝑟)
в виде (9.1a). Для удобства выпишем здесь связь между
координатами и производными:

𝑅 =
𝑟1 + 𝑟2

2
, 𝑟 = 𝑟2 − 𝑟1,

𝜕1𝑖 =
1

2
𝜕𝑅𝑖 − 𝜕𝑖, 𝜕2𝑖 =

1

2
𝜕𝑅𝑖 + 𝜕𝑖.

(9.5c)

Теперь исследуем свойства структурной функции
второго порядка. С учётом установленной симметрии
корреляционной функции (9.5a), общее определение
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структурной функции (9.1e) упрощается до вида

𝒮𝑖𝑘(𝑟) = 2𝒦𝑖𝑗(0)−
(︀
𝒦𝑖𝑗(𝑟) +𝒦𝑗𝑖(𝑟)

)︀
=
P

=
P

2
(︀
𝒦𝑖𝑗(0)−𝒦𝑖𝑗(𝑟)

)︀
. (9.5d)

Напомним, что структурная функция обладает симмет-
риями (9.1f). Кроме того, если предположить несжима-
емость течения, div 𝑣 = 0, то из (9.1b,9.5b) следует, что

𝜕𝑖𝒦𝑖𝑘 = 𝜕𝑘𝒦𝑖𝑘 = 0, ⇒ 𝜕𝑖𝒮𝑖𝑘 = 0. (9.5e)

9-2.1.1 Структурная функция в случае изо-
тропной статистики и бездивергентного
поля

Пусть скорость бездивергентна, а её статистика изо-
тропна в пространстве. Тогда мы приходим к требова-
нию, чтобы с точки зрения векторной структуры 𝒮𝑖𝑘
являлась линейной комбинацией 𝑟2𝛿𝑖𝑘 и 𝑟𝑖𝑟𝑘:

𝒮𝑖𝑘 = 𝐴(𝑟) 𝛿𝑖𝑘 +𝐵(𝑟)𝑛𝑖𝑛𝑘, 𝑛 = 𝑟/𝑟,

где 𝑛 есть единичный вектор, направленный от точки
№1 к точке №2. С учётом уже выписанных ограниче-
ний (9.5e), структурная функция скорости может быть
параметризована с помощью одной скалярной функции
𝒬, зависящей только от модуля вектора 𝑟:

𝒮𝑖𝑘(𝑟) =
(︀
(𝑑+ 1)𝑟2𝛿𝑖𝑘 − 2𝑟𝑖𝑟𝑘

)︀
𝒬′(𝑟)

⧸︀
𝑟3 + (9.5f)

+
(︀
𝑟2𝛿𝑖𝑘 − 𝑟𝑖𝑟𝑘

)︀
𝑟 𝜕𝑟
(︀
𝒬′(𝑟)

⧸︀
𝑟3
)︀
.

Выполнение условия несжимаемости течения (9.5e) про-
ще всего проверить непосредственным вычислением.
Конкретный выбор функции 𝒬 объясняется стремлени-
ем потом получить простое выражение (9.5j).

С точки зрения геометрической интерпретации удоб-
на также другая параметризация структурной функ-
ции, в данном случае парной. Пусть 𝜏 — любой еди-
ничный вектор, нормальный к 𝑛. Структурная функция
обладает, в частности, симметрией относительно враще-
ния вокруг вектора 𝑛. Поэтому ненулевыми матричны-
ми элементами являются только

𝑆𝑟𝑟 = (𝑑− 1)𝒬′/𝑟 (9.5g)

𝑆𝜏𝜏 = (𝑑+ 1)𝒬′/𝑟 + 𝑟3𝜕𝑟
𝒬′

𝑟3
=

𝜕𝑟
(︀
𝑟𝑑−1𝑆𝑟𝑟

)︀
(𝑑− 1)𝑟𝑑−2

.

9-2.1.2 Корреляционная функция в Фурье-
пространстве

Связь между Фурье-образом

𝒦𝑖𝑗k =

ˆ
d𝑑𝑟𝒦𝑖𝑗(𝑟) 𝑒−𝑖k𝑟 (9.5h)

корреляционной функции и средне-квадратичным от
Фурье-образа 𝑣k (9.4a) поля скорости имеет вид:⟨︀

𝑣𝑖−q 𝑣
𝑗
k

⟩︀
= (2𝜋)𝑑𝛿(q− k) 𝒦𝑖𝑗k .

При этом значение 𝛿-функции в нуле равно объёму си-
стемы 𝒱. Фурье-образ структурной функции и её связь
с фурье-образом корреляционной функции суть

𝒮𝑖𝑗k ≡
ˆ

d𝑑𝑟
(︀
𝒮𝑖𝑗(𝑟)−2𝒦𝑖𝑗(0)

)︀
𝑒−𝑖k𝑟 = −𝒦𝑖𝑗k −𝒦𝑗𝑖k . (9.5i)

Вычитание мы произвели для того, чтобы подинте-
гральная функция стремилась к нулю при 𝑟 → ∞, смот-
ри (9.5d).

Для изотропного случая возможно представление
(9.5f), которое при Фурье-преобразовании (9.5i) приво-
дит к выражению

𝒮𝑖𝑗k = −(𝑘2𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗)𝒬̃(𝑘). (9.5j)

где

𝒬̃(𝑘) =

ˆ
d𝑑𝑟 𝑒−𝑖k𝑟 𝒬(𝑟).

То, что (9.5j) верно, можно проверить так: выпол-
нить обратное преобразование Фурье над 𝑆𝑖𝑖(𝑘) и срав-
нить результат с 𝑆𝑖𝑖(𝑟), полученным непосредственно
из (9.5f).

9-2.1.3 Энергетический спектр

Полная кинетическая энергия, запасённая в жидкости,
равна

𝐸 =
𝜌

2

ˆ
d3𝑟 𝑣2(𝑟). (9.6a)

Если воспользоваться пространственной однородностью
статистики скорости и перейти к Фурье-компонентам,
то полная кинетическая энергия перепишется в виде

𝐸 =
𝜌𝑉

2

ˆ
d3𝑘 𝒦𝑖𝑖(k). (9.6b)

Если статистика скорости к тому же изотропна, то
полную энергию имеет смысл представить как интеграл
по абсолютному значению волнового вектора, таким об-
разом разделив интегрирование в (9.6b) на интегриро-
вание по углам и интегрирование по абсолютному зна-
чению:

𝐸 =

∞̂

0

d𝑘 𝐸𝑘, 𝐸𝑘 =
𝜎𝑑

2(2𝜋)𝑑
𝑘𝑑−1 𝒦𝑖𝑖(𝑘),

= − 𝜎𝑑
4(2𝜋)𝑑

𝑘𝑑−1 𝑆𝑖𝑖(𝑘),

(9.6c)

где 𝜎𝑑 – площадь 𝑑-мерной единичной сферы (𝜎2 = 2𝜋,
𝜎3 = 4𝜋), а в последнем равенстве мы использовали со-
отношение (9.5i).
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9-2.2 Разделение поля скорости по мас-
штабам

В случае изотропной статистики нам будет удобно раз-
делить полное поле скорости на крупномасштабную
часть 𝑣<

𝐾 (𝑟), имеющую волновые вектора |k| < 𝐾, и на
мелкомасштабную часть 𝑣>

𝐾 (𝑟), у которой волновые век-
тора |k| > 𝐾. Здесь 𝐾 — некоторое наперёд заданное
волновое число. Итак,

𝑣<

𝐾 (𝑟) =

ˆ

|k|<𝐾

(d𝑑𝑘)𝑣k 𝑒
𝑖k𝑟, 𝑣>

𝐾 = 𝑣 − 𝑣<

𝐾 . (9.7a)

Отметим, что, если полная скорость была бездивергент-
на, то и две её части также являются бездивергентными:

div 𝑣 = 0 : ⇒ div 𝑣>

𝐾 = div 𝑣<

𝐾 = 0. (9.7b)

Энергия, запасённая в крупномасштабных модах, явля-
ется проекцией корреляционной функции скорости на
крупные масштабы:

𝐸<

𝐾 =
1

2

⟨
(𝑣<

𝐾 )
2
⟩

=
1

2

ˆ

|k|<𝐾

(d𝑑𝑘)𝒦𝑖𝑖k . (9.7c)

9-2.3 Статистика поля скорости на ма-
лых масштабах

На малых масштабах основную роль в формировании
течения играет вязкость, поэтому пространственный
профиль скорости можно считать почти линейным, при-
няв для разности скоростей (9.1d)

𝛿𝑣𝑘R(𝑟) = 𝜎𝑘𝑙(𝑡,R) 𝑟𝑙, (9.8a)

где 𝜎̂ – матрица градиента поля скорости. Перейдём в
лагранжеву систему координат, начало которой движет-
ся вместе с некоторой траекторией R(𝑡), см. (9.3a). То-
гда разложение (9.8a) вблизи начала лагранжевой си-
стемы координат перепишется в виде

𝑣𝑘𝐿(𝑟) = 𝜍𝑘𝑙(𝑡) 𝑟𝑙, 𝜍𝑘𝑙(𝑡) = 𝜎𝑘𝑙
(︀
𝑡,R(𝑡)

)︀
. (9.8b)

9-2.3.1 Структурная функция

Приближение линейности профиля поля скорости вер-
но только до некоторого масштаба 𝑟𝜂, которым мо-
жет быть, например, колмогоровский масштаб для трёх-
мерного турбулентного потока или размер сосуда для
хаотического гладкого потока. Если мы интересуемся
только такими, — малыми, — масштабами, то в таком
случае нас не интересует конкретный вид корреляцион-
ной функции на масштабах, больших по сравнению с 𝑟𝜂.

На малых масштабах 𝑟 ≪ 𝑟𝜂 в структурной функции
достаточно удержать только первые члены разложения
по малому расстоянию 𝑟. Например, разновременна́я
структурная функция (9.3c) в координатном представ-
лении принимает вид

𝒮𝑖𝑘(𝑟, 𝑡) = Σ(𝑡)
(︀
(𝑑+ 1)𝑟2𝛿𝑖𝑘 − 2𝑟𝑖𝑟𝑘

)︀
, (9.8c)

где Σ(−𝑡) = Σ(𝑡) определяется параметрами потока.
Пространственная структура (9.8c) является модельно
независимой.

Точно такой же вид и общее свойство Σ𝐿(−𝑡) =
Σ𝐿(𝑡) имеет разновременна́я корреляционная функция
в лагранжевой системе координат:

𝒮𝑖𝑘𝐿 (𝑟, 𝑡) =
⟨︀
𝑣𝑖𝐿(𝑡

′, 𝑟) 𝑣𝑘𝐿(𝑡+ 𝑡′, 𝑟)
⟩︀
𝑡′

= (9.8d)

= Σ𝐿(𝑡)
(︀
(𝑑+ 1)𝑟2𝛿𝑖𝑘 − 2𝑟𝑖𝑟𝑘

)︀
.

Вместо усреднения по времени можно производить
усреднение по разным лагранжевым траекториям (т.е.
по объёму).

9-2.3.2 Одноточечная корреляционная функ-
ция градиента поля скорости

Относительную динамику частиц, разделённых малым
расстоянием, согласно (9.8a) определяет матрица гради-
ентов скорости. Поэтому отдельный интерес представ-
ляет свойства случайного процесса 𝜍(𝑡).

Среднее значение градиента скорости вследствие
изотропности статистики равно нулю, ⟨𝜍⟩ = 0. Объек-
том, характеризующим свойства этого случайного про-
цесса, является парная автокорреляционная функция
⟨𝜍(0)𝜍(𝑡)⟩.

Изотропность статистики требует, чтобы векторная
структура коррелятора собиралась из символов Кронек-
кера:

⟨𝜍𝑖𝛼(0) 𝜍𝑘𝛽(𝑡)⟩ =
(︁
𝐴𝛿𝑖𝑘𝛿𝛼𝛽 +𝐵𝛿𝑖𝛼𝛿𝑘𝛽 + 𝐶𝛿𝑖𝛽𝛿𝑘𝛼

)︁
+

+
(︁
𝐴𝛿𝑖𝑘𝛿𝛼𝛽 + 𝐵̃𝛿𝑖𝛼𝛿𝑘𝛽 + 𝐶𝛿𝑖𝛽𝛿𝑘𝛼

)︁
,

где 𝐴,𝐵,𝐶 – чётные, а 𝐴, 𝐵̃, 𝐶 – нечётные функции вре-
мени. Из однородности статистики по времени получа-
ем, что

⟨𝜍𝑖𝛼(0) 𝜍𝑘𝛽(𝑡)⟩ = ⟨𝜍𝑘𝛽(0) 𝜍𝑖𝛼(−𝑡)⟩.

Следствием этого является чётность корреляционной
функции по времени, т.е. равенства 𝐴 = 𝐵̃ = 𝐶 = 0,
сравни с (11.15d). Далее при рассуждениях достаточ-
но рассматривать частный случай совпадения времён
𝑡 = 0. Бездивергентность скорости накладывает усло-
вие 𝜍𝑖𝑖 = 0; непосредственное суммирование по парам
индексов {𝑖, 𝛼} или {𝑘, 𝛽} приводит к одному и тому же
условию

𝐴+ 𝑑𝐵 + 𝐶 = 0.

Наконец, условие пространственной однородности сов-
местно с условием несжимаемости течения приводит
к тому, что структурная функция должна иметь вид
(9.8c), который достигается, если

2𝐴 = (𝑑+ 1)(𝐵 + 𝐶).
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В результате приходим к тому, что корреляционная
функция параметризуется одной чётной функцией вре-
мени:

⟨𝜍𝑖𝛼(0) 𝜍𝑘𝛽(𝑡)⟩ = (9.8e)

= Σ𝐿(𝑡)
(︁
(𝑑+ 1)𝛿𝑖𝑘𝛿𝛼𝛽 − 𝛿𝑖𝛼𝛿𝑘𝛽 − 𝛿𝑖𝛽𝛿𝑘𝛼

)︁
,

где Σ(𝑡) = Σ(−𝑡).
В эйлеровой системе координат применимы все те

же симметрийные соображения, в результате чего верен
тот же вид (9.8e), но функция Σ(𝑡), уже определённая
в (9.8c), имеет другую зависимость от времени. Одно-
временные корреляционные функции, очевидно, совпа-
дают, так что Σ𝐿(0) = Σ(0).

9-2.4 Задачи

• Задача 1: Полагая, что существует логарифмиче-
ски широкий интервал масштабов 𝑟𝜂 ≪ 𝑟 ≪ 𝐿, где вы-
полняется скейлинговый закон для парной структурной
функции, например, 𝑆𝑟𝑟 = 𝐶𝑟𝑟

𝜇𝑟 (9.5g), найдите энер-
гетический спектр 𝐸𝑘 = 𝐶𝑒𝑘

−𝜇𝑒 (9.6c) в интервале вол-
новых чисел 1/𝐿≪ 𝑘 ≪ 1/𝑟𝜂.

Решение: Соотношение (9.5g) даёт

𝑆𝑖𝑖 = 𝑆𝑟𝑟 + (𝑑− 1)𝑆𝜏𝜏 = (𝑑+ 𝜇𝑟)𝐶𝑟 𝑟
𝜇𝑟 . (9.9a)

Далее следует воспользоваться соотношением (9.6c),
для чего надо взять Фурье-образ от 𝑆𝑖𝑖(𝑟), см. (9.5i):

𝑆𝑖𝑖(𝑘) =

ˆ
d𝑑𝑟 𝑒−𝑖k𝑟 𝑆𝑖𝑖(𝑟). (9.9b)

Поскольку, как мы увидим ниже, основной вклад в ин-
тегрирование дают масштабы 𝑟 ≪ 𝐿, то функцию 𝑆𝑖𝑖(𝑟)
без изменения окончательного результата можно счи-
тать убывающей до нуля на масштабе 𝑟 ∼ 𝐿; при этом
второй вклад под интегралом в (9.5i) можно опустить.
Следует также считать, что при 𝑟 ≪ 𝑟𝜂 структурная
функция быстро обращается в ноль, а волновое число
лежит в интервале, где реализуется скейлинг.

Отдельно проведём вычисления для трёхмерного и
двумерного случаев. В трёхмерном случае интеграл по
направлениям радиус-вектора 𝑟 даёт

𝑆𝑖𝑖(𝑘) =
4𝜋𝐶𝑟(3 + 𝜇𝑟)

𝑘
Im

∞̂

0

𝑟1+𝜇𝑟d𝑟 𝑒𝑖𝑘𝑟. (9.9c)

Поворачиваем контур интегрирования в комплексной
плоскости 𝑘 вверх вдоль мнимой оси, в результате чего
получаем

𝑆𝑖𝑖(𝑘) = −4𝜋(3 + 𝜇𝑟) sin
(︀
𝜋𝜇𝑟/2

)︀
Γ(2 + 𝜇𝑟)𝐶𝑟 𝑘

−3−𝜇𝑟 .
(9.9d)

Соотношение (9.6c) даёт

𝐸(𝑘) = 𝐶𝑒 𝑘
−𝜇𝑒 , 𝜇𝑒 = 1 + 𝜇𝑟,

𝐶𝑒
𝐶𝑟

=
(3 + 𝜇𝑟) sin

(︀
𝜋𝜇𝑟/2

)︀
Γ(2 + 𝜇𝑟)

2𝜋
.

(9.9e)

В частности, если 𝜇𝑟 = 2/3, то 𝐶𝑒/𝐶𝑟 ≈ 0.760.
В двумерном поле скорости вместо (9.9c) имеем

𝑆𝑖𝑖(𝑘) = 2𝜋𝐶𝑟(2 + 𝜇𝑟)Re

∞̂

0

𝑟1+𝜇𝑟d𝑟H(1)

0 (𝑘𝑟). (9.9f)

где H(0) — функция Ганкеля первого рода. Поворот
в комплексной плоскости контура интегрирования на
угол 𝜋/2 против часовой стрелки приводит к

𝑆𝑖𝑖(𝑘) =
4𝐶𝑟(2 + 𝜇𝑟) cos(𝜋𝜇𝑟/2)

𝑘1+𝜇𝑟

∞̂

0

𝜉1+𝜇𝑟d𝜉 K0(𝜉),

(9.9g)
где K0 — функция Макдональда. Оставшийся интеграл
является табличным, так что

𝑆𝑖𝑖(𝑘) = −21+𝜇𝑟 (2 + 𝜇𝑟) sin
(︁𝜋𝜇𝑟

2

)︁
Γ2

(︂
1 + 𝜇𝑟

2

)︂
·

· 𝐶𝑟𝑘−1−𝜇𝑟 .

(9.9h)

Окончательный ответ с учётом (9.6c)

𝐸(𝑘) = 𝐶𝑒 𝑘
−𝜇𝑒 , 𝜇𝑒 = 1 + 𝜇𝑟,

𝐶𝑒
𝐶𝑟

=
(2 + 𝜇𝑟) sin

(︀
𝜋𝜇𝑟/2

)︀
Γ2
(︀
(1 + 𝜇𝑟)/2

)︀
𝜋 22−𝜇𝑟

.

(9.9i)

В частности, если 𝜇𝑟 = 2/3, то 𝐶𝑒/𝐶𝑟 ≈ 0.372.

• Задача 2: Пусть случайное после скорости трёх-
мерно и статистически изотропно, но его измерение про-
изводится в некоторой плоскости, и измеряются только
две компоненты скорости, лежащие в этой плоскости.
Полагая, что существует логарифмически широкий ин-
тервал масштабов 𝑟𝜂 ≪ 𝑟 ≪ 𝐿, где выполняется скей-
линговый закон для парной структурной функции, на-
пример, 𝑆𝑟𝑟 = 𝐶𝑟𝑟

𝜇𝑟 (9.5g), найдите префактор в из-
меренном таким образом энергетическом спектре ̃︀𝐸𝑘 =̃︀𝐶𝑒𝑘−1−𝜇𝑟 в интервале волновых чисел 1/𝐿≪ 𝑘 ≪ 1/𝑟𝜂.
Построение корреляционных функций производится на
основании только двумерной информации, не произво-
дится её дополнение третьим направлением. Таким об-
разом, хотя в (9.5g) надо считать 𝑑 = 3, но в соотноше-
ниях (9.5i,9.6c) надо считать 𝑑 = 2.

Решение: Вместо (9.9a) имеем

𝑆𝛼𝛼 = 𝑆𝑟𝑟 + 𝑆𝜏𝜏 = (2 + 𝜇𝑟/2)𝐶𝑟 𝑟
𝜇𝑟 . (9.9j)

где 𝛼-компоненты лежат в плоскости измерения. Далее
вычисления должны проводиться по тому же пути, по
которому они проводились для двумерного течения, см.
(9.9f–9.9h). Вместо (9.9i) потому имеем

̃︀𝐶𝑒
𝐶𝑟

=
(2 + 𝜇𝑟/2) sin

(︀
𝜋𝜇𝑟/2

)︀
Γ2
(︀
(1 + 𝜇𝑟)/2

)︀
𝜋 22−𝜇𝑟

. (9.9k)

В частности, если 𝜇𝑟 = 2/3, то ̃︀𝐶𝑒/𝐶𝑟 ≈ 0.325. По срав-
нению с обычным спектром (9.9e) ̃︀𝐶𝑒/𝐶𝑒 ≈ 0.423.
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§9-3. Корреляционная функция третьего порядка

Примем, что статистика поля скорости однородна в
пространстве и инвариантна по отношению к операции
пространственной инверсии 𝑃 . Кроме того, нет среднего
течения, так что

⟨𝑣⟩ = 0. (9.10a)

В теории турбулентности важную роль играет струк-
турная функция третьего порядка. Здесь мы установим
её симметрийные свойства. По определению, структур-
ная функция третьего порядка

𝑆𝑖𝑘𝑙(𝑟) =
⟨︀
𝛿𝑣𝑖 𝛿𝑣𝑘 𝛿𝑣𝑙

⟩︀
, 𝛿𝑣 = 𝑣2 − 𝑣1, (9.10b)

сравни с (9.1e). Нижние индексы ‘1’ и ‘2’ соответствуют
точкам 𝑟1 и 𝑟2 соответственно. Структурную функцию
𝑆𝑖𝑘𝑙 можно выразить через корреляционную функцию
третьего порядка 𝒦𝑖𝑘 𝑙(𝑟), у которой две из трёх точек
совпадают:

𝒦𝑖𝑘 𝑙(𝑟) = ⟨𝑣𝑖1𝑣𝑘1𝑣𝑙2⟩, 𝑟 = 𝑟2 − 𝑟1, (9.10c)

По построению, эта корреляционная функция симмет-
рична по первым двум индексам. При операции инвер-
сии, не меняющей статистику течения, меняет знак как
𝑟, так и скорость 𝑣, поэтому 𝐾𝑖𝑘 𝑙 антисимметричен по
своему аргументу 𝑟:

𝒦𝑖𝑘 𝑙(𝑟) = 𝒦𝑘𝑖 𝑙(𝑟) = −𝒦𝑖𝑘 𝑙(−𝑟). (9.10d)

В частности, от сюда следует, что среднее значение от
третьей степени скорости в любой точке пространства
равно нулю — т.е. 𝐾𝑖𝑘 𝑙 = 0 при 𝑟 = 0. Используя уста-
новленные симметрии корреляционной функции, нахо-
дим выражение для структурной функции:

𝑆𝑖𝑘 𝑙(𝑟) = 2
(︀
𝒦𝑖𝑘 𝑙 +𝒦𝑘𝑙 𝑖 +𝒦𝑖𝑙 𝑘

)︀
(9.10e)

9-3.1 Изотропная статистика

Теперь примем вдобавок, что статистика поля скоро-
сти изотропна в пространстве. Сам поток будем считать
несжимаемым.

Вследствие изотропности статистики течения кор-
реляционная функция как тензор может определяться
только вектором 𝑟, то есть должна иметь вид

𝒦𝑖𝑘 𝑙(𝑟) = 𝐴(𝛿𝑖𝑙𝑟𝑘 + 𝛿𝑘𝑙𝑟𝑖) +𝐵𝛿𝑖𝑘𝑟𝑙 + 𝐶
𝑟𝑖𝑟𝑘𝑟𝑙

𝑟2
. (9.11a)

Коэффициенты 𝐴, 𝐵 и 𝐶 являются функциями абсо-
лютного значения 𝑟. Между этими коэффициентами
можно установить связь, воспользовавшись условием
несжимаемости течения: в терминах (9.10c) условие без-
дивергентности принимает вид

∇2𝑙𝒦𝑖𝑘 𝑙 = ∇𝑟𝑙𝒦𝑖𝑘 𝑙 = 0.

сравни с (9.5b). Подставим в это равенство параметри-
зацию (9.11a) и соберём слагаемые отдельно при 𝛿𝑖𝑘 и
𝑟𝑖𝑟𝑘:

2𝐴+ (𝑑+ 𝑟𝜕𝑟)𝐵 = 0, 2𝑟𝜕𝑟𝐴+ (𝑑+ 𝑟𝜕𝑟)𝐶 = 0

где 𝑑 – размерность пространства. Из этих уравнений
можно получить, что

𝜕𝑟
(︀
𝑟𝑑(2𝐴+ 𝑑𝐵 + 𝐶)

)︀
= 0 ⇔ 2𝐴+ 𝑑𝐵 + 𝐶 = 0

Мы учли, что, поскольку при разведении точек корре-
ляционной функции на бесконечность её значение стре-
мится к нулю, то в решении выписанного уравнения
константу интегрирования надо брать равной нулю. В
результате остаётся только одна неизвестная функция
расстояния 𝐵(𝑟),

𝐶 = 𝑟𝜕𝑟𝐵, 𝐴 = −𝑑
2
𝐵 − 1

2
𝑟𝜕𝑟𝐵, (9.11b)

параметризующая корреляционную функцию третьего
порядка согласно равенству

𝒦𝑖𝑘 𝑙(𝑟) = −𝑑𝐵 + 𝑟𝜕𝑟𝐵

2

(︀
𝛿𝑖𝑙𝑟𝑘 + 𝛿𝑘𝑙𝑟𝑖

)︀
+ (9.11c)

+ 𝐵𝛿𝑖𝑘𝑟𝑙 + 𝜕𝑟𝐵
𝑟𝑖𝑟𝑘𝑟𝑙

𝑟
.

9-3.1.1 Параметризация структурной функции

Из общей связи между структурной и корреляционной
функциями (9.10e), вида корреляционной функции для
изотропной статистики (9.11a) и найденных связей меж-
ду коэффициентами (9.11b) получаем, что структурная
функция

𝑆𝑖𝑘𝑙 = 6𝑟𝜕𝑟𝐵 · 𝑟
𝑖𝑟𝑘𝑟𝑙

𝑟2
− (9.11d)

− 2
(︀
(𝑑− 1) + 𝑟𝜕𝑟

)︀
𝐵 ·
(︀
𝛿𝑖𝑘𝑟𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝑟𝑘 + 𝛿𝑘𝑙𝑟𝑖

)︀
.

Тогда как функция 𝐵(𝑟) не имеет простого геомет-
рического смысла, компоненты структурной функции
𝑆𝑖𝑘𝑙 имеют более ясную геометрическую интерпрета-
цию. Рассуждения, аналогичные приведшим к (9.5g),
показывают, что у структурной функции третьего по-
рядка имеется только два независимых матричных эле-
мента

𝑆𝑟𝑟𝑟 =
⟨︀
(𝛿𝑣 ·𝑛)3

⟩︀
, 𝑆𝑟𝜏𝜏 =

⟨︀
(𝛿𝑣 ·𝑛) (𝛿𝑣 ·𝜏 )2

⟩︀
, (9.11e)

Из (9.11d) следует, что

𝑆𝑟𝑟𝑟 = −6(𝑑− 1)𝑟𝐵, (9.11f)

𝑆𝑟𝜏𝜏 = −2𝑟3−𝑑𝜕𝑟
(︀
𝑟𝑑−1𝐵

)︀
=

𝜕𝑟
(︀
𝑟𝑑−2𝑆𝑟𝑟𝑟

)︀
3(𝑑− 1)𝑟𝑑−3

,
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сравни с (9.5g).
Ниже нам потребуется также вычислить выражение

𝜕𝑘𝑆
𝑖𝑖𝑘, выразив его через 𝑆𝑟𝑟𝑟. Имеем с учётом (9.11f):

𝜕𝑘𝑆
𝑖𝑖𝑘 = −2(𝑑− 1) 𝜕𝑘

(︀
𝑟𝑘
(︀
𝑟𝜕𝑟 + 𝑑+ 2

)︀
𝐵
)︀

=

=
1

3
(𝑟𝜕𝑟 + 𝑑) (𝑟𝜕𝑟 + 𝑑+ 2)

𝑆𝑟𝑟𝑟

𝑟
. (9.11g)

9-3.2 Двумерное поле скорости
В этом пункте мы установим свойства корреляционных
функций, специфические для двумерного течения. Те-
чение будем считать несжимаемым. Статистику течения
будем считать аксиально-симметричной и инвариантно
относительно операции зеркальной симметрии.

Напомним, что для двумерного течения завихрен-
ность 𝜛 является псевдо-скаляром. Определим парную
корреляционную функцию завихренности

𝒦(𝑟) = ⟨𝜛1𝜛2⟩. (9.12a)

9-3.2.1 Корреляционная функция третьего по-
рядка

При исследовании статистики завихренности появляют-
ся корреляционные функции типа 𝑣-𝜛-𝜛, в которых

две из трёх точек совпадают. Установим свойства таких
средних. Во-первых заметим, что среднее⟨︀

𝑣𝑖1 (𝜛2)
2
⟩︀
= 0 (9.12b)

равно нулю. Действительно, это среднее является век-
тором, поэтому должно иметь вид 𝐴(𝑟)𝑟𝑖 и обращаться
в нуль при 𝑟 = 0. С другой стороны, в силу бездивер-
гентности скорости 𝜕𝑖(𝐴𝑟

𝑖) = 0, то есть 𝐴𝑟𝑖 ∝ 𝑟𝑖/𝑟2.
Для того, чтобы среднее обращалось в ноль в совпадаю-
щих точках, коэффициент пропорциональности должен
быть равен нулю.

Таким образом, единственным объектом является

𝒦𝑖𝜛(𝑟) = ⟨𝜛1 𝑣
𝑖
2𝜛2⟩ = −𝒦𝑖𝜛(−𝑟). (9.12c)

Если мы, по аналогии с (9.10b), определим

𝛿𝜔 = 𝜔2 − 𝜔1, (9.12d)

то структурная функция третьего порядка

𝑆𝑖𝜛(𝑟) ≡ ⟨(𝛿𝜔)2𝛿𝑣𝑖⟩ = −4𝒦𝑖𝜛(𝑟). (9.12e)

Поскольку 𝑆𝑖𝜛(𝑟) есть вектор, а статистика принята изо-
тропной, то единственным ненулевым элементом струк-
турной функции является 𝑆𝑟𝜛(𝑟).

§9-4. Трёхмерный турбулентный поток

Уравнение Навье-Стокса с внешней вынуждающей
силой для несжимающейся жидкости имеет вид

𝜕𝑡𝑣 + (𝑣∇)𝑣 = −∇𝑃/𝜌+ 𝜈Δ𝑣 + 𝑓/𝜌. (9.13)

Внешняя сила 𝑓 поддерживает течение, обеспечивая в
статистическом смысле стационарность потока. Несжи-
маемость течения предполагает выполнение условия

div 𝑣 = 0, ⇒ 1

𝜌
Δ𝑃 = −𝜕𝑖𝑣𝑘 𝜕𝑘𝑣𝑖−

div 𝑓

𝜌
. (9.14)

9-4.1 Размерные оценки для турбулент-
ного каскада

Пусть характерный масштаб внешней силы 𝑓 есть 𝐿.
Область течения не меньше чем 𝐿, но вообще говоря
может и существенно превышать этот масштаб. По ам-
плитуде сила 𝑓 на столько большая, что возбуждает те-
чение, характеризующееся высоким числом Рейнольдса,

Re ≫ 1, (9.15a)
которое (напомни, см. (3.1a)) определяется как отноше-
ние инерционного (адвекционного) и вязкого членов в
уравнении Навье-Стокса,

Re ∼
⃒⃒
(𝑣∇)𝑣

⃒⃒
𝜈
⃒⃒
Δ𝑣
⃒⃒ . (9.15b)

Великость числа Рейнольдса означает, что на масшта-
бах порядка 𝐿 можно пренебречь вязким членом в урав-
нении Навье-Стокса.

Для большого числа Рейнольдса почти любое ста-
ционарное течение оказывается неустойчивым. Сейчас
мы рассматриваем случай общего положения, когда те-
чение представляет собой хаотически меняющийся во
времени поток. Мы интересуемся статистически стаци-
онарным режимом этого потока.

Вязкий член в уравнении Навье-Стокса играет роль
только на малых масштабах. Обозначим характерный
масштаб действия вязких сил 𝑟𝜂 ≪ 𝐿, этот масштаб
часто называют колмогоровским.

Предположение о локальности нелинейного вза-
имодействия по масштабам. Вообще говоря, поле
скорости хаотического потока содержит в себе все мас-
штабы (в смысле разложения в ряд Фурье). Рассмотрим
промежуточный масштаб 𝜆,

𝑟𝜂 ≪ 𝜆≪ 𝐿. (9.15c)

Благодаря нелинейному адвекционному члену в урав-
нении Навье-Стокса, пульсации скорости с масштабом
𝜆, обозначим их 𝑣𝜆, будут нелинейно взаимодействовать
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между собой, с бо́льшими масштабами и меньшими мас-
штабами. Сейчас мы сделаем предположение (оправды-
вающееся для широкого класса течений) о том, что вза-
имодействие с бо́льшими и меньшими масштабами мало
по сравнению с взаимодействием внутри масштаба 𝜆.

Поясним, чем именно мы пренебрегаем. Во-первых,
отдельно стоит нелинейное взаимодействие пульсации
масштаба 𝜆 с бо́льшими масштабами, сводящееся в пе-
реносу пульсация масштаба 𝜆 как целое. Такой перенос
определяется вкладом в уравнение Навье-Стокса вида

(𝑣𝐿∇)𝑣𝜆. (9.15d)

Здесь 𝑣𝐿 — часть поля скорости, в которой удержаны
масштабы порядка 𝐿 (или просто существенно бо́льшие
по сравнению с выделенным масштабм 𝜆). Вклад (9.15d)
в (9.13) не требует пренебрежения, поскольку он не из-
меняет локальную конфигурация поля скорости на мас-
штабах 𝜆, перенося его как целое. Мы считаем выпол-
ненным сильное неравенство

(𝑣𝜆∇)𝑣𝐿 ≪ (𝑣𝜆∇)𝑣𝜆 (9.15e)

и поэтому пренебрегаем вкладами типа (𝑣𝜆∇)𝑣𝐿. Вкла-
дами типа (𝑣𝜆∇)𝑣𝜂, где 𝑣𝜂 — скорость на масштабе 𝑟𝜂
(или простона на масштабе, существенно меньшем 𝜆),
мы пренебрегаем, поскольку эти нелинейные вклады в
уравнение Навье-Стокса имеют волновые вектора, соот-
ветствующие малому масштабу 𝑟𝜂.

Изотропизация статистики. Поскольку непосред-
ственное нелинейное взаимодействие промежуточного
масштаба 𝜆 с бо́льшими масштабами мало, то мы мо-
жем ожидать, что статистика пульсаций поля скорости
𝑣𝜆 является изотропной. Ниже мы развиваем теорию
в предположении изотропности статистики, по крайней
мере на масштабах существенно меньше масштаба воз-
буждения течения 𝐿.

9-4.2 Инерционный интервал
Итак, на масштабах 𝜆, значительно превышающих мас-
штаб Колмогорова, 𝜆≫ 𝑟𝜂, вязкость пренебрежимо ма-
ла. В таком случае имеет место закон сохранения кине-
тической энергии. Мы имеем дело с потоковым состо-
янием, когда сила 𝑓 постоянно передаёт течению ещё
кинетическую энергию. Пусть в среднем эта передача
характеризуется мощностью на единицу объёма

1

𝜌
⟨(𝑓 · 𝑣)⟩ = 𝜖, [𝜖] =

см2

с3
. (9.15f)

Поскольку мы рассматриваем статистически стационар-
ный поток, то энергия, приходящая в этот потоке через
действие возбуждающей силы 𝑓 , в среднем нигде в те-
чении не накапливается. Тогда единственной возможно-
стью является передача мощности 𝜖 по масштабам, от
масштаба ∼ 𝐿 до колмогоровского масштаба ∼ 𝑟𝜂, где

эта мощность выделяется в тепло. Поскольку мы при-
няли локальное взаимодействие по масштабам, то пере-
дача мощности должна осуществляться по цепочке.

Таким образом, мы пришли к концепции инерцион-
ного интервала, реализующегося на масштабах (9.15c).
В инерционном интервале происходит локальное по мас-
штабам взаимодействие турбулентных пульсаций, пере-
дающих по цепочке от самых больших масштабов к са-
мым маленьким мощность 𝜖. Из этой картины следует,
что амплитуда турбулентных пульсаций 𝑣𝜆 на масштабе
𝜆 определяется только им самим и величиной мощности
𝜖. Размерный анализ даёт

𝑣𝜆 ∼
(︀
𝜖𝜆
)︀1/3

. (9.15g)

Этот скейлинговый закон носит имя Колмогорова-
Обухова. Градиент скорости оценивается как

|∇𝑣| ∼ 𝑣𝜆
𝜆

∼ 𝜖1/3

𝜆2/3
. (9.15h)

Градиент скорости убывает с масштабом, что оправ-
дывает сделанное предположение о знаке неравен-
ства (9.15e).

Поле давления нелокально зависит от поля скоро-
сти, поскольку давление связано со скоростью уравне-
нием Пуассона (2.12f). Однако нелокальность оставля-
ет соответствие масштабов: основной вклад в вариацию
давления 𝑃𝜆 на масштабе 𝜆 вносит часть поля скорости
𝑣𝜆 на этом же масштабе [Hill & Wilczak, 1995, Eqs. (42)]:

𝑃𝜆 ∼ 𝜌𝑣2𝜆 ∼ 𝜌
(︀
𝜖𝜆
)︀2/3

. (9.15i)

Вариация давления определяет вариацию плотности в
слабо сжимаемой изотермической жидкости, вызванные
турбулентным потоком.

Число Рейнольдса. В развитом турбулентном по-
токе интервал масштабов (9.15c) весьма большой, так
что определение числа Рейнольдса согласно (9.15b) яв-
ляется недоопределённым. Действительно, если в дроби
(9.15b) оценивать числитель и знаменатель по абсолют-
ному значению, принимая во внимание вклад всех мас-
штабов, то согласно скейлингу (9.15g) и тот и другой бу-
дут определять самым маленьким масштабом 𝑟𝜂. Тогда
как на этом масштабе, по определению, число Рейнольд-
са порядка единицы. Вместе с тем, сила турбулентного
потока определяется, наоборот, самыми крупными мас-
штабами.

Поэтому число Рейнольдса имеет смысл определять
отдельно для каждого масштаба:

Re𝜆 ∼ (𝑣𝜆∇)𝑣𝜆
𝜈Δ𝑣𝜆

∼ 𝜆𝑣𝜆
𝜈

∼ 𝜖1/3𝜆4/3

𝜈
. (9.15j)

Просто число Рейнольдса Re, которое и имелось вви-
ду при формулировке определения (9.15b), соответству-
ет самому крупному масштабу 𝐿 (его называют инте-
гральным масштабом):

Re =
𝜖1/3𝐿4/3

𝜈
: Re𝜆 =

(︂
𝜆

𝐿

)︂4/3
Re. (9.15k)
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На масштабе Колмогорова 𝑟𝜂 число Рейнольдса по опре-
делению равно единицы, то есть

𝑟𝜂 =
(︀
𝜈3/𝜖

)︀1/4
= Re−3/4𝐿. (9.15l)

ln𝐸𝑘

ln 𝑘

𝐸𝑘 ∝ 𝑘−5/3

ln𝐿 ln 𝑟𝜂

Рис. 9.1 Качественный вид спектра энергии в
трёх-мерном развитом турбулентном потоке.

Энергетический спектр. Рассчитаем на основе
скейлингового закона (9.15g) спектр кинетической энер-
гии (9.6c). Волновое число 𝑘 в (9.6c) следует оценивать
как 𝑘 ∼ 1/𝜆. Объёмная плотность энергии, заключённой
на масштабе 𝜆, оценивается как

𝐸𝑘 · 𝑘 ∼ 𝑣2𝜆, ⇒ 𝐸𝑘 = 𝐶𝑒 𝜖
2/3𝑘−5/3. (9.15m)

где 𝐶𝑒 — феноменологическая константа, которая пред-
полагается независящей от деталей возбуждения тече-

ния на интегральном масштабе 𝐿. Спектр (9.15m) изоб-
ражён на Рис. 9.1. Полная кинетическая энергия тече-
ния на единицу массы (удельная кинетическая энергия)
определяется самым большим масштабом 𝐿,

𝐸 =

∞̂

0

d𝑘 𝐸𝑘 ∼ 𝑣2𝐿 ∼ (𝜖𝐿)2/3. (9.15n)

9-4.2.1 Разбегание двух лагранжевых траекто-
рий.

Две лагранжевы траектории, лагранжевы частицы ко-
торых в данный момент разделены расстоянием 𝜆, рас-
ходятся в среднем согласно уравнению

d𝜆

d𝑡
∼ 𝑣𝜆 ∼ 𝜖1/3𝜆1/3. (9.15o)

Скорость разбегания траекторий увеличивается с рас-
стоянием между ними. Из (9.15o) получаем закон воз-
растания расстояния между двумя лагражевыми части-
цами:

𝜆 ∼ 𝜖1/2𝑡3/2. (9.15p)

Было предположено, что начальное расстояние 𝜆0 меж-
ду лагранжевыми частицами мало по сравнению с те-
кущим, 𝜆0 ≪ 𝜆, а время 𝑡 отсчитывается от момен-
та, когда расстояние было равно 𝜆0. Закон разбега-
ния двух лагранжевых частиц (9.15p) называется зако-
ном Ричардсона [Richardson, 1926], см. также [Batchelor,
1950].

§9-5. Точные результаты в теории развитой трёх-мерной турбулентности

Снова вернёмся к уравнению Навье-Стокса (9.13).
Будем считать силу 𝑓 случайной, являющейся статисти-
чески однородной в пространстве и обладающей некото-
рой длиной корреляции 𝐿.

Заметим сперва, что кинетическая энергия действи-
тельно сохраняется внутри инерционного интервала.
Согласно общему уравнению на изменения локальной
плотности кинетической энергии течения (2.14b)

𝜖− 𝜕𝑡𝐸 = 𝜈
⟨︀
𝜕𝑖𝑣

𝑘 𝜕𝑖𝑣
𝑘
⟩︀

= (9.16)

= 𝜈⟨𝜛2⟩ =
𝜈

2

⟨︀(︀
𝜕𝑖𝑣

𝑘 + 𝜕𝑘𝑣
𝑖
)︀(︀
𝜕𝑖𝑣

𝑘 + 𝜕𝑘𝑣
𝑖
)︀⟩︀
.

где средняя плотность кинетической энергии

𝐸 =
⟨𝑣2⟩
2
. (9.17)

Благодаря условию несжимаемости течения скорость
вязкой диссипации в (9.16) может быть переписана как
через симметризованную часть градиента скорости, см.
(2.10e), так и через его антисимметричную часть, то есть
через завихренность 𝜛.

При усреднении все полные пространственные про-
изводные (2.14b) обратились в ноль — т.е. в (9.16) обра-
тились в ноль как вклад от нелинейного члена в урав-
нении Навье-Стокса, так и от давления. Это и есть сви-
детельство того, что нелинейное взаимодействие на ма-
штабах внутри инерционного интервала не изменяет ки-
нетической энергии.

9-5.1 Соотношение Кармана-Ховарда-
Монина

Обобщим уравнение на средний баланс энергии следу-
ющим образом. Посчитаем временну́ю производную от
свёртки одновременной парной корреляционной функ-
ции. Это позволит нам выявить передачу энергии меж-
ду разными масштабами в турбулентном течении. Ис-
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пользуя уравнение Навье-Стокса (9.13), получаем:

𝜕𝑡𝒦𝑖𝑖(𝑟)
2

≡ 𝜕𝑡⟨𝑣𝑖1 𝑣𝑖2⟩
2

= (9.18a)

= − 𝜕1𝑘⟨𝑣𝑖1𝑣𝑘1𝑣𝑖2⟩ + 𝜕2𝑘⟨𝑣𝑖1𝑣𝑘2𝑣𝑖2⟩
2

+

+
⟨𝑣1𝑓2⟩+ ⟨𝑓1𝑣2⟩

2𝜌
− 𝜕1𝑖⟨𝑣𝑖2𝑃1⟩+ 𝜕2𝑖⟨𝑣𝑖1𝑃2⟩

2𝜌
+

+
𝜈(Δ2 +Δ1)

⟨︀
𝑣𝑖1𝑣

𝑖
2

⟩︀
2

.

Нижние индексы ‘1’ и ‘2’ соответствуют точкам 𝑟1 и 𝑟2
соответственно, вектор между точками 𝑟 = 𝑟2 − 𝑟1.

Преобразуем сначала вторую строчку в (9.18a). Во-
первых, в силу симметрий корреляционной функции
третьего порядка (9.10d) эту строчку можно переписать
в виде

−𝜕1𝑘⟨𝑣
𝑖
1𝑣
𝑘
1𝑣
𝑖
2⟩ + 𝜕2𝑘⟨𝑣𝑖1𝑣𝑘2𝑣𝑖2⟩

2
= 𝜕𝑘𝒦𝑖𝑘 𝑖

Во-вторых, вычислим дивергенцию следа структурной
функции третьего порядка, используя её связь (9.10e) с
корреляционной функцией:

𝜕𝑘𝑆
𝑖𝑖𝑘 = 4𝜕𝑘𝒦𝑖𝑘 𝑖, (9.18b)

где мы воспользовались равенством 𝜕𝑘𝒦𝑖𝑖 𝑘 = 0, вытека-
ющим из условия несжимаемости течения. Итак, вторая
строчка в (9.18a) принимает окончательный вид

−𝜕1𝑘⟨𝑣
𝑖
1𝑣
𝑘
1𝑣
𝑖
2⟩ + 𝜕2𝑘⟨𝑣𝑖1𝑣𝑘2𝑣𝑖2⟩

2
= (9.18c)

=
1

4
div𝑟

⟨︀(︀
𝛿𝑣(𝑟)

)︀2
𝛿𝑣(𝑟)

⟩︀
≡ 1

4
𝜕𝑘𝑆

𝑖𝑖𝑘.

Далее, пользуясь однородностью статистики в про-
странстве, мы можем переписать слагаемое в (9.18a),
содержащее силу, в виде

𝜖𝑓 (𝑟) =
⟨𝑣1𝑓2⟩+ ⟨𝑓1𝑣2⟩

2𝜌
= (9.18d)

=

⟨
𝑣(𝑅)

𝑓(𝑅+ 𝑟) + 𝑓(𝑅− 𝑟)

2𝜌

⟩
,

Слагаемое в (9.18a), содержащее давление, равно нулю
в силу несжимаемости поля скорости и однородности
статистики в пространстве. Действительно, например

𝜕1𝑖⟨𝑣𝑖2𝑃1⟩ = −𝜕𝑟𝑖
⟨︀
𝑣𝑖(𝑅)𝑃 (𝑅− 𝑟)

⟩︀
=

= −𝜕𝑟𝑖
⟨︀
𝑣𝑖(𝑅+ 𝑟)𝑃 (𝑅)

⟩︀
= 0.

Наконец, вязкий член в (9.18a) равен

𝜈Δ𝒦𝑖𝑖.

Таким образом, уравнение (9.18a) целиком приобре-
тает вид

−1

4
𝜕𝑘𝑆

𝑖𝑖𝑘 = −𝜕𝑡𝒦
𝑖𝑖

2
+ 𝜖𝑓 + 𝜈Δ𝒦𝑖𝑖. (9.18e)

Для изотропной статистики уравнение (9.18e) было
установлено в работе [de Kármán & Howarth, 1938].

9-5.2 Изотропная турбулентность

Теперь положим, что статистика не только однородна в
пространстве, но и изотропна.

9-5.2.1 Потоки энергии

Разделим скорость на крупномасштабную и мелко-
масштабную согласно правилу (9.7a). Посмотрим, как
устроен обмен энергией между масштабами. Производ-
ная по времени от энергии (9.7c), запасённой на круп-
ных масштабах, равна

𝜕𝑡𝐸
<

𝐾 +Π𝐾 = −2𝜈Ω<

𝐾 + 𝜖<𝑓𝐾
. (9.18f)

Уравнение (9.18f) может быть получено как непо-
средственно из уравнения Навье-Стокса (9.13), так
и Фурье-преобразованием соотношения Кармана-
Ховарда-Монина (9.18e). В уравнении (9.18f) мощность
внешней силы на крупных масштабах

𝜖<𝑓𝐾
= ⟨

(︀
𝑓<

𝐾 · 𝑣<

,𝐾

)︀
⟩, (9.18g)

а энстрофия крупных масштабов

Ω<

𝐾 =
1

2
⟨(𝜛<

𝐾 )
2⟩. (9.18h)

Наконец, поток энергии от крупных к мелким масшта-
бам, связанный с нелинейным взаимодействием масшта-
бов, оказывается равным

Π𝐾 =
⟨︀
𝑣<

𝐾 (𝑣∇)𝑣>

𝐾

⟩︀
= (9.18i)

= −1

4

ˆ

|k|<𝐾

(d𝑑𝑘)

ˆ
𝑒−𝑖k𝑟 d𝑑𝑟 𝜕𝑘𝑆

𝑖𝑖𝑘(𝑟).

Первую строчку в (9.18i) легко получить, если старто-
вать непосредственно из уравнения Навье-Стокса (9.13)
и под знаком усреднения воспользоваться бездивергент-
ностью обеих частей поля скорости, см. (9.7b). Вто-
рая строчка в (9.18i) получается, если использовать
уравнение Кармана-Ховарда-Монина на корреляцион-
ные функции (9.18e), учтя соотношения типа (9.7c).
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Трёх-мерное пространство. Рассмотрим сейчас
трёх-мерное пространство, 𝑑 = 3. Произведём сначала
интегрирование во второй строчке (9.18i) по k:

−1

4

ˆ

|k|<𝐾

(d3𝑘) 𝑒−𝑖k𝑟 = − 1

8𝜋2𝑟

𝐾̂

0

𝑘 d𝑘 sin(𝑘𝑟) = (9.18j)

=
1

8𝜋2

1

𝑟2
(𝑟𝑗𝜕𝑗)

𝐾̂

0

d𝑘 cos(𝑘𝑟) =
1

8𝜋2

1

𝑟2
(𝑟𝑗𝜕𝑗)

sin(𝐾𝑟)

𝑟
.

Подставим этот результат в (9.18i) и проинтегрируем по
частям

Π𝐾 = − 1

8𝜋2

ˆ
d3𝑟

sin(𝐾𝑟)

𝑟
𝜕𝑗

(︂
𝑟𝑗

𝑟2
𝜕𝑘𝑆

𝑖𝑖𝑘

)︂
. (9.18k)

При интегрировании по частям граничные члены бы-
ли приняты равными нулю, поскольку предполагает-
ся, что структурная функция 𝑆𝑖𝑗𝑘 выше интегрального
масштаба обращается в ноль, поскольку на таких рас-
стояниях поле скорости уже принимает статистически
независимые значения.

Величина 𝜕𝑘𝑆𝑖𝑖𝑘(𝑟) в (9.18k) является скаляром, за-
висящим только от модуля радиус-вектора. Для трёх-
мерного пространства равенство (9.11g) принимает вид

𝜕𝑘𝑆
𝑖𝑖𝑘 =

1

3
(3 + 𝑟𝜕𝑟)(5 + 𝑟𝜕𝑟)

𝑆𝑟𝑟𝑟

𝑟
(9.18l)

Поэтому поток энергии (9.18k) равен

Π𝐾 = − 1

6𝜋

∞̂

0

d𝑟
sin(𝐾𝑟)

𝑟
(9.18m)

(1 + 𝑟𝜕𝑟)(3 + 𝑟𝜕𝑟)(5 + 𝑟𝜕𝑟)
𝑆𝑟𝑟𝑟

𝑟
.

9-5.2.2 Соотношение Колмогорова

Рассмотрим статистически стационарное турбулентное
течение. В этом случае производная по времени в урав-
нении Кармана-Ховарда (9.18e) равна нулю. Будем рас-
сматривать масштабы 𝜆 = |𝑟|, малые по сравнению с
масштабом 𝐿𝑓 возбуждающей течение силы. Тогда мы
можем приближённо написать

𝜖𝑓 (𝑟) ≈ 𝜖, 𝑟 ≪ 𝐿𝑓 . (9.18n)

Однако рассматриваемые масштабы велики по сравне-
нию с колмогоровским масштабом 𝑟𝜂, потому вязкий

член пренебрежимо мал. Итак, уравнение (9.18e) реду-
цировано до

−1

4
𝜕𝑘𝑆

𝑖𝑖𝑘 = 𝜖. (9.18o)

в инерционном интервале. Левую часть (9.18o) можно
переписать с учётом параметризации (9.22i). Таким об-
разом,

− 1

12
(3 + 𝑟𝜕𝑟)(5 + 𝑟𝜕𝑟)

𝑆𝑟𝑟𝑟

𝑟
= 𝜖. (9.18p)

Итак, приходим к ответу для чисто продольной компо-
ненты структурной функции третьего порядка

𝑆𝑟𝑟𝑟 = −4

5
𝜖𝑟. (9.18q)

Подстановка (9.18q) в (9.18m) даёт, что поток энер-
гии по масштабам (9.18m) не зависит от масштаба, Π𝐾 =
𝜖. Таким образом, мы

• нашли стационарное решение, характеризующееся
скейлингом (9.18q);

• показали, вычислив (9.18m), что передача энергии
происходит действительно от крупным масштабов к
мелким

9-5.2.3 Корреляционная функция флуктуаций
давления

Для статистически однородной и изотропной модели
[Hill & Wilczak, 1995].

9-5.3 Задачи

• Задача 1: Будем считать силу 𝑓 в (9.13) случайной
по времени, с коротким временем корреляции, статисти-
чески изотропной и обладающей некоторой длиной кор-
реляции 𝐿𝑓 в пространстве. В таком случае статистика
случайной силы полностью задаётся парной корреляци-
онной функцией:

⟨𝑓𝑖(𝑟, 𝑡) 𝑓𝑘(𝑟′, 𝑡′)⟩ = 𝜌2𝜖
𝛿𝑖𝑘
𝑑
𝜒(|𝑟−𝑟′|) 𝛿(𝑡− 𝑡′), (9.19)

где безразмерная функция 𝜒(𝑟) равна 1 в нуле и убывает
на расстоянии 𝐿𝑓 , а 𝑑 — размерность пространства. По-
кажите, что мощность, затрачиваемая силой на единицу
массы, равна действительно (9.15f), и что приближение
(9.18n) действительно оправдано.
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§9-6. Двумерный статистически изотропный турбулентный поток

Будем считать, что внешняя сила имеет характер-
ный масштаб 𝐿𝑓 и статистически однородна в простран-
стве. Сила производит в среднем мощность 𝜖 (9.15f) на
единицу массы. Число Рейнольдса (9.15k) на масштабе
накачки велико

Re𝑓 =
𝜖1/3𝐿

4/3
𝑓

𝜈
≫ 1. (9.20a)

Неравенство (9.20a) означает, что на масштабе 𝐿𝑓 вли-
яние вязкости пренебрежимо мало. Мы предполагаем,
что и влияние трения о дно на этом масштабе незначи-
тельно. Тогда мы можем ожидать, что для амплитуды
скорости на масштабе 𝐿𝑓 верна оценка (9.15g), а условие
слабости трения о дно может быть записано в виде

𝐿𝛼 = 𝛼−3/2𝜖1/2 ≫ 𝐿𝑓 . (9.20b)

Величина 𝐿𝛼 имеет размерность длины и должна зна-
чительно превосходить масштаб возбуждающей течение
силы. Размер области течения 𝐿flow, в свою очередь,
предполагается превышающим длину 𝐿𝛼,

𝐿flow ≫ 𝐿𝛼. (9.20c)

Смысл длины 𝐿𝛼 будет выяснен ниже, см. (9.22a).

9-6.1 Энстрофия
Помимо энергии (9.17) при описании двумерного тур-
булентного течения важна ещё одна квадратичная по
скорости величина

ś =
1

2
⟨𝜔2⟩, (9.21a)

которая в силу (6.5) сохраняется при отсутствии про-
цессов диссипации.

С учётом трения о дно уравнение на изменение сред-
ней кинетической энергии (9.16) есть

𝜖− 𝜕𝑡𝐸 = 2𝜈ś + 2𝛼𝐸 (9.21b)

Уравнение на изменение энстрофии имеет аналогичный
вид:

𝜂 − 𝜕𝑡ś = 𝜈⟨(∇𝜔)2⟩+ 2𝛼ś, (9.21c)

где энстрофийная мощность 𝜂, передаваемая жидкости
на единицу её массы внешней силой, есть

𝜂 = ⟨𝑓𝜔⟩, [𝜂] = с−3. (9.21d)

9-6.1.1 Каскад энстрофии

Посмотрим, каковы будут скейлинговые соотношения,
если мы предположим, что вместо энергии при нели-
нейном взаимодействии передающейся по цепочке мас-
штабов величиной является энстрофия. Воспроизведём

аналогичные скейлинговые оценки, которые были сде-
ланы в Пункте 9-4.2. Вместо (9.15g) имеем

𝑣𝜆 ∼ 𝜂1/3𝜆. (9.21e)

Отталкиваясь от (9.21e) можно подумать, что зави-
симость разности скоростей 𝛿𝑣(𝑟) от радиус-вектора
𝑟 исчерпывается линейной зависимостью, которая аб-
страктно нами была разобрана в Пункте 9-2.3. То, что
на фоне преобладающей линейной зависимости есть
другие вклады, можно увидеть, записав асимптотиче-
ский по большому числу Рейнольдса вид спектра энер-
гии

𝐸𝑘 = 𝐶K 𝜂
2/3𝑘−3, (9.21f)

где 𝐶K — феноменологическая константа. Этот спектр
быстрее возрастает в сторону крупных масштабов (и,
соответственно, быстрее убывает в сторону мелких мас-
штабов) по сравнению со спектром для инерционного
интервала с каскадом энергии (9.15m).

9-6.2 Прямой и обратный каскады

Сила 𝑓𝑢 производит как энергетическую мощность 𝜖
(9.15f), так и энстрофийную мощность 𝜂 (9.21d). На мас-
штабе возбуждающей силы 𝐿𝑓 ни энергия, ни энстро-
фия не претерпевают существенной диссипации. Поэто-
му и та и другая мощности должны уходить потоками
по масштабам от масштаба 𝐿𝑓 . При этом эти потоки
не могут сосуществовать на одном и том же достаточ-
но логарифмически широком инерционном интервале,
поскольку скейлинги (9.15m,9.21f), определяемые этими
потоками, имеют разные показатели.

Эти соображения заставляют прийти к выводу, что
потоки энергии и энстрофии должны быть направлены
в разные стороны по масштабам. Энергия течёт вверх по
масштабам, такой каскад называется обратным каска-
дом энергии. Энстрофия течёт в более мелкие масшта-
бы. Противоположный вариант, когда энстрофия те-
чёт в более крупные масштабы, как мы обсудим ниже,
невозможен.

9-6.2.1 Обратный каскад энергии

Для обратного каскада имеют место уже обсуждавшие-
ся для трёх-мерной турбулентности скейлинговые оцен-
ки (9.15g,9.15m). Таким образом, кинетическая энер-
гия определяется вихрями самого большого масштаба,
присутствующего в течении. Этот масштаб равен 𝐿𝛼
(9.20b). Действительно, если в оценке (9.15n) для энер-
гии в качестве 𝐿 мы возьмём 𝐿𝛼, то получим, что урав-
нение на баланс энергии (9.21b) удовлетворено за счёт
первого и последнего членов,

𝜖 = 2𝛼𝐸, 𝐸 ∼ (𝜖 𝐿𝛼)
2/3. (9.22a)
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Отметим, что если бы область, доступная для течения,
была бы меньше 𝐿𝛼, то условие баланса энергии имело
бы вид отличный от (9.22a). Инерционным интервалом
для обратного каскада энергии является

𝐿𝑓 ≪ 𝜆 ≪ 𝐿𝛼. (9.22b)

С учётом трения о дно уравнение Кармана-Ховарда
(9.18e) приобретает вид

−1

4
𝜕𝑘𝑆

𝑖𝑖𝑘 = −𝜕𝑡𝒦
𝑖𝑖

2
+ 𝜖𝑓 − 𝛼𝒦𝑖𝑖 + 𝜈Δ𝒦𝑖𝑖. (9.22c)

На масштабах инерционного интервала (9.22b) величи-
на 𝜖𝑓 (𝑟) (9.18d) пренебрежимо мала. Наоборот, парная
корреляционная функция приблизительно равна своему
значению в нуле, 𝒦𝑖𝑖(𝑟) ≈ 2𝐸. Используя баланс энер-
гии (9.22a), приходим к уравнению

−1

4
𝜕𝑘𝑆

𝑖𝑖𝑘 = −𝜖, (9.22d)

сравни с аналогичным уравнением для трёх-мерного
случая (9.18o). В двумерном случае параметризация
структурной функции (9.11g) через её чисто продоль-
ную компоненту преобразует уравнение (9.22d) до

1

12
(𝑟𝜕𝑟 + 2)(𝑟𝜕𝑟 + 4)

𝑆𝑟𝑟𝑟

𝑟
= 𝜖, (9.22e)

сравни с трёх-мерным (9.18p). Решением этого уравне-
ния является

𝑆𝑟𝑟𝑟 =
3

2
𝜖𝑟. (9.22f)

сравни с его аналогом в трёх-мерном случае (9.18q).
Определим выражение для потока энергии между

масштабами, как это было сделано в Пункте 9-5.2.1 для
трёх-мерного случая. В уравнение для баланса энергии
(9.18f) нужно добавить трение о дно,

𝜕𝑡𝐸
<

𝐾 +Π𝐾 = −𝛼𝐸<

𝐾 − 2𝜈Ω<

𝐾 + 𝜖<𝑓𝐾
. (9.22g)

Выражение для потока энергии между масштабами
(9.18i) остаётся неизменным. Вычисления, аналогичные
(9.18j), в двумерном пространстве приобретают вид

−1

4

ˆ

|k|<𝐾

(d2𝑘) 𝑒−𝑖k𝑟 = − 1

8𝜋𝑟2

𝐾𝑟ˆ

0

𝑧 d𝑧 J0(𝑧) =

= − 1

8𝜋

1

𝑟
𝐾 J1(𝐾𝑟). (9.22h)

Мы воспользовались интегральным представлением
функции Бесселя нулевого порядка,

ˆ 2𝜋

0

d𝜃 cos(𝑧𝜃) = 2𝜋J0(𝑧),

а также соотношением 𝑧 J0(𝑧) = 𝜕𝑧(𝑧 J1(𝑧)). Для дву-
мерного пространства равенство (9.11g) принимает вид

𝜕𝑘𝑆
𝑖𝑖𝑘 =

1

3
(2 + 𝑟𝜕𝑟)(4 + 𝑟𝜕𝑟)

𝑆𝑟𝑟𝑟

𝑟
. (9.22i)

Поток энергии равен (сравни с (9.18m))

Π𝐾 = − 1

12

∞̂

0

𝐾d𝑟 J1(𝐾𝑟) (9.22j)

(2 + 𝑟𝜕𝑟)(4 + 𝑟𝜕𝑟)
𝑆𝑟𝑟𝑟

𝑟
.

9-6.2.2 Прямой каскад энстрофии

Динамика завихренности определяется уравнением
(6.3). Проделаем процедуры, аналогичные тем, кото-
рые привели к уравнению Кармана-Ховарда (9.18e)
и, тем самым, установим уравнение, которое связы-
вает парную корреляционную функцию завихренности
𝒦(𝑟) (9.12a) и структурную функцию третьего порядка
𝑆𝑖(𝑟) (9.12e).

Определим корреляционную функцию накачки

𝜂𝑓 (𝑟) =
⟨𝑓1𝜛2 + 𝑓2𝜛1⟩

2
= −1

2
Δ𝜖𝑓 (𝑟). (9.23a)

Уравнение Кармана-Ховарда (9.18e) принимает вид

−𝜕𝑟(𝑟 𝑆
𝑟
𝜛)

4𝑟
= −𝜕𝑡𝒦𝜛

2
+ 𝜂𝑓 + 𝜈Δ𝒦𝜛. (9.23b)

На расстояниях, малых по сравнению с масштабом на-
качки, 𝑟 ≪ 𝐿𝑓 , но больших по сравнению с вязким мас-
штабом, в правой части (9.23b) следует удержать только
второе слагаемое, взятое в совпадающих точках, то есть
положить 𝜂𝑓 ≈ 𝜂. Решением уравнения является

𝜕𝑟(𝑟𝑆
𝑟
𝜛) = −4𝑟𝜂, ⇒ 𝑆𝑟𝜛 = −2𝜂𝑟. (9.23c)

• Задача 1: В двумерном статистически изо-
тропном и инвариантном по отношению к операции ин-
версии хаотическом потоке структурные функции 𝑆𝑟𝑟𝑟

(9.11e) и 𝑆𝑟𝜛 (9.12e) однозначно связаны между собой
через условие несжимаемости течения. Установите эту
связь и найдите зависимость 𝑆𝑟𝑟𝑟(𝑟), соответствующую
установленной зависимости (9.23c) для 𝑆𝑟𝜛 в инерцион-
ном интервале прямого каскада энстрофии.
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§9-7. Случайное течение на малых масштабах

Продолжим изучать статистические свойства тече-
ния на малых масштабах, на которых поле скорости до-
статочно приблизить линейным в пространстве профи-
лем, см. Пункт 9-2.3. Установим общие свойства стати-
стики геометрии близких лагранжевых траекторий. Пе-
рейдём с систему отсчёта, начало которой движется с
некоторой лагранжевой траекторией. Тогда любая до-
статочно близкая к ней другая лагранжева траектория
𝑟(𝑡) будет удовлетворять уравнению (9.8b)

𝜕𝑡𝑟
𝑖 = 𝜍𝑖𝑘(𝑡) 𝑟𝑘. (9.24a)

Решением этого уравнения является

𝑟𝑖(𝑡) = 𝑊 𝑖𝑘(𝑡, 𝑡0) 𝑟
𝑘(𝑡0), (9.24b)

где матрица 𝑊̂ удовлетворяет уравнению

𝜕𝑡𝑊̂ = 𝜍𝑊̂ , 𝑊̂ (𝑡, 𝑡0) = 1̂. (9.24c)

Матрица 𝑊̂ (𝑡, 𝑡0) задаёт аффинное преобразование эле-
мента объёма жидкости, которое производит поток над
ним за промежуток времени с 𝑡0 до 𝑡.

Вообще говоря, решением уравнения (9.24c) являет-
ся 𝑇 -упорядоченная экспонента. Для того, чтобы выяс-
нить характерные свойства решения (9.24c), представим
матрицу 𝑊̂ в виде (сингулярное разложение матрицы,
the singular value decomposition of a matrix, SVD)

𝑊̂ = 𝒩̂ 𝒟̂ 𝒪̂, 𝒩̂ 𝑇 = 𝒩̂−1, 𝒪̂𝑇 = 𝒪̂−1, (9.24d)
𝒟𝑖𝑖 = exp(𝜌𝑖), 𝒟𝑖𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗.

Для определённости мы будем считать, что показатели
экспонент расположены в невозрастающем порядке:

𝜌1 ≥ 𝜌2 ≥ . . . . (9.24e)

В силу несжимаемости течения сумма экспонент равна
единице,

𝑑∑︁
𝑖=1

𝜌𝑖 = 1. (9.24f)

Динамика матриц 𝒩̂ и 𝒟̂ оказывается независимой
от значения матрицы 𝒪̂. Действительно, из уравнения
(9.24c) следует замкнутой уравнение на матрицу 𝑊̂𝑊̂ 𝑇 ,
которая не содержит в себе матрицы 𝒪̂:

d
(︀
𝑊̂𝑊̂ 𝑇

)︀
d𝑡

= ̃̂︀𝜍 𝑊̂ 𝑊̂ 𝑇 + 𝑊̂𝑊̂ 𝑇 ̃̂︀𝜍. (9.24g)

Перепишем это уравнение в терминах матриц 𝒟̂ и 𝒩̂ :

2d ln 𝒟̂
d𝑡

+ 𝒟̂ Ω̂𝒩 𝒟̂−1 − 𝒟̂−1Ω̂𝒩 𝒟̂ = 𝒟̂ ̃̂︀𝜍𝑇 𝒟̂−1 + 𝒟̂−1̃̂︀𝜍 𝒟̂,
̃̂︀𝜍 = 𝒩̂ 𝑇 𝜍 𝒩̂ 𝜕𝑡𝒩̂ = 𝒩̂ Ω̂𝒩 .

(9.24h)

Диагональные матричные элементы этого уравнения
сводятся к

𝜕𝑡𝜌𝑖 = ̃︀𝜍𝑖𝑖. (9.24i)
Скорость изменения ортогональной матрицы 𝒩̂

Ω𝒩
𝑖𝑗 =

̃︀𝜍𝑖𝑗 exp (𝜌𝑗 − 𝜌𝑖) + ̃︀𝜍𝑗𝑖 exp (𝜌𝑖 − 𝜌𝑗)

2 sinh(𝜌𝑗 − 𝜌𝑖)
(9.24j)

перестаёт зависеть от значений показателей 𝜌𝑖, если их
разности значительно больше единицы: при

𝜌𝑗 − 𝜌𝑖 > 0, 𝜌𝑗 − 𝜌𝑖 ≫ 1, (9.24k)

имеем
Ω𝒩
𝑖𝑗 = ̃︀𝜍𝑖𝑗𝜃𝑖𝑗 − ̃︀𝜍𝑗𝑖𝜃𝑗𝑖, (9.24l)

где по повторяющимся индексам нет суммирования и,
по определению, 𝜃𝑖𝑗 = 1 при 𝑖 > 𝑗, а в противном случае
𝜃𝑖𝑗 = 0.

В пределе (9.24k) правая часть уравнения (9.24i) на
𝜕𝑡𝜌𝑖 имеет однородную по времени статистику. Случай-
ные процессы ̃︀𝜍𝑖𝑖 имеют средние 𝜆𝑖, сумма которых рав-
на нулю вследствие несжимаемости течения, и в силу
ограничения (9.24e) удовлетворяющие неравенствам

⟨̃︀𝜍𝑖𝑖⟩ = 𝜆𝑖, 𝜆1 + . . .+ 𝜆𝑑 = 0, 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ . . .
(9.24m)

Величины 𝜆𝑖 называются экспонентами Ляпунова для
течения, а 𝜆1 ≡ 𝜆 — (старшей) ляпуновской экспо-
нентой. Распределение показателей 𝒫(𝜌𝑖) в общем слу-
чае описывается некоторой энтропийной функцией 𝑆
(11.11). В трёх-мерном случае

𝒫(𝜌𝑖) =

(︀
det ||𝜕𝛼𝛽𝑆||

)︀−1/2

(2𝜋𝜆𝑡)(𝑑−1)/2
exp

(︁
−𝜆𝑡𝑆

(︁𝜌1
𝜆𝑡
,
𝜌2
𝜆𝑡

)︁)︁
𝛿(𝜌1 + 𝜌2 + 𝜌3)𝜃(𝜌1 − 𝜌2)𝜃(𝜌2 − 𝜌3), (9.24n)

где ||𝜕𝛼𝛽𝑆|| — матрица Гессе (матрица вторых производ-
ных) функции 𝑆 в минимуме, который достигается при
𝜌𝑖/𝑡 = 𝜆𝑖. Если течение двумерное, то в (9.24n) следует
формально положить 𝜌2 = 0.

9-7.1 Модель коротко-коррелированного
во времени и статистически изо-
тропного поля скорости

Пусть статистика поля скорости изотропна, так что пар-
ная корреляционная функция его градиента имеет вид
(9.8e). Поскольку в уравнении (9.24i) за большое время
происходит суммирование многих независимых одина-
ково распределённых величин, то в простейшей модели
можно считать, что процесс 𝜍(𝑡) является ланжевенов-
ским шумом,

⟨𝜍𝑖𝛼(0) 𝜍𝑘𝛽(𝑡)⟩ = (9.24o)

= 𝛿(𝑡)𝐷
(︁
(𝑑+ 1)𝛿𝑖𝑘𝛿𝛼𝛽 − 𝛿𝑖𝛼𝛿𝑘𝛽 − 𝛿𝑖𝛽𝛿𝑘𝛼

)︁
.
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Наша цель состоит в нахождении энтропийной функ-
ции (9.24n).

Прежде чем непосредственно перейти к её вычисле-
нию, определим статистику матрицы ̃̂︀𝜍 (9.24i) в пределе
сильной деформации (9.24k). Неприводимая часть пар-
ного среднего ̃̂︀𝜍 имеет ту же статистику (9.24o), посколь-
ку корреляционная функция (9.24o) инвариантна отно-
сительно вращений. Среднее (9.24m) можно вычислить
тем же способом, что был применён при поиске вкла-
да от турбулентной диффузии в уравнении на парную
корреляционную функцию пассивного скаляра, см. (??).
Согласно (9.24i), матрица поворота

𝒩̂ (𝑡)− 𝒩̂ (𝑡− 𝜏) ≈ 𝒩̂ (𝑡− 𝜏)

𝑡ˆ

𝑡−𝜏

d𝑡′ Ω̂𝒩 ′ (9.24p)

Подставим теперь сюда выражение для угловой скоро-
сти вращения (9.24l) и произведём усреднение по стати-
стике (9.24o). При этом в рамках обозначений (9.24o)
интегрирование производится до 𝑡 = 0, т.е. ‘до сере-
дины’ 𝛿-функции, которая должна предполагаться сим-
метричной вследствие (9.8e) — отсюда возникает мно-

житель 1/2. Таким образом, получаем

𝜆𝑖 = ⟨̃︀𝜍𝑖𝑖⟩ = 𝑑𝐷

2

∑︁
𝑗

(𝜃𝑗𝑖 − 𝜃𝑖𝑗) =
𝑑(𝑑+ 1− 2𝑖)𝐷

2
. (9.24q)

где 𝜃𝑖𝑗 , напомним, определено в (9.24l). (Если бы мы
вычисляли без предположения о сильной деформации
(9.24k), то вместо разности 𝜃𝑗𝑖 − 𝜃𝑖𝑗 в (9.24q) получи-
лось бы coth(𝜌𝑖 − 𝜌𝑗).) Уравнение на экспоненты (9.24i)
теперь можно переписать в виде

𝜕𝑡𝜌𝑖 = 𝜆𝑖 + 𝜉𝑖,
⟨︀
𝜉𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡+ 𝜏)

⟩︀
= 𝛿(𝜏)𝐷

(︀
𝑑𝛿𝑖𝑗 − 1

)︀
.

(9.24r)
Для трёх-мерного случая, 𝑑 = 3, старшая ляпунов-

ская экспонента 𝜆 = 3𝐷, а следующая экспонента Ля-
пунова 𝜆2 = 0. Энтропийная функция (9.24n)

𝑆
(︁𝜌1
𝜆𝑡
,
𝜌2
𝜆𝑡

)︁
=
(︁𝜌1
𝜆𝑡

− 1
)︁2

+
(︁𝜌1
𝜆𝑡

− 1
)︁ 𝜌2
𝜆𝑡

+
(︁𝜌2
𝜆𝑡

)︁2
. (9.24s)

Для двумерного течения (𝑑 = 2) экспонента Ляпунова
𝜆 = 𝐷, а энтропийная функция

𝑆
(︁ 𝜌
𝜆𝑡

)︁
=

1

2

(︁ 𝜌
𝜆𝑡

− 1
)︁2
. (9.24t)

§9-8. Турбулентное течение, имеющее среднюю сдвиговую компоненту

Рассмотрим течение в прямом канале или вдоль пря-
мой стенки. Вдоль направления течения, по которому
направим ось 𝑂𝑥, все величины кроме давления пред-
полагаются статистически однородными, а давление па-
дает линейно с координатой. Полная скорость течения
𝑣, таким образом,

𝑣 = 𝑈e𝑥 + 𝑢, ⟨𝑢⟩ = 0. (9.25a)

где 𝑈 = 𝑈(𝑦, 𝑧) есть постоянная во времени часть ско-
рости.

9-8.1 Логарифмический профиль скоро-
стей

Литература: Теория хорошо изложена в [Ландау &
Лифшиц, 1986, § 42].

Рассмотрим течение в плоском канале. Его шири-
на по 𝑦 направлению равна 𝑑. Вдоль 𝑧-направления
канал неограничен, вдоль этого направления течение
предполагается статистически однородным. Стандарт-
но 𝑥-направление называется направлением течения
(streamwise direction), 𝑦-направление — направлением
от стенки (wall-normal direction), 𝑧-направление — по-
перечным направлением (spanwise direction).

Скорость трения (friction velocity) 𝑢𝜏

𝑢2𝜏 = 𝜈𝜕𝑦𝑈 − ⟨𝑢𝑥𝑢𝑦⟩. (9.25b)

Согласно нашим предположениям, скорость трения мо-
жет зависеть только от координаты нормальной к стен-
ке, 𝑢𝜏 = 𝑢𝜏 (𝑦).

Усредним 𝑥, 𝑦-компоненты уравнения Навье-Стокса
(2.12c)

𝜕𝑡𝑢
𝑥 − 𝜕𝑖

(︀
𝜈𝜕𝑖𝑣

𝑥 − 𝑣𝑖(𝑈 + 𝑢𝑥)
)︀

= −𝜕𝑥𝑝, (9.25c)

𝜕𝑡𝑢
𝑦 − 𝜕𝑖

(︀
𝜈𝜕𝑖𝑣

𝑦 − 𝑣𝑖𝑢𝑦
)︀

= −𝜕𝑦𝑝, (9.25d)

предполагая, что статистика пульсаций скорости одно-
родна вдоль направления течения (streamwise) и в попе-
речном направлении (spanwise). С учётом определения
(9.25b) получим

𝜕𝑥⟨𝑝⟩ = 𝜕𝑦𝑢
2
𝜏 , 𝜕𝑦⟨𝑝⟩ = −𝜕𝑦

⟨︀
(𝑢𝑦)2

⟩︀
. (9.25e)

Уравнение на 𝑦-компоненту (9.25e) говорит о том, что
среднее по времени давление неоднородно поперёк ка-
нала. С другой стороны, чтобы статистика потока была
однородной вдоль канала, надо, чтобы градиент давле-
ния вдоль него 𝜕𝑥⟨𝑝⟩ ≡ 𝑝′ был однородным в простран-
стве. Тогда первое уравнение (9.25e) может быть проин-
тегрировано:

𝑢2𝜏 = (𝑑/2− 𝑦)𝑝′, 𝑦 < 𝑑/2. (9.25f)

(В области 𝑦 > 𝑑/2 в определении (9.25b) следует поме-
нять знак.) Напомним, что для того, чтобы течение бы-
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ло турбулентным, и, следовательно, текущее рассмотре-
ние имело смысла, число Рейнольдса должно быть боль-
шим,

Re =
𝑑 · 𝑈(𝑑)

𝜈
≫ 1. (9.25g)

На практике это означает, что Re > 2000÷ 3000.

9-8.1.1 Логарифмический профиль скоростей

В решении (9.25f) можно пренебречь зависимостью от
𝑦 на расстояниях 𝑦 ≪ 𝑑. Поэтому вблизи стенки каса-
тельное напряжение не зависит от расстояния до неё,

d𝑢𝜏
d𝑦

= 0, 𝑢2𝜏 = 𝜈𝜕𝑦𝑈
⃒⃒
𝑦=0

. (9.25h)

Касательное напряжение (9.25b) состоит из вязкой и
турбулентной частей. На самых малых расстояниях до-
минирует вязкий вклад, на больших — турбулентный.
Оценим расстояние 𝛿𝜈 , на котором эти два вклада срав-
ниваются по порядку величины. Считая, что все компо-
ненты скорости на этом масштабе одного порядка, по-
лучаем

𝛿𝜈 =
𝜈

𝑢𝜏
. (9.25i)

Отметим, что эта оценка сильно отличается от оценки
(3.16c), в которой толщина 𝛿 вязкого пограничного слоя
зависела от вязкости корневым образом, 𝛿 ∝

√
𝜈. Источ-

ник отличия состоит в том, что здесь мы предположили,
что нормальная компонента скорости на расстоянии 𝛿𝜈
сравнима с тангенциальной, тогда как для ламинарных
течений, рассматривавшихся в § 3-5, нормальная компо-
нента остаётся параметрически малой на расстоянии по-
рядка 𝛿. Что касается средней скорости в нашем случае,
то в глубине вязкого пограничного слоя, при 𝑦 ≪ 𝛿𝜈 , она
есть

𝑈 =
𝑦

𝛿𝜈
𝑢𝜏 =

𝑢2𝜏
𝜈
𝑦. (9.25j)

Теперь определим поведение средней скорости 𝑈 на
расстояниях 𝑑 ≫ 𝑦 ≫ 𝛿𝜈 , где вязкость не играет роли в
(9.25b). В этой области число Рейнольдса велико. Поэто-
му статистика турбулентных пульсаций не должна зави-
сеть от вязкости. Эта статистика определяется величи-
ной потока, обеспечивающего существование самой тур-
булентности — в данном случае это поток 𝑥-компоненты
импульса в 𝑦-направлении, который определяется пара-
метром 𝑢𝜏 , и масштабом, который есть расстояние до
стенки 𝑦. (Сравни это построение со случаем изотроп-
ной трёх-мерной турбулентности, где имеется поток 𝜖
другой сохраняющейся величины — энергии.) Величина
флуктуаций скорости должна быть принятой имеющей
порядок среднего течения, 𝑢 ∼ 𝑈 . Уравнение на среднее
течение теперь может быть написано, исходя из сообра-
жений размерности:

d𝑈

d𝑦
=
𝑢𝜏
𝜅𝑦
. (9.25k)

Числовая константа 𝜅 не может быть определена анали-
тически; часто её называют Kármán constant. Согласно
экспериментальным данным и данным численного счё-
та, её значение 𝜅 ≈ 0.41. Интегрирование (9.25k) даёт

𝑈

𝑢𝜏
=

1

𝜅
ln 𝑦+ + 𝐶+, 𝑦+ =

𝑦

𝛿𝜈
, (9.25l)

где 𝐶+ ≈ 5.0 — ещё одна числовая константа. Зави-
симость (9.25l) называют логарифмическим профилем
скоростей.

Отметим, что в соотношении (9.25b) величина вяз-
кой части потока импульса мала, 𝜈𝜕𝑦𝑈 = (𝛿𝜈/𝜅𝑦)𝑢

2
𝜏 ≪

𝑢2𝜏 , то есть основная часть потока касательного на-
пряжения создаётся турбулентным вкладом −⟨𝑢𝑥𝑢𝑦⟩.
Этот вклад качественно можно приписать положитель-
ной турбулентной вязкости. Если считать, что величина
флуктуаций скорости 𝑢 ∼ 𝑈 , то величина −⟨𝑢𝑥𝑢𝑦⟩ =
𝑢2𝜏 оказывается логарифмически малой по сравнению
с ⟨𝑢2⟩.

9-8.2 Турбулентное течение в трубе

Рассмотрим течение в трубе постоянного радиуса 𝑅.
Средняя скорость (усреднённая по поперечному сече-
нию) равна 𝑈 , так что средний расход жидкости ра-
вен 𝑄 = 𝜋𝑅2𝑈 . Выясним, какова зависимость средне-
го расхода жидкости 𝑄 от градиента среднего давления
𝜕𝑥𝑃 = 𝜌𝑝′, где 𝜌 — массовая плотностью жидкости.

С логарифмической точностью мы можем использо-
вать выражения для логарифмического профиля сред-
ней скорости у стенки (9.25l), подставив вместо 𝑦 радиус
𝑅, а вместо 𝑈 — среднюю скорость 𝑈 :

𝑈 =
𝑢𝜏
𝜅

ln
𝑅𝑢𝜏
𝜈

. (9.26a)

Падение давления определяется (9.25f), где в качестве 𝑑
мы также берём 𝑅:

𝑝′ =
2𝑢2𝜏
𝑅
. (9.26b)

Теперь мы можем выразить 𝑢𝜏 через 𝑝′ в (9.26a), полу-
чив

𝑈 =

√︀
𝑅𝑝′/2

𝜅
ln

√︀
𝑅3𝑝′/2

𝜈
. (9.26c)

Расход жидкости, таким образом,

𝑄 =
𝜋𝑅5/2√𝜌
√
2𝜅

ln

√︀
𝑅3𝑝′/2

𝜈
, (9.26d)

т.е. зависит от радиуса трубы как 𝑄 = 𝑅5/2 а от пере-
пада давления как 𝑄 ∝

√
𝑝′, в обоих случаях не считая

дополнительного логарифмического множителя.
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9-8.2.1 Обзор литературы

Недавние работы:

• Течение по каналу кругового сечения эксперимен-
тально исследовано в большом диапазоне чисел Рей-
нольдса в [Cantwell, 2019].

• Степень применимости логарифмического профиля
к течениям различной геометрии обсуждалось в
[Luchini, 2017].

• Когерентные структуры в сдвиговом течении, возни-
кающем в приграничном слое в течении около стенки,

или в каналах [Jiménez, 2018]

9-8.3 Задачи

• Задача 1: Поперечное сечение трубы есть эллипс
с полуосями 𝑅 ≪ 𝐿. Оцените расход жидкости 𝑄 через
трубу, если число Рейнольдса для течения в трубе ве-
лико, так что течение турбулентно. Падение давления
на единицу длины, делённое на массовую плотностью
жидкости, равно 𝑝′, кинематическая вязкость жидкости
равна 𝜈, течение несжимаемо.
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Глава 10

ОБТЕКАНИЕ ТЕЛ ПРИ БОЛЬШИХ ЧИСЛАХ
РЕЙНОЛЬДСА

§10-1. Потенциальное обтекание тела

Рассматриваем несжимаемую идеальную жидкость,
в которой движется тело со скоростью 𝑉 . Форма тела
неизменна во времени, оно не вращается. На далёких от
тела расстояниях жидкость покоится. Цель настояще-
го рассмотрения — определить скорость вокруг тела и
силы, действующие на него, в предположении, что те-
чения жидкости является чисто потенциальным. Исчер-
пывающее теоретическое рассмотрение потенциального
обтекания тела произвольной изменяющейся во времени
формы проведено в работе [Galper & Miloh, 1995].

Удобно использовать две системы отсчёта. Первая
система отсчёта связана с телом: в ней оно неподвижно
и находится в начале координат. В этой системе отсчёта
жидкость имеет скорость течения 𝑢, которая на далёких
расстояниях от тела стремится к значению −𝑉 . Поэто-
му при удалении от тела асимптотикой для потенциала
является

𝜑𝑉 = (𝑉 · 𝑟). (10.1a)

Полный потенциал скорости и скорость жидкости 𝑢
равны

𝜑+ 𝜑𝑉 , 𝑢 = − grad𝜑− 𝑉 = 𝑣 − 𝑉 . (10.1b)

Скорость 𝑣 является скоростью жидкости во второй си-
стеме отсчёта, в которой жидкость на далёких расстоя-
ниях покоится, а тело движется со скоростью 𝑉 . Удобно
считать, что в момент времени 𝑡 = 0 тело находится в
начале координат и в системе отсчёта, связанной с жид-
костью. В этой системе координат потенциал

𝜑 = 𝜑(𝑟 − 𝑉 𝑡), 𝜑→ 0 at 𝑟 → ∞. (10.1c)

Тело имеет некоторую границу Γ, на которой нормаль-
ная компонента скорости обращается в ноль:

(ℓ · 𝑢)
⃒⃒
Γ

= 0, or (ℓ · 𝑣)
⃒⃒
Γ

= (ℓ · 𝑉 ), (10.1d)

где ℓ — нормаль к поверхности тела. Напомним себе
также, что потенциал удовлетворяет уравнению Лапла-
са (2.23b).

Определим вид поправки к потенциалу, связанной с
движением тела на далёких от него расстояниях. Эта
поправка должна убывать с удалением от тела. По-
скольку потенциал течения удовлетворяет уравнению

Лапласа, то наименее быстро убывающим вкладом яв-
ляется

𝜑(𝑟) ≈ −(A·∇)
1

𝑟
. (10.1e)

Вектор A линейно зависит от скорости движения те-
ла 𝑉 ,

𝐴𝑖 =
3

4𝜋
𝛼𝑖𝑘𝑉

𝑘.

Тензор 𝛼𝑖𝑘 имеет размерность объёма, по порядку вели-
чины его матричные элементы равны объёму тела 𝒱0,
𝛼𝑖𝑘 ∼ 𝒱0. Таким образом, на далёких от тела расстоя-
ниях

𝜑 ≈ 3

4𝜋

𝛼𝑖𝑘𝑉
𝑖𝑛𝑘

𝑟2
, 𝑛 = 𝑟/𝑟. (10.1f)

Скорость на далёких расстояниях получает-
ся непосредственным дифференцированием (10.1f),
𝑣 = − grad𝜑. При подсчёте же давления на далёких
расстояниях вклад в него от квадрата скорости соглас-
но уравнению Бернулли (2.23c) учитывать не надо, по-
скольку он убывает как 1/𝑟6. Итак,

𝑣𝑖 ≈ 3

4𝜋𝜌

3𝐴𝑗𝑛𝑗𝑛𝑖 −𝐴𝑖

𝑟3
, (10.1g)

𝑃 = − (∇𝜑)2

2
+ 𝜌𝜕𝑡𝜑 ≈ 3

4𝜋

𝜕𝑡𝐴
𝑗 𝑛𝑗

𝑟2
. (10.1h)

Отметим, что если тело движется равномерно и пря-
молинейно, то давление не изменяется при изменении
движения на обратное, т.е. при инверсии скорости 𝑉 →
−𝑉 . Это можно считать доказательством того, что на
такое тело не действует сила.

Мгновенность и линейность отклика потенциаль-
ного течения. Распределение скорости в простран-
стве определяется уравнениями, в которых нет вре-
менно́й производной. То есть, оно определяется теку-
щим значением скорости тела и его ориентацией в про-
странстве. Мгновенность отклика распределения скоро-
сти жидкости в пространстве есть общее свойство по-
тенциальных течений. Используя этот факт, мы можем
обобщить результат рассмотрения равномерного и пря-
молинейного движения тела. Если тело движется уско-
ренно или изменяет свою форму, но мы по-прежнему
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считаем, что поле скорости полностью потенциально, то
решение на далёких расстояниях будет иметь вид

𝜑 = 𝜑

⎛⎝𝛼̂(𝑡)𝑉 (𝑡); 𝑟 −
𝑡ˆ
d𝑡′ 𝑉 (𝑡′)

⎞⎠ (10.1i)

в системе координат, где жидкость покоится на далё-
ких расстояниях. Можно ещё отметить, что потенциал
𝜑 (10.1i) линеен по скорости движения тела 𝑉 , стоящей
в первом аргументе (или, что тоже самое, линеен по пер-
вому аргументу). В частности, при изменении скорости
движения на противоположную, 𝑉 → −𝑉 , потенциал
также меняет знак, 𝜑→ −𝜑.

10-1.1 Присоединённая масса
Тело при движении увлекает за собой жидкость. Одна-
ко попытка вычислить полный импульс жидкости ис-
пользуя, например, выражение (10.1g), наталкивается
на то, что результат интегрирования будет зависеть от
формы объёма, по которому производит интегрирова-
ние. Это свидетельствует о том, что течение в жидко-
сти, вызванное движением тела, является нелокальным
в чисто потенциальном приближении и в целом зави-
сит от формы границ течения. От формы границ зави-
сит и полный импульс течения. Это обсуждается ниже
в Пункте 10-1.2.

Однако движение тела всё же определяется локаль-
ными величинами. Для того, чтобы их выявить, найдём
величину, характеризующую течение жидкости вбли-
зи тела, определение которой бы не зависело от фор-
мы объёма интегрирования. Таковой является кинети-
ческая энергия течения жидкости в системе отсчёта по-
коя жидкости. Действительно, плотность кинетической
энергии 𝑣2/2 убывает на больших расстояниях как 1/𝑟6,
так что при увеличении размеров объёма интегрирова-
ния 𝒱 результат интегрирования насыщается и переста-
ёт зависеть от формы и размеров объёма. Поэтому опре-
делим, что объём 𝒱 заключён между телом и шаром
большого радиуса 𝑅:

𝒱 + 𝒱0 = (4𝜋/3)𝑅3. (10.2a)

Итак, кинетическая энергия увлечённой телом жидко-
сти пропорциональна интегралуˆ

𝒱

d3𝑟 𝑣2 =

ˆ

𝒱

d3𝑟𝑉 2 +

ˆ

𝒱

d3𝑟
(︀
𝑣2 − 𝑉 2

)︀
= (10.2b)

= 𝒱𝑉 2 −
ˆ

𝒱

d3𝑟 𝜕𝑖
(︀
𝑢𝑖(𝜑− 𝜑𝑉 )

)︀
=

= 𝒱𝑉 2 −
ˆ

Γ𝒱

d2𝑆 (𝜑− 𝜑𝑉 )(𝑛 · 𝑢) + (10.2c)

+

ˆ

Γ

d2𝑆(𝜑− 𝜑𝑉 )(ℓ · 𝑢),

где мы воспользовались определениями (10.1a,10.1c).
Последний вклад в (10.2c) ввиду граничного условия
(10.1d) равен нулю. На внешней поверхности области
интегрирования Γ𝒱 мы в праве удержать в скорости
только асимптотический вклад (10.1f). В этом интеграле
в подинтегральных множителях следует оставить толь-
ко асимптотические вклады,

(𝑢 · 𝑛) = −𝑉 𝑖𝑛𝑖 + 2𝐴𝑖𝑛𝑖/𝑅3,

𝜑− 𝜑𝑉 = 𝑅
(︁
− 𝑉 𝑖𝑛𝑖 + 𝐴𝑖𝑛𝑖/𝑅3

)︁
.

(10.2d)

В результате, интеграл от квадрата скорости оказыва-
ется равным
ˆ

𝒱

d3𝑟 𝑣2 = 𝒱𝑉 2 −𝑅3

ˆ
3 d2𝑜

4𝜋
𝑛𝑖𝑉 𝑖 𝑛𝑘𝑉 𝑘 +

+ 3

ˆ
3 d2𝑜

4𝜋
𝛼𝑖𝑘𝑉

𝑘𝑛𝑖𝑛𝑗𝑉 𝑗 =

=
(︀
3𝛼𝑖𝑘 − 𝒱0𝛿𝑖𝑘

)︀
𝑉 𝑖𝑉 𝑘. (10.2e)

Мы, в том числе, воспользовались соотношением для
объёмов (10.2a). В результате, кинетическая энергия

𝐸 =
𝜌

2

ˆ

𝒱

d3𝑟 𝑣2 =
𝑚𝑖𝑘𝑉

𝑖𝑉 𝑘

2
, 𝑚𝑖𝑘 =

(︀
3𝛼𝑖𝑘 − 𝛿𝑖𝑘𝒱0

)︀
𝜌.

(10.2f)
Сила сопротивления жидкости 𝐹 приложена к телу,

которое двигается со скоростью 𝑉 с ускорением. Поэто-
му

𝐹 𝑖 = −𝜕𝑡
𝜕𝐸

𝜕𝑉 𝑖
= −𝑚𝑖𝑘𝜕𝑡𝑉

𝑘. (10.2g)

Уравнение (10.2g) показывает, что при движении тела
за ним увлекается некоторый объём жидкости. Ускоряя
тело, надо придавать ускорение и этому объёму. Поэто-
му этот объём жидкости также называют присоединён-
ной массой. Величина этого объёма определяется тен-
зором 𝑚𝑖𝑘, поэтому он называется тензором присоеди-
нённых масс.

Чисто потенциальное приближение привело нас к то-
му, что при равномерном движении тела и неизменных
его форме и ориентации в пространстве сила сопротив-
ления отсутствует. Разумеется, в действительности сила
сопротивления не равна нулю, поскольку на самом деле
течение может быть приближено потенциальным не во
всём пространстве — потенциальное приближение не го-
дится в области следа, которая располагается за телом.

Ответ (10.2g) имеет место быть, если форма и ори-
ентация тела неизменны во времени. Согласно рассуж-
дениям (10.1i), соотношения при потенциальном обте-
кании должны быть линейными. Поэтому обобщением
(10.2g) на случай изменяющейся формы тела является

𝐹 𝑖 = −𝜕𝑡
(︀
𝑚𝑖𝑙𝑉

𝑙
)︀
. (10.2h)
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10-1.2 Нелокальность в гидродинамике
несжимаемой жидкости

Попробуем посчитать полный импульс 𝑃 𝑡𝑜𝑡, связанный
с движением жидкости. В системе координат, где жид-
кость на бесконечности покоится,

𝑃 𝑡𝑜𝑡 = 𝜌

ˆ

𝒱

d3𝑟 𝑣 = −𝜌
ˆ

𝒱

grad𝜑 d3𝑟 =

= 𝜌

ˆ

Γ

d2𝑆 ℓ𝜑− 𝜌

ˆ

Γ𝒱

(𝐴 · 𝑛)
𝑟2

d2𝑆. (10.2i)

Мы видим, что интеграл по объёму плохо определён,
поскольку логарифмически расходится по 𝑟. Рассматри-
вая интеграл по внешней поверхности Γ𝒱 , примем, что
эта поверхность имеет форму цилиндра радиуса𝐷, у ко-
торого образующая направлена вдоль вектора 𝐴 и име-
ет длину 2𝐿. Тело находится в центре цилиндра. Нену-
левая часть интеграла (10.2i) набирается только на тор-
цах цилиндра. Если цилиндр очень сплюснутый, 𝐿≪ 𝐷,
то интеграл в (10.2i) равен 4𝜋𝐴; если же, наоборот, ци-
линдр вытянутый, 𝐿≫ 𝐷, то интеграл оказывается на-
много меньше, ≈ 4𝜋(𝐷/𝐿)2𝐴.

Соответственно, оказывается плохо определённой
процедура вычисления силы, действующей на тело вме-
сте с его присоединённой массой, через поток импульса.
Формально запишем эту силу:

𝐹 𝑖 = −
ˆ

Γ𝒱

d2𝑆𝑘 Π𝑖𝑘. (10.2j)

Нам надо учесть только те вклады в Π𝑖𝑘, которые убы-
вают с расстоянием наиболее медленно, как 1/𝑟2. Вклад
от скорости (10.1g) в поток импульса (2.6a) убывает с
расстоянием как 1/𝑟6, поэтому в ответ вносит вклад
только давление, нужная асимптотика которого выпи-
сана ранее в (10.1h). Подставляя выделенный вклад в
давление в (2.6a,10.2i), получаем,

𝐹 𝑖 = −𝜌𝜕𝑡𝐴𝑗
ˆ

Γ𝒱

d2𝑆𝑖
𝑛𝑗

𝑟2
, (10.2k)

что, как и должно быть, является производной по вре-
мени от поверхностного интеграла в (10.2i). Также как
и (10.2i), сила (10.2k) плохо определена, поскольку за-
висит от формы поверхности Γ𝒱 .

Проделанные вычисления говорят о нелокальности
гидродинамики несжимаемой жидкости. В реальности
для полного определения течения нам надо было бы по-
ставить граничные условия на границе течения. Форма
границ течения существенно влияет на распределение
привотока — течения, которое компенсирует движение
присоединённой массы, так что в итоге центр масс жид-
кости смещается в противоположную сторону по отно-
шению к движению тела. Вычисляя полный импульс

𝑃 𝑡𝑜𝑡, мы должны были бы принимать во внимание и
импульс, связанный с противотоком.

Однако, если нас интересует движение тела, то ни-
чего о форме границ течения и противотоке знать не
нужно, поскольку сила течения в противотоке обратно
пропорциональна объёму жидкости.

10-1.3 Обтекание шара
Примем радиус шара равным 𝑎. По причине симмет-
рии шара, кроме основной гармоники (10.1f) в потенци-
але не возбуждается более высоких гармоник, т.е. (10.1f)
является точным. Кроме того, тензор присоединённым
масс пропорционален единичной матрице, 𝑚𝑖𝑘 = 𝑚𝛿𝑖𝑘 и
𝛼𝑖𝑘 = 𝛼𝛿𝑖𝑘. Подставляя выражение для скорости (10.1g)
в граничное условие (10.1d), получаем

𝜌𝛼 =
1

2

4𝜋𝑎3𝜌

3
= 𝑚. (10.3a)

Объём присоединённой жидкости для шара составляет
половину его объёма.

В системе координат, где жидкость далеко от ша-
ра неподвижна, поле скорости 𝑣 описывается потенциа-
лом (10.1f):

𝜑 =
𝑎3(𝑛′ · 𝑉 )

2𝑟′2
= −𝑎

3

2
(𝑉 ∇)

1

𝑟′
=

𝑎3

2
𝜕𝑡

1

𝑟′
,

𝑛′ =
𝑟′

𝑟′
, 𝑟′ = 𝑟 − 𝑉 𝑡. (10.3b)

В последнем варианте записи в (10.3b) предполагается,
что 𝑉 не зависит от времени, тогда как предыдущие
варианты записи допускают произвольную зависимость
𝑉 (𝑡).

10-1.4 Задачи

• Задача 1: Определить итоговое смещение лагранже-
вой частицы после прохождения твёрдого шара с посто-
янной скоростью для прицельных расстояний 𝑟⊥, боль-
ших по сравнению с радиусом шара. Указание: Восполь-
зуйтесь выражением (10.3b) для потенциала скорости.

• Задача 2: Двигающийся в жидкости шарик со
скоростью 𝑉 (𝑡) медленно изменяет свой объём, так что
его радиус изменяется по закону 𝑎(𝑡), медленность озна-
чает 𝜕𝑡𝑎≪ 𝑉 . Считая, что на шарик не действуют внеш-
ние силы, а обтекание шарика жидкостью чисто потен-
циально, найдите, как будет изменяться скорость шари-
ка во времени. Массовые плотности материала шарика
и жидкости равны при 𝑎 = 𝑎0 ≡ 𝑎(𝑡 = 0).

• Задача 3: Найти присоединённую массу у удли-
нённого эллипсоида вращения при его потенциальном
обтекании, когда эллипсоид движется вдоль своей глав-
ной оси. Главная полуось равна 𝑏, две другие равны
𝑎 ≪ 𝑏. Расчёты произвести с логарифмической точно-
стью по параметру 𝑏/𝑎.
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§10-2. Вихревой след

Картина потенциального обтекания тела, построен-
ная в § 10-1, в целом не верна́, поскольку не учитывает
возникновение завихренности вблизи поверхности обте-
каемого тела. Тем не менее, поле скорости, построенное
в предположении о потенциальном его характере, яв-
ляется хорошим начальным приближением для почти
всего пространства, за исключением области вихревого
следа за телом, а также вязкого пограничного слоя на
всей его поверхности.

По-прежнему рассматриваем тело, движущееся рав-
номерно и прямолинейно со скоростью 𝑉 сквозь жид-
кость. Условно тело имеет сферическую форму, его ра-
диус равен 𝑎. В системе отсчёта, где тело неподвижно,
поле скорости жидкости равно 𝑢. Примем, что тело на-
ходится в начале декартовой системы координат 𝑂𝑥𝑦𝑧
и движется вдоль оси 𝑂𝑧. Для определённости счита-
ем 𝑉 ≡ 𝑉 𝑧 > 0. В лабораторной системе, где жидкости
неподвижна на далёких расстояниях от тела, её поле
скорости 𝑣 = 𝑢+𝑉 (10.1b), где поле скорости 𝑢 есть воз-
мущение, вызванное движением тела. Число Рейнольд-
са, по определению равное

Re =
𝑉 𝑎

𝜈
, (10.5a)

предполагается большим, Re ≫ 1.

𝑧

𝑧 = 𝑧+ 𝑧 = 𝑧−

Рис. 10.1

Течение остаётся потенциальным спереди от тела и
с боков от него, в этой области потенциал течения ра-
вен 𝜑. Общий вид потенциала на далёких расстояниях
отличается от случая чисто потенциального обтекания
(10.1e) тем, что в нём может быть вклад с нулевой угло-
вой гармоникой, знак которого соответствует оттоку от
тела. Полный поток от тела равен нулю, так что отток в
области потенциального течения компенсируется прито-
ком в области вихревого следа. На далёких расстояниях
первыми двумя главными вкладами в потенциал, таким
образом, являются

𝜑 =
𝑄

𝑟
− (A·∇)

1

𝑟
+ . . . (10.5b)

Потенциальное приближение неприменимо в области

вихревого следа, в котором завихренность отлична от
нуля.

Сила 𝐹 , действующая на тело, определяется поверх-
ностным интегралом

𝐹 𝑖 =

˛ ⟨︀
Π𝑘𝑖
⟩︀
d2𝑆𝑘 =

(︃ ˆ
𝑧=𝑧+

−
ˆ

𝑧=𝑧−

)︃
d𝑥d𝑦 ⟨Π𝑧𝑖⟩,

(10.5c)
который следует вычислять в системе отсчёта, где по-
ле скорости в среднем остаётся неизменным во времени,
то есть в системе отсчёта, где дело покоится. Плоскость
𝑧 = 𝑧+ > 0 находится исключительно в области потен-
циального течения, тогда как плоскость 𝑧 = 𝑧− < 0 пе-
ресекает область вихревого следа за телом (разумеется,
предполагается, что обе плоскости не пересекают самого
тела). Средняя плотность импульса, запасённого в жид-
кости, остаётся неизменной, так что результат интегри-
рования (10.5c) не зависит от конкретных положений
плоскостей 𝑧±.

Проведём теперь интегрирование в (10.5c). Для это-
го надо посчитать разность интегральных потоков им-
пульса (2.6a) через плоскости 𝑧 = 𝑧±. Мы вычтем из
подынтегрального выражения для поверхностного ин-
теграла в (10.5c) постоянный вклад Π𝑘𝑖0 , соответствую-
щий отсутствию тела, в результате чего под интегралом
окажется отклонение плотности потока импульса от его
значение в отсутствии тела 𝛿Π𝑘𝑖 = Π𝑘𝑖−Π𝑘𝑖0 . Распишем
это отклонение через скорости и отклонение 𝑃 давления
от его значения вдалеке от тела:

𝛿Π𝑘𝑖 = 𝜌(𝑢𝑖𝑢𝑘 − 𝑉 𝑖𝑉 𝑘) + 𝑃𝛿𝑖𝑘 = (10.5d)

= 𝜌
(︀
𝑃𝛿𝑖𝑘 − 𝑉 𝑘𝑣𝑖

)︀
+ 𝜌(𝑣𝑖𝑣𝑘 − 𝑣𝑘𝑉 𝑖),

Согласно второму выражению для поверхностного ин-
теграла (10.5c), нам нужны 𝑧𝑖-компоненты тензора
(10.5d). Первое слагаемое 𝑣𝑧𝑣𝑖 во второй скобке в (10.5d)
даёт нулевой вклад в (10.5c), поскольку 𝑣 достаточно
быстро убывает при удалении от тела. Интеграл от по-
следнего слагаемого 𝑣𝑧𝑉 𝑖 в (10.5d) по замкнутой поверх-
ности (10.5c) равен нулю, поскольку он пропорциона-
лен полному потоку жидкости через замкнутую поверх-
ность. Поэтому сила, действующая на тело, равна

𝐹 𝑖 =

(︃ ˆ
𝑧=𝑧+

−
ˆ

𝑧=𝑧−

)︃
d𝑥d𝑦

⟨︀
𝑃𝛿𝑧𝑖 − 𝜌𝑣𝑖𝑉

⟩︀
. (10.5e)

10-2.1 Сила сопротивления
Сила сопротивления есть 𝑧-компонента вектора (10.5e),
так что нам надо знать давление 𝑃 . В потенциальной
области течения верно́ уравнения Бернулли (2.23c), по-
этому имеем

𝑃 = 𝜌
𝑉 2 − 𝑢2

2
≈ 𝜌𝑉 𝑣𝑧 in potential flow. (10.6a)
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В следе давление приблизительно равно давлению в
окружающем потенциальном течении, поскольку гео-
метрически след представляет собой вытянутую об-
ласть, относительно узкую в поперечном направлении.
Получаем, что в области потенциального течения по-
динтегральное выражение в (10.5e) равно нулю в силу
(10.6a). Полная сила, следовательно, определяется толь-
ко интегралом в области вихревого следа. При переходе
из области потенциального течения в вихревой след ско-
рость 𝑣𝑧 значительно изменяется, причём её абсолютное
значение намного больше, чем значение скорости в по-
тенциальной области течения на том же расстоянии от
тела. Тогда как давление остаётся примерно тем же са-
мым, т.е. и в следе оно убывает с расстоянием как 1/𝑟2.
Поэтому вкладом в поток импульса от давления в следе
можно пренебречь, то есть

Π𝑧𝑧 ≈ 0 in potential flow,

⟨Π𝑧𝑧⟩ ≈ −𝜌𝑉 ⟨𝑣𝑧⟩ in wake.
(10.6b)

Таким образом, сила сопротивления (10.5c)

𝐹 𝑧 = −𝜌𝑉
ˆ

wake

d𝑥d𝑦 ⟨𝑣𝑧⟩. (10.6c)

Поскольку сила сопротивления должна быть направле-
на против движения тела, т.е. 𝐹 𝑧 < 0, то внутри следа
⟨𝑣𝑧⟩ > 0, то есть жидкость двигается к телу. Это дви-
жение есть результат увлечения жидкости телом. Для
компенсации этого движения в потенциальной области
течения должно происходить движение жидкости от те-
ла, т.е.

𝑄 ≈ − 𝐹 𝑧

4𝜋𝜌𝑉
=

𝐶

4𝜋
𝑉 𝑎2 (10.6d)

в выражении (10.5b) для потенциала течения. При боль-
ших числах Рейнольдса величина 𝐶 является почти кон-
стантой, так что и эта часть потенциального течения
оказывается линейной по скорости движения.

То, что при больших числах Рейнольдса коэффици-
ент 𝐶 должен быть почти константой, следует в том
числе и из соображений размерности. Сила сопротивле-
ния не должна зависеть от вязкости, поэтому должна
иметь вид

𝐹 𝑧 = −𝐶𝜌𝑉 2𝑎2. (10.6e)

Зависимость от квадрата скорости в (10.6e), в частно-
сти, означает необратимость процесса обтекания в от-
личие от процесса вязкого обтекания тела. Эксперимен-
тально полученную зависимость силы сопротивления от
скорости движения сферы можно найти в [Liu & Yu,
2022].

10-2.2 Турбулентный след
Пусть средняя по времени ширина турбулентного следа
в 𝑥- и 𝑦-направлениях есть 𝑋 и 𝑌 соответственно.

Будем сейчас считать, что тело приблизительно ак-
сиально симметрично, его размер равен 𝑎. Тогда по-
перечные размеры следа в обоих направлениях равны,
𝑋 = 𝑌 . Результат интегрирования в (10.6b) не зависит
от положения плоскости интегрирования 𝑧−. Благода-
ря этому (10.6b) даёт возможность сделать оценку на
амплитуду среднего течения в следе с его шириной,

𝑣 ∼ 𝐹 𝑧

𝜌𝑉

1

𝑌 2
. (10.6f)

Величина 𝑣 есть оценка и для амплитуды турбулентных
пульсаций в следе. Таким образом, величина 𝑣 опреде-
ляет скорость уширения области следа при удалении от
тела:

−𝑉 𝜕𝑧𝑌 ∼ 𝑣 or − 𝑌 2𝜕𝑧𝑌 ∼ 𝐹 𝑧

𝜌𝑉 2
. (10.6g)

Решением этого уравнения являются соотношения

𝑌 ∼ 𝐶1/3𝑎2/3|𝑧|1/3, 𝑣 ∼ 𝑉 |𝑎/𝑧|2/3. (10.6h)

10-2.2.1 Подъёмная сила

Выясним происхождение подъёмной силы, т.е. 𝐹 𝑥,𝑦-
компонент силы.

𝐹𝛼 = −𝜌𝑉

(︃ ˆ
𝑧+

−
ˆ

𝑧−

)︃
d𝑥d𝑦 ⟨𝑣𝛼⟩. (10.6i)

Для чисто потенциального течения этот интеграл есть
интеграл от полной производной и потому обращается
в ноль.

Для вытянутого крыла, которое может быть при-
нято однородным в 𝑦-направлении, погонная плотность
подъёмной силы 𝐹 𝑥/𝑎𝑦 равна

𝐹 𝑥

𝑎𝑦
= −𝜌𝑉

(︃ ˆ
𝑧+

−
ˆ

𝑧−

)︃
d𝑥 ⟨𝑣𝑥⟩ = −𝜌𝑉

˛
(𝑣 ·d𝑙) (10.6j)

10-2.3 Задачи

• Задача 1: Оцените установившуюся скорость паде-
ния шара радиуса 1 м, сделанного из базальтовой ваты.
Массовая плотность базальтовой ваты равна 100 кг/м3,
плотность воздуха равна 1.2 кг/м3, динамическая вяз-
кость воздуха равна 2 · 10−5 Па · с.
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Часть II

ПРИЛОЖЕНИЯ
Глава 11

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ТЕОРИИ
СТАТИСТИКИ

§11-1. Одномерная случайная величина

Рассмотрим одномерную случайную величину 𝜉,
функция распределения плотности вероятности кото-
рой равна

𝒫(𝜉).

Для простоты мы будем предполагать, что функция
𝒫(𝜉) определена на всей числовой оси. Мы полагаем,
что 𝒫(𝜉) нормирована на единицу,ˆ

𝒫(𝜉) d𝜉 = 1.

11-1.0.1 Среднее от величины

Пусть нам дана некоторая величина 𝑓(𝜉), зависящая от
случайной величины 𝜉. Средним ⟨𝑓⟩ от этой величины
мы называем интеграл

⟨𝑓⟩ =

ˆ
𝒫(𝜉) 𝑓(𝜉) d𝜉.

11-1.1 Характеристическая функция
Характеристической функцией 𝒬(𝑢) называют среднее

𝒬(𝑢) = ⟨exp{𝑖𝑢𝜉}⟩ =

ˆ
d𝜉 𝒫(𝜉) exp{𝑖𝑢𝜉} (11.1)

Таким образом, характеристическая функция есть
Фурье-образ функции распределения плотности вероят-
ности.

Знание функции 𝒬(𝑢) позволяет вычислять средние
значения от степеней случайной величины 𝜉:

⟨𝜉𝑛⟩ = (−𝑖)𝑛𝑄(𝑛)(𝑢)
⃒⃒
𝑢=0

, (11.2)

где верхний индекс (𝑛) означает 𝑛-кратное дифферен-
цирование.

11-1.1.1 Неприводимые средние

Вместо функции 𝒬(𝑢) нам будет удобнее пользоваться
функцией 𝑞(𝑖𝑢), которую мы определяем через равен-
ство

𝒬(𝑢) = exp{𝑞(𝑖𝑢)}. (11.1𝑎)

Отметим, что в силу нормировки полной вероятности
на единицу 𝑞(0) = 0.

Неприводимое среднее ⟨⟨𝜉𝑛⟩⟩ от случайной величи-
ны 𝜉 с целой степени 𝑛 показывает, какой вклад в
простое среднее ⟨𝜉𝑛⟩ вносит именно наличие степени
𝑛 в усредняемом выражении 𝜉𝑛. Например,

⟨⟨𝜉4⟩⟩ = ⟨𝜉4⟩ −
(︁
3⟨𝜉2⟩2 + 3⟨𝜉3⟩⟨𝜉⟩+ ⟨𝜉⟩4 + 6⟨𝜉2⟩⟨𝜉⟩2

)︁
.

Коэффициенты в этом выражении определяются ком-
бинаторными соображениями.

Общее определение неприводимого среднего можно
выписать, используя введённый аппарат характеристи-
ческих функций:

⟨⟨𝜉𝑛⟩⟩ = 𝑞(𝑛)(𝑣)
⃒⃒
𝑣=0

, (11.3)

где верхний индекс (𝑛) означает 𝑛-кратное дифферен-
цирование.

Неприводимое среднее ⟨⟨𝜉𝑛⟩⟩ называется . . .
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§11-2. Сумма независимых одинаково распределённых случайных
величин

Рассмотрим случайную величину Ξ, являющую-
ся суммой 𝑁 независимых одинаково распределённых
случайных величин 𝜉𝑖,

Ξ =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (11.4)

Мы предполагаем, что статистические свойства величин
𝜉𝑖 по отдельности нам известны: функция распределе-
ния каждой из них равна

𝒫(𝜉𝑖).

Требуется найти функцию распределения

𝒫𝑁(Ξ).

случайной величины Ξ.

11-2.0.1 Среднее и квадратичная флуктуация

Легко выписать среднее Ξ̄ и квадратичную флуктуа-
цию ⟨⟨Ξ⟩⟩, пользуясь статистической независимостью
случайных величин 𝜉𝑖:

Ξ̄ = 𝑁𝜉, ⟨⟨Ξ2⟩⟩ = 𝑁⟨⟨𝜉2⟩⟩.

11-2.1 Характеристическая функция

Получить функцию распределения плотности вероятно-
сти 𝒫𝑁 из функции распределения 𝒫 легче всего,
использовав построение характеристических функций:

𝒬𝑁(𝑢) =
⟨︀
exp{𝑖 𝑢Ξ}

⟩︀
=

ˆ
dΞ 𝒫𝑁(Ξ) 𝑒

𝑖 𝑢Ξ.

С другой стороны, используя статистическую независи-
мость случайных величин 𝜉𝑖, получаем

𝒬𝑁(𝑢) =
⟨︀
exp{𝑖 𝑢 𝜉1}

⟩︀𝑁
= [𝒬(𝑢)]

𝑁
.

где по определению

𝒬(𝑢) ≡ exp{𝑞(𝑖𝑢)} =

ˆ
d𝜉 𝒫(𝜉) 𝑒𝑖 𝑢 𝜉

Применяя обратное преобразование Фурье, получа-
ем окончательный результат

𝒫𝑁(Ξ) =

ˆ
d𝑢

2𝜋
𝑒−𝑖 𝑢Ξ [𝒬(𝑢)]

𝑁
= (11.5)

=

ˆ
d𝑢

2𝜋
exp
{︀
− 𝑖 𝑢Ξ + 𝑁 𝑞(𝑖𝑢)

}︀
.

11-2.2 Описание флуктуаций для суммы
многих случайных величин

Рассмотрим предел, когда число 𝑁 суммируемых неза-
висимых случайных величин велико,

𝑁 ≫ 1.

При достаточно больших значениях 𝑁 оказывается
возможным произвести интегрирование в (11.5) мето-
дом интервала. Для произведения интегрирования ме-
тодом перевала вынесем множитель 𝑁 в подэкспонен-
циальном выражении (11.5):

𝒫𝑁(Ξ) =

ˆ
d𝑢

2𝜋
exp

{︂
−𝑁

[︂
𝑖 𝑢

Ξ

𝑁
− 𝑞(𝑖𝑢)

]︂}︂
(11.6)

11-2.2.1 Область наиболее вероятных флуктуа-
ций

Сначала исследуем флуктуации, при которых отклоне-
ние Ξ от своего среднего остаётся в рамках нескольких
стандартных отклонений,

Ξ

𝑁
− 𝜉 ≲

√︀
⟨⟨𝜉2⟩⟩√
𝑁

(11.7)

Рассмотрим выражение, стоящее в квадратной скоб-
ке в (11.6) под экспонентой. Максимум этого выражения
по 𝑢 (он же стационарная точка) определяется урав-
нением

𝑞′(𝑖𝑢*) =
Ξ

𝑁
(11.8)

где 𝑞′(𝑣) – производная 𝑞(𝑣).
Если 𝑁 достаточно велико, то при исследовании ти-

пичных флуктуаций мы можем пренебречь всеми выс-
шими производными в функции 𝑞(𝑣), положив при-
ближённо 𝑞(𝑣) ≈ 𝜉𝑣 + ⟨⟨𝜉2⟩⟩𝑣2/2. Действительно, от-
клонение случайной величины Ξ/𝑁 в предположении
(11.7) стремится к нулю с ростом 𝑁 . С учётом выра-
жений (11.3) приходим к выводу, что положение точки
перевала (11.8) идаётся оценкой

𝑢* ≲
1√

𝑁
√︀

⟨⟨𝜉2⟩⟩

Размер области интегрирования по 𝑢, в которой на-
бирается интеграл (11.6), также определяется второй
производной 𝑞′′. Исходя из этого, получаем такую же
оценку дла размера области интегрирования 𝛿𝑢, как и
для положения 𝑢* точки перевала. Таким образом, с
ростом 𝑁 становится дейстивтельно возможным пре-
небречь высшими производными в функции 𝑞(𝑢).
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В результате получаем, что выражение для функции
распределения плотности вероятности

𝒫𝑁(Ξ) ≈ 1√︀
2𝜋𝑁 ⟨⟨𝜉2⟩⟩

exp

{︃
−𝑁

(︀
Ξ/𝑁 − 𝜉

)︀2
2 ⟨⟨𝜉2⟩⟩

}︃
. (11.9)

Возможность пренебрежения высшими производными в
𝑆 по 𝑢 в процессе интегрирования предполагает усло-
вие

𝑁 ≫ ⟨⟨𝜉3⟩⟩2

⟨⟨𝜉2⟩⟩3
,
⟨⟨𝜉4⟩⟩
⟨⟨𝜉2⟩⟩2

. (11.10)

11-2.2.2 Редкие флуктуации

В Пункте 11-2.2.1 мы ограничились рассмотрением
самых типичных флуктуаций, которые определяются
неравенством (11.7), что привело нас к распределению
Гаусса (11.9).

Применимость интегрирования методом перевала в
(11.6) при возрастании 𝑁 не ограничивается областью
(11.7). Однако выйдя за эту область, мы уже получим
в общем случае не гауссову статистику (11.9), а зависи-
мость вида

𝒫𝑁(Ξ) ≈
1√︀

2𝜋𝑁 |𝑞′′(𝑖𝑢*)|
exp

{︃
−𝑁 𝑆

(︂
Ξ

𝑁
− 𝜉

)︂}︃
,

(11.11)
где функция

𝑆(𝜉 − 𝜉) = 𝑖𝑢*𝜉 − 𝑞(𝑖𝑢*), (11.12)

и перевальное значение 𝑢*(𝜉) определяется уравнени-
ем (11.8). В работе Mandelbrot [1991] было предложено
называть функцию 𝑆 функцией Крамера (Cramér), в
других источниках функцию 𝑆 называют энтропийной
функцией. Функция Крамера 𝑆(𝑥) имеет минимум при
𝑥 = 0: действительно, 𝜕𝜉𝑆(𝜉 − 𝜉) = 𝑖𝑢* = 0, поскольку
при 𝜉 = 𝜉 (11.8) с учётом (11.3) даёт 𝑞′(0) = 𝑞′(𝑖𝑢*).
Функция 𝑆(𝑥) слабо отклоняется от квадратичной за-
висимости, полученной в (11.9),

𝑆(𝜉 − 𝜉) =

(︀
𝜉 − 𝜉

)︀2
2 ⟨⟨𝜉2⟩⟩

пока ⃒⃒⃒⃒
Ξ

𝑁
− 𝜉

⃒⃒⃒⃒
≪ ⟨⟨𝜉2⟩⟩2

⟨⟨𝜉3⟩⟩
,
⟨⟨𝜉2⟩⟩3/2

⟨⟨𝜉4⟩⟩1/2
.

Здесь второй вариант ограничения написан на тот слу-
чай, если по каким-либо причинам неприводимое сред-
нее ⟨⟨𝜉3⟩⟩ исключительно мало.

Возможность интегрирования методом перевала
определяется условием

𝑁 ≫
⃒⃒
𝑞(3)(𝑖𝑢*)

⃒⃒2
|𝑞′′(𝑖𝑢*)|3

,

⃒⃒
𝑞(4)(𝑖𝑢*)

⃒⃒
|𝑞′′(𝑖𝑢*)|2

. (11.13)

которое является обобщением условия (11.10) на случай,
когда положение стационарной точки 𝑢* сильно откло-
няется от нуля. Таким образом, при росте 𝑁 область
применимости формулы (11.11) расширяется в едини-
цах переменной Ξ/𝑁 , поскольку положение стацио-
нарной точки зависит только от Ξ/𝑁 .

11-2.3 Оптимальные флуктуации
Пусть полное количество 𝑁 складываемых случайных
величин в сумме (11.4) складывается из двух подсумм,
так что

𝑁 = 𝑁1 +𝑁2. (11.14a)
Мы предполагаем оба слагаемых в правой части по-
прежнему большими, 𝑁1,2 ≫ 1. Пусть для определён-
ности 𝑁2 > 𝑁1.

Величины 𝜉𝑖 в сумме (11.4) можно рассматривать
как случайный процесс, роль времени в котором играет
индекс 𝑖. Тогда 𝑁 есть полное время, большое по срав-
нению с 1 – временем корреляции случайного процесса,
а (11.14a) есть разбиение полного времени на некоторых
два промежутка, по-прежнему содержащих в себе боль-
шое количество времён корреляции случайного процес-
са 𝜉𝑖. Мы рассматриваем случайные процессы, приводя-
щие к результату Ξ, что формально задано уравнением
(11.4).

Распределение случайных величин Ξ1 и Ξ2 также
описывается функцией Крамера,

𝒫𝑁1,2(Ξ1,2) ∼ exp

[︂
−𝑁𝑆

(︂
Ξ1,2

𝑁1,2
− 𝜉

)︂]︂
(11.14b)

Используя эти функции распределения, можно записать
функцию распределения для полной суммы

𝒫𝑁(Ξ) =

ˆ
dΞ1 𝒫𝑁1(Ξ1) 𝒫𝑁2(Ξ− Ξ1) ∼ (11.14c)

∼
ˆ

dΞ exp

{︂
−𝑁

[︂
𝑁1

𝑁
𝑆

(︂
Ξ1

𝑁1
− 𝜉

)︂
+

+
𝑁2

𝑁
𝑆

(︂
Ξ− Ξ1

𝑁2
− 𝜉

)︂]︂}︂
Взятие этого интеграла методом перевала приводит к
условию на стационарную точку

Ξ*
1

𝑁1
=

Ξ*
2

𝑁2
=

Ξ

𝑁
. (11.14d)

при этом получается ответ, совпадающий с уже непо-
средственно полученной функцией распределения для
Ξ. Мы использовали то, что функция 𝑆 является вы-
пуклой. При этом ширина области интегрирования по
Ξ1, в которой насыщается, может быть оценена как

𝛿Ξ1 ∼
[︂(︂

1

𝑁1
+

1

𝑁2

)︂
𝑆′′
]︂− 1

2

(11.14e)

где 𝑆′′ – вторая производная функции Крамера в точке
перевала. Итак, мы видим, что относительныее флук-
туации величины Ξ1 подавлены как 1/

√
𝑁1.
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Обобщим полученный результат. Если мы разобьём
всё ‘время’ 𝑁 на некоторые промежутки времени 𝑁𝑘,
то в каждом промежутке среднее значение величины
Ξ𝑘/𝑁𝑘 будет близко к среднему значению Ξ/𝑁 , а мера
отклонения будет определяться фактором 1/

√
𝑁𝑘. По

этой причине имеет смысл говорить об оптимальной
флуктуации, приводящей к итоговому результату Ξ:
случайный процесс 𝜉𝑖 слабо флуктуирует вблизи зна-

чения Ξ/𝑁 . Эта ‘слабость’ не означает, что вероятность
отдельно выбранной величине 𝜉𝑖 отклониться от этого
среднего на величину, порядка дисперсии ⟨⟨𝜉2⟩⟩ её самой,
мала. Но вероятность подобного явления в массовом по-
рядке, когда так сильно флуктуируют сразу много ве-
личин из всего набора {𝜉𝑖}, уже существенно меньше
единицы.

§11-3. Моменты совместно распределённых гауссовых случайных величин

Теория совместно распределённых гауссовых вели-
чин хорошо изложена в Лебедев, 2004, Приложение А.1.
Здесь обратим внимание на опечатки: в (A.10) в по-
следней экспоненте надо добавить множитель 1/2, такой

же множитель надо добавить в формуле, следующей за
(A.12).

Полезной литературой является также Ландау и
Лифшиц, 1995[§111].

§11-4. Флуктуации случайной величины: автокорреляционная функция

Пусть 𝑥 – измеряемая величина некоторой физиче-
ской системы, 𝑥̂ – квантовомеханический оператор, со-
ответствующий этой величине. Эта система имеет боль-
шое число степеней свободы и/или взаимодействует с
резервуаром, поэтому поведение во времени величины
𝑥(𝑡) носит случайный характер: есть вреднее по времени
значение ⟨𝑥⟩𝑡, которое для упрощения записи дальней-
ших формул мы считаем нулевым, ⟨𝑥⟩𝑡 = 0, и на фоне
этого среднего величина 𝑥(𝑡) претерпевает случайные
флуктуации.

Хотя флуктуации 𝑥(𝑡) носят случайный характер, их
статистика однородна по времени, если состояние иссле-
дуемой системы во времени статистически не меняет-
ся; в таком случае 𝑥(𝑡) называется стационарной слу-
чайной функцией. В дальнейшем наших рассуждениях
мы будем предполагать такую статистическую однород-
ность по времени. В таком случае характер флуктуаций
𝑥(𝑡) можно описать с помощью корреляционных функ-
ций. Простейшей корреляционной функцией является
парная корреляционная функция

𝐹 (𝜏) =
⟨︀
𝑥(𝑡)𝑥(𝑡+ 𝜏)

⟩︀
, (11.15a)

называемая также автокорреляционной функцией. В
(11.15a) угловые скобки обозначают усреднение. Это
усреднение можно понимать как усреднение по времени
𝑡, так и усреднение по статистическому ансамблю рас-
сматриваемых систем. В последнем случае левая часть
не зависит от общего сдвига по времени 𝑡 именно в силу
статистической однородности по времени.

Удобно иметь дело с Фурье-компонентами вели-
чин. Экспериментально измеренный случайный процесс

представим в виде

𝑥(𝑡) =

ˆ
(d𝜔)𝑥𝜔 𝑒

−𝑖𝜔𝑡, (11.15b)

Здесь молчаливо предполагается, что процесс 𝑥(𝑡) из-
мерен на очень долгом промежутке времени, в пределе
бесконечном. Предельный переход при увеличении дли-
тельности конечного времени наблюдения обсуждается
ниже в Пункте 11-4.1.1. Для корреляционной функции
трудностей с Фурье-преобразованием не возникает, по-
скольку обычно корреляционная функция стремится по
абсолютной величине к нулю на больших временах:

𝐹 (𝜏) =

ˆ
(d𝜔)𝐹𝜔 𝑒

−𝑖𝜔𝜏 , 𝐹𝜔 =

ˆ
d𝜏 𝐹 (𝜏) 𝑒𝑖𝜔𝜏 .

(11.15c)
Предположим сейчас, что рассматриваемая величи-

на 𝑥 классическая, т.е. 𝑥(𝑡)𝑥(𝑡′) = 𝑥(𝑡′)𝑥(𝑡). Из этого
предположения, а также из статистической однородно-
сти по времени следует чётность автокорреляционной
функции, 𝐹 (−𝜏) = 𝐹 (𝜏). Действительно,

𝐹 (𝜏) = ⟨𝑥(0)𝑥(𝜏)⟩ = ⟨𝑥(𝑡)𝑥(𝜏 + 𝑡)⟩ = (11.15d)

= ⟨𝑥(0)𝑥(−𝜏)⟩ = 𝐹 (−𝜏).

В процессе выкладок мы выбрали 𝑡 = −𝜏 .

11-4.1 Теорема Винера-Хинчина
Связь между 𝐹𝜔 статистикой 𝑥𝜔 можно получить, исхо-
дя из определения 𝐹 (𝜏):

𝐹𝜔 =

ˆ
(d𝜔)(d𝜔′) ⟨𝑥𝜔𝑥𝜔′⟩ exp

(︀
−𝑖𝑡(𝜔 + 𝜔′)

)︀
, (11.16)
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где ⟨𝑥𝜔𝑥𝜔′⟩ — среднее значение, которое в данном случае
проще всего понимать в смысле усреднения по стати-
стическому ансамблю. Для того, чтобы корреляционная
функция зависела только от разности времен 𝜏 , надо,
чтобы зависимость от абсолютного значения времени 𝑡
отсутствовала. Это достигается, если среднее от Фурье-
компонент случайного процесса не равно нулю только
при совпадении абсолютного значения частот:

⟨𝑥𝜔𝑥𝜔′⟩ = 2𝜋𝛿(𝜔 + 𝜔′) (𝑥2)𝜔, (𝑥2)𝜔 = 𝐹𝜔. (11.17)

Второе соотношение в (11.17), утверждающее, что
спектр сигнала (𝑥2)𝜔 равен Фурье-образу автокорре-
ляционной функции 𝐹𝜔, называется теоремой Винера-
Хинчина (также известная как теорема Хинчина-
Колмогорова), см. Рытов [1976, §41] и оригинальные ра-
боты Хинчин [1938].

11-4.1.1 Получение корреляционных функций
путём усреднения по времени

Предположим, что случайный процесс 𝑥(𝑡) измерял-
ся в течении некоторого (относительно продолжитель-
ного) промежутка времени 𝑇 . Выпишем здесь мате-
матические соотношения, позволяющие оперировать с
Фурье-компонентами случайного процесса 𝑥(𝑡) и авто-
корреляционной функции 𝐹 (𝜏). Мы будем считать,
что измерение проводилось во временном интервале
[−𝑇/2, 𝑇/2], а процесс 𝑥(𝑡) является периодичным с пе-
риодом 𝑇 . Поскольку в окончательных ответах будет
предполагаться предельный переход 𝑇 → ∞, то при-
нятая периодичность не должна влиять на эти оконча-
тельные ответы.

Фурье-разложение процесса 𝑥(𝑡) имеет вид

x𝜔𝑛
=

1√
𝑇

𝑇/2ˆ

−𝑇/2

d𝑡 exp(𝑖𝜔𝑛𝑡)𝑥(𝑡), 𝜔𝑛 =
2𝜋𝑛

𝑇
,(11.18)

𝑥(𝑡) =
1√
𝑇

∑︁
𝑛∈Z

exp(−𝑖𝜔𝑛𝑡) x𝜔𝑛
,

где 𝑛 – целое число, 𝑛 ∈ Z. Множитель 1/
√
𝑇 в правой

части оставляет Фурье-компоненту 𝑥𝜔𝑛
конечной при

𝑇 → ∞. В непрерывном пределе обратное преобразо-
вание Фурье выглядело бы как

𝑥(𝑡) =
√
𝑇

ˆ
(d𝜔) 𝑒−𝑖𝜔𝑡x𝜔, x𝜔 =

1√
𝑇
𝑥𝜔.

сравни с (11.15b). Таким образом, Фурье-образы x𝜔 и
𝑥𝜔 не равны друг другу, а связаны между собой коэф-
фициентом пропорциональности, зависящим от време-
ни наблюдения; отметим, что удобство использования
x𝜔 состоит в его конечности при увеличении времени
наблюдения, при 𝑇 → ∞.

Корреляционная функция

𝐹 (𝜏) =
1

𝑇

𝑇/2ˆ

−𝑇/2

𝑥(𝑡)𝑥(𝑡+ 𝜏) d𝑡. (11.19)

Поскольку при 𝜏 → ∞ автокорреляционная функция
стремится к нулю, то при её Фурье-преобразовании ча-
стоту 𝜔 можно по-прежнему считать непрерывной вели-
чиной, оставляя поэтому определение преобразования
Фурье для 𝐹 (𝜏) в виде (11.15c) Тем не менее, для про-
ведения вычислений, сейчас мы будем считать 𝜔 дис-
кретной. Итак,

𝐹𝜔 =
∑︁
𝑛,𝑘∈Z

x𝜔𝑛x𝜔𝑘

sin[(𝜔 − 𝜔𝑛)𝑇/2]

(𝜔 − 𝜔𝑛)𝑇/2

sin[(𝜔𝑘 + 𝜔𝑛)𝑇/2]

(𝜔𝑘 + 𝜔𝑛)𝑇/2
,

причём выражение типа sin(𝜔′𝑇 )/(𝜔′𝑇 ) при 𝜔′ = 0 надо
считать равным 1. При 𝑇 → ∞ из суммы выпадают все
слагаемые, кроме одного, которое определяется услови-
ем 𝜔𝑛 = 𝜔, 𝜔𝑘 = −𝜔. Поэтому

𝐹𝜔 = |x𝜔|2.

В этой формуле частоту 𝜔 можно уже считать непре-
рывным параметром: хотя величина |x𝜔𝑛

|2 как функ-
ция 𝑛 флуктуирует (вообще говоря, сильно) около сво-
его среднего значения, но если произвести усреднение
этой величины по промежутку 𝛿𝑛 ≫ 1, то при 𝑇 → ∞
таким образом полученное среднее ⟨|𝑥𝜔|2⟩ следует счи-
тать медленно меняющейся (на масштабах ≳ 𝛿𝑛 и мно-
го меньших характерного изменения частот, на которой
меняется корреляционная функция 𝐹𝜔) функцией 𝜔. Та-
ким образом, окончательно получаем, что

𝐹𝜔 = (𝑥2)𝜔 = ⟨|x𝜔|2⟩ =
1

𝑇
⟨|𝑥𝜔|2⟩. (11.20)

Усреднение в этой формуле (реально происходящее по
𝑛) можно понимать и как усреднение по статистиче-
скому ансамблю: по сути, усреднив по 𝛿𝑛, мы провели
усреднение по 𝛿𝑛 почти независимых промежутков вре-
мени длительностью 𝑇/𝛿𝑛.

Если мы опустим в (11.19) усреднение по времени 𝑡
(при этом назовём такую функцию 𝐹 (𝜏, 𝑡)), то получим,
что

𝐹𝜔(𝑡) =
∑︁
𝑛∈Z

x𝜔𝑛
x𝜔 exp

(︀
−𝑖(𝜔𝑛 + 𝜔)𝑡

)︀
.

Сравнивая это выражение с выражениями (11.16,11.17)
ещё раз приходим к естественному выводу: усреднение
по времени в этом выражении соответствует усредне-
нию по статистическому ансамблю в выражении (11.17).

11-4.2 Корреляционная функция в фор-
мализме квантовой механики

Фурье-компонента от оператора случайной величины и
его матричного элемента в представлении Гейзенберга в
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базисе собственных функций Гамильтониана |𝑛⟩ даётся
выражениями:

𝑥̂𝜔 =

ˆ
d𝑡 𝑥̂(𝑡) exp(𝑖𝜔𝑡), (11.21a)

(𝑥𝜔)𝑛𝑚 ≡ ⟨𝑛|𝑥̂𝜔|𝑚⟩ = 2𝜋𝛿(𝜔𝑛𝑚 − 𝜔)𝑥𝑛𝑚.

Обобщая выражение (11.15a) для корреляционной
функции на квантовый формализм, сохраним её сим-
метричность по времени (11.15d):

𝐹 (𝜏) =
1

2

⟨︀
𝑥̂(𝑡) 𝑥̂(𝑡+ 𝜏) + 𝑥̂(𝑡+ 𝜏) 𝑥̂(𝑡)

⟩︀
. (11.21b)

Усреднение в (11.21b) проводится по матрице плотно-
сти системы 𝜌, которая предполагается статистически
постоянной во времени. В соответствии с (11.21b), про-
изведение 𝑥𝜔𝑥𝜔′ в (11.16) заменяется на симметризо-
ванный квадрат обобщённой координаты: например, его
диагональный матричный элемент равен
1

2
(𝑥̂𝜔𝑥̂𝜔′ + 𝑥̂𝜔′ 𝑥̂𝜔)𝑛𝑛 = (11.21c)

=
1

2

∑︁
𝑚

(︁
(𝑥𝜔)𝑛𝑚(𝑥𝜔′)𝑚𝑛 + (𝑥𝜔′)𝑛𝑚(𝑥𝜔)𝑚𝑛

)︁
=

= 2𝜋2
∑︁
𝑚

|𝑥𝑛𝑚|2
(︁
𝛿(𝜔𝑛𝑚 − 𝜔) + 𝛿(𝜔𝑛𝑚 + 𝜔)

)︁
𝛿(𝜔 + 𝜔′)

Проводя выкладки, мы использовали определение
(11.21a). Поэтому Фурье-образ корреляционной функ-
ции 𝐹𝜔 = (𝑥2)𝜔 (11.17) в случае, если система находится
в состоянии |𝑛⟩, равен

𝜌 = |𝑛⟩⟨𝑛|, (11.21d)

(𝑥2)𝜔 = 𝜋
∑︁
𝑚

|𝑥𝑛𝑚|2
(︁
𝛿(𝜔𝑛𝑚 − 𝜔) + 𝛿(𝜔𝑛𝑚 + 𝜔)

)︁
.

Если статистика системы описывается распределе-
нием Гиббса 𝜌𝑛 = exp[(𝐹 − 𝐸𝑛)/𝑇 ], то выражение
(11.21d) надо усреднить по этому распределению, в ре-
зультате чего получим

(𝑥2)𝜔 = 𝜋

(︂
1 + exp

(︂
−ℏ𝜔
𝑇

)︂)︂∑︁
𝑛,𝑚

𝜌𝑛|𝑥𝑛𝑚|2𝛿(𝜔𝑚𝑛 − 𝜔).

(11.21e)
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Глава 12

НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ТИПА

§12-1. Нелинейное уравнение Шредингера

Предположим, что некоторая плоская волна распро-
страняется в изотропной среде с дисперсией. Вдоль на-
правления распространения направим ось 𝑂𝑧 декарто-
вой системы координат, так что поле волны описывает-
ся функцией 𝜑(𝑡, 𝑧). Волновое уравнение, учитывающее
временну́ю дисперсию среды, имеет вид

𝜕2𝑧𝜑 =

∞̂

0

d𝑡′ 𝜀(𝑡′)𝜑(𝑡− 𝑡′) + 𝑓(𝑡, 𝑧) (12.1)

Сила 𝑓 играет роль внешнего источника, возбуждающе-
го волну; свободное электромагнитное поле соответству-
ет 𝑓 = 0. В частности, в силу 𝑓 можно включить нели-
нейные по полю волны вклады в волновое уравнение. В
Фурье-представлении уравнение (12.1) переписывается
в виде (︀

𝑘2 − 𝛽2(𝜔)
)︀
𝜑𝜔,𝑘 = −𝑓𝜔,𝑘, (12.2)

где волновой вектор определяется дисперсионным соот-
ношением. Для определённости мы предполагаем, что
волна распространяется в право, так что следует выби-
рать решение Re𝛽 > 0.

В этом параграфе мы будем рассматривать импуль-
сы с малой относительной спектральной шириной. Это
означает, что нам не нужно знать всю зависимость 𝛽(𝜔)
волнового вектора от частоты, а необходимо знать толь-
ко несколько первых производных на несущей частоте
𝜔 = 𝜔0. Приняты следующие обозначение для этих про-
изводных:

𝛽𝑚 =
d𝑚𝛽

d𝜔𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜔0

. (12.3a)

Фазовая скорость. Фазовая скорость 𝑣ph показыва-
ет, с какой скоростью движется гребень монохромати-
ческой волны:

𝑣ph =
𝜔0

𝑘0
, 𝑘0 = 𝛽(𝜔0). (12.3b)

Мы предполагаем, что среда (почти) прозрачная, так
что потерями пока пренебрегаем.

Групповая скорость. Если мы удержим в диспер-
сии 𝛽(𝜔) только первую производную по частоте, то
𝛽(𝜔) представляется в виде

𝛽(𝜔) = 𝑘0 +
𝜔 − 𝜔0

vg
, (12.3c)

где групповая скорость

vg =
d𝜔

d𝛽
≡ 1

𝛽1
. (12.3d)

В силу волнового уравнения неопределённости в вол-
новом векторе Δ𝑘 и Δ𝜔 связаны между собой через
групповую скорость, так что верна оценка

Δ𝜔 ∼ vgΔ𝑘.

Групповая скорость, как будет показано ниже, опреде-
ляет скорость движения волнового пакета.

Вторая дисперсия. Параметр 𝛽2 [с2/см] называется
дисперсией групповой скорости, в англоязычной лите-
ратуре – group delay dispersion. Если на интересующей
частоте он положителен, 𝛽2 > 0, то говорят о нормаль-
ной дисперсии (normal dispersion). Если 𝛽2 < 0, говорят
об аномальной дисперсии (anomalous dispersion).

Часто вместо коэффициента 𝛽2 пользуются другим
коэффициентом 𝐷 [с/см2],

𝐷 =
d𝛽1
d𝜆

= −2𝜋𝑐

𝜆2
𝛽2, (12.3e)

называемым коэффициентом хроматической дисперси-
ей (group delay parameter). Как будет показано ниже,
дисперсия групповой скорости определяет скорость рас-
плывания волнового пакета.

12-1.1 Выделение огибающей
Волновым пакетом называется такая волна, распределе-
ние поля в которой слабо отличается от распределения
поля в монохроматической волне с некоторой частотой
𝜔0 и волновым вектором 𝑘0, которые связаны между со-
бой законом дисперсии в среде,

𝜔0 = 𝜔0(𝑘0)
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Для волнового пакета 𝜔0 называется несущей часто-
той, а 𝑘0 — несущим волновым вектором. Таким обра-
зом, динамика поля в волновом пакете в первом прибли-
жении такая же, как и динамика поля в монохроматиче-
ской волне. Тем не менее, обычно представляет интерес
слабое отличие от этой динамики, которое возникает из-
за слабого отличия волнового пакета от плоской волны
(его слабой немонохроматичности). При этом часто ока-
зывается удобным рассматривать волновой пакет как
единое целое, не раскладывая его заранее по плоским
волнам.

Для простоты изложения мы рассматриваем распро-
странение плоского волнового пакета с фиксированной
линейной поляризацией.

Рассмотрим волновой пакет и введём понятие огиба-
ющей. Любое поле, скажем, электрическое, можно пред-
ставить в частотно-пространственном представлении,

𝜑(𝑡, 𝑧) =

+∞ˆ

−∞

(d𝜔)𝜑𝜔(𝑧) 𝑒
−𝑖𝜔𝑡, (12.4)

где в силу вещественности поля 𝜑(𝑡) выполняется 𝜑−𝜔 =
𝜑*𝜔. Почти монохроматичность означает, что характер-
ное время изменения временно́й огибающей 𝜑(𝑡)

𝜑(𝑡) =

+∞ˆ

0

(d𝜔)𝜑𝜔 𝑒
−𝑖(𝜔−𝜔0)𝑡, (12.5)

𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔0𝑡 + 𝜑*(𝑡) 𝑒𝑖𝜔0𝑡 = 2Re
(︀
𝜑(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔0𝑡

)︀
𝜑𝜔(𝑧) = 𝜑𝜔−𝜔0

(𝑧) + 𝜑*𝜔+𝜔0
(𝑧)

является большим по сравнению с периодом колебания
поля 2𝜋/𝜔0. Как следует из определения, огибающая
имеет только положительные Фурье-гармоники, в том
смысле, что 𝜑𝜔<𝜔0

= 0 (Фурье-образ огибающей опре-
деляется аналогично (12.4)). Время изменения огибаю-
щей 𝜑(𝑡) оценивается как 1/Δ𝜔, где Δ𝜔 – характерная
частота, на которой убывает 𝜑Δ𝜔; она называется спек-
тральной шириной пакета. Почти монохроматичность
волнового пакета означает, что

Δ𝜔 ≪ 𝜔0.

Если все волны в пакете распространяются почти
в одну сторону, то можно ввести вместо временно́й
пространственно-временну́ю огибающую. Электриче-
ское поле в частотно-волновом представлении опреде-
ляется согласно равенству

𝜑(𝑡, 𝑧) =

∞̂

−∞

(d3𝑘)

∞̂

−∞

(d𝜔) 𝜑𝜔,𝑘 exp{−𝑖𝜔𝑡+ 𝑖𝑘𝑧}, (12.6)

где например, (d𝑘) ≡ d𝑘/2𝜋. По аналогии с (12.5) пред-

ставим Фурье-компоненту электрического поля в виде

𝜑𝜔,𝑘 = Φ𝑘−𝑘0,𝜔−𝜔0
+Φ*

𝑘+𝑘0,𝜔+𝜔0
,

𝜑(𝑡, 𝑧) = 2Re
(︀
𝑒−𝑖𝜔0𝑡+𝑖𝑘0𝑧 Φ(𝑡, 𝑧)

)︀
, (12.7)

где Фурье-образ огибающей Φ𝜔,𝑘 имеет один максимум
при нулевых значениях волнового вектора и частоты, и
убывает на 𝑘 ∼ Δ𝑘, 𝜔 ∼ Δ𝜔. В силу нашего предполо-
жения о том, что все волны в волновом пакете распро-
страняются почти в одну сторону. ширина по волновому
вектору также должна быть малой, так что

Δ𝑘 ≪ 𝑘0.

12-1.2 Уравнение на огибающую
Запишем волновое уравнение (12.2) в терминах огибаю-
щей Φ:(︁

(𝑘0 − 𝑖𝜕𝑧)
2 −

(︀
𝛽(𝜔0 + 𝑖𝜕𝑡)

)︀2)︁
Φ(𝑡, 𝑧) = −𝑓+, (12.8a)

где мы у силы 𝑓 выделили огибающую 𝑓+,

𝑓 = 2Re
(︀
(𝑓+(𝑡, 𝑧) exp(−𝑖𝜔0𝑡+ 𝑖𝑘0𝑧)

)︀
,

предполагая, что в Фурье-представлении 𝑓𝜔,𝑘 имеет уз-
кие максимумы там же, где и 𝐸𝜔,𝑘. При получении урав-
нения (12.8a) мы пользовались соотношениями типа

𝜕𝑧𝑒
𝑖𝑘0𝑧Φ(𝑧) = 𝑒𝑖𝑘0𝑧(𝑖𝑘0 + 𝜕𝑧)Φ(𝑧),

𝛽(𝑖𝜕𝑡) 𝑒
−𝑖𝜔0𝑡Φ(𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔0𝑡 𝛽(𝜔0 + 𝑖𝜕𝑡) Φ(𝑡),

Φ(𝑡− 𝜏) = 𝑒−𝜏𝜕𝑡Φ(𝑡).

В силу узости спектральной ширины волнового пакета,
производные по времени и координате в (12.8a) следует
воспринимать как малые поправки к 𝜔0 и 𝑘0 соответ-
ственно.

Разложимся до первого порядка по этим поправкам
и положим внешний источник нулём, 𝑓 = 0. В резуль-
тате получим уравнение

(vg𝜕𝑧 + 𝜕𝑡)Φ(𝑡, 𝑧) = 0.

Уравнение удовлетворяется, если огибающая зависит от
времени и координаты только через комбинацию 𝑧−vg𝑡,
то есть Φ = Φ(𝑧 − vg𝑡). Таким образом, в этом, первом,
приближении мы установили, что волновой пакет дви-
гается в право со групповой скоростью vg (12.3c).

Тем не менее, сделанное приближение не улавливает
изменения формы огибающей по мере распространения
волнового пакета. Поэтому наша цель – переписать вол-
новое уравнение (12.8a) в таком виде, который был бы
удобен для описания эволюции волнового пакета. Для
этого от лабораторной системы координат {𝑡, 𝑧} имеет
смысл перейти в такую систему координат, у которой
одной из координат является комбинация 𝑧 − vg𝑡; так
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мы будем рассматривать волновые пакеты, двигающие-
ся ‘в право’, то есть в сторону увеличения координаты 𝑧
и исключим их равномерное движение с групповой ско-
ростью vg. Вторая координата может быть выбрана в
виде суммы исходных координат 𝑧, 𝑡 с произвольными
коэффициентами, конкретный выбор которых зависит
от физической постановки задачи. Мы рассмотрим два
варианта такого выбора: сопровождающую систему ко-
ординат, см. Пункт 12-1.2.2, и лабораторную запазды-
вающую систему координат, см. Пункт 12-1.2.1.

12-1.2.1 Переход в лабораторную запаздываю-
щую систему координат

Лабораторная запаздывающая система координат
{𝑧new, 𝑡ret} определяется согласно равенствам:

𝑡ret = 𝑡− 𝑧/vg, 𝑧new = 𝑧. (12.8b)

Смысл введённых новых координат следующий. Мы
фиксируем положение приёмника, иными словами, ко-
ординату 𝑧new. Время же мы начинаем отсчитывать не
от абсолютного значения, а от момента, когда в точ-
ку расположения приёмника придёт импульс, распро-
страняющийся со скоростью vg и пущенный из начала
координат в нулевой момент времени по абсолютному
его отсчёту. В итоге получаем, что форма волнового па-
кета определяется зависимостью огибающей от 𝑡ret при
фиксированном 𝑧new, тогда как его эволюция происхо-
дит с ростом координаты 𝑧new. Стоит также заметить,
что при выводе уравнения типа (12.8f), описывающего
эволюцию волнового пакета, удобно записывать закон
дисперсии в виде 𝛽 = 𝛽(𝜔).

При такой замене переменных частные производные
по 𝑧new и 𝑡 преобразуются по закону

𝜕

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡ret
,

𝜕

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧new
− 1

vg

𝜕

𝜕𝑡ret
. (12.8c)

Перепишем (12.8a) в лабораторной запаздывающей си-
стеме координат, разложившись до второго порядка ма-
лости по ширине волнового пакета:(︃

−2𝑖𝑘0
𝜕

𝜕𝑧new
+ 𝑘0𝛽2

(︂
𝜕

𝜕𝑡ret

)︂2

+ . . .

)︃
Φ = −𝑓+,

(12.8d)
где многоточием обозначены вклады, пропорциональ-
ные перекрёстной производной по 𝑧new, 𝑡ret и второй
производной по 𝑧new.

Характерное значение частных производных по
координате и запаздывающему времени. Харак-
терная величина производной по времени оценивается
как

𝜕

𝜕𝑡ret
∼ Δ𝜔 ∼ vgΔ𝑘.

Переход от простого времени к запаздывающему приво-
дит к тому, что в волновом уравнении на Φ𝜔,𝑘 исключа-
ется первая производная по времени, тогда как первая
производная по координате 𝑧 не исчезает. Вследствие
этого, оценкой для производной по координате является

vg
𝜕

𝑧new
∼ 1

vg

(︂
𝜕

𝜕𝑡ret

)︂2

∼ Δ𝑘

𝑘0
vgΔ𝑘 ≪ 𝜕

𝜕𝑡ret
. (12.8e)

Уравнение на форму пакета в лабораторной за-
паздывающей системе отсчёта. Таким образом,
уравнение на огибающую в лабораторной запаздываю-
щей системе отсчёта приобретает вид уравнения Шре-
дингера: (︂

−𝑖𝜕𝑧 +
𝛽2
2
𝜕2𝑡

)︂
Φ = − 1

2𝑘0
𝑓+. (12.8f)

При получении (12.8f) мы пренебрегли в (12.8d) высши-
ми поправками по ширине импульса в соответствии с
оценкой (12.8e) (эти поправки были уже скрыты мно-
готочием). Мы также опустили индексы ‘new’ и ‘ret’ у
координаты и запаздывающего времени.

12-1.2.2 Сопровождающая (движущаяся) си-
стема координат

Получим уравнение на огибающую в сопровождающей
системе координат, в которой одной из координат явля-
ется 𝑧rel = 𝑧 − vg𝑡, а другой координатой — 𝑡.

Сопровождающая система координат {𝑡new, 𝑧rel}

𝑡new = 𝑡, 𝑧rel = 𝑧 − vg𝑡 = −vg𝑡ret

является более геометрически понятной: в этой системе
координат мы наблюдаем изменение со временем про-
странственной структуры волнового пакета, двигаясь
вместе с пакетом с групповой скоростью vg. При исполь-
зовании сопровождающей системы координат, наоборот,
удобно записывать закон дисперсии в виде 𝜔 = 𝜔(𝛽).
Вторые производные преобразуются по правилам

𝜕

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡new
− vg

𝜕

𝜕𝑧rel
,

𝜕

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧rel
.

Проделывая ту же процедуру, что и в Пункте 12-1.2.1,
приходим к уравнению(︃

−𝑖𝜕𝑡 +
v3g 𝛽2

2
𝜕2𝑧

)︃
Φ = − vg

2𝑘0
𝑓+, (12.8g)

аналогичному уравнению (12.8f). В главном порядке по
ширине пакета, как мы видим, уравнения (12.8f,12.8g)
отличаются с точностью до простых замен vg𝑡new ↔ 𝑧new
и vg𝑡ret ↔ −𝑧rel.
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12-1.3 Нелинейное уравнение Шредин-
гера

Нелинейное уравнение Шредингера в оптоволокнах
имеет вид(︂

−𝑖𝜕𝑧 +
𝛽2
2
𝜕2𝑡

)︂
Φ = 𝛾|Φ|2Φ, Φ = Φ(𝑧, 𝑡). (12.8h)

12-1.3.1 Линейное уравнение со второй диспер-
сией

Если пренебречь нелинейностью, то уравнение (12.8f)
сведётся к

𝑖𝜕𝑧Φ =
𝛽2
2
𝜕2𝑡Φ (12.8i)

Дисперсия называется нормальной (normal dispersion),
если 𝛽2 > 0, и аномальной, если 𝛽2 < 0.

Наличие ненулевой дисперсии приводит к расплыва-
нию волнового пакета. Покажем это на частном приме-
ре. Пусть огибающая имеет гауссов вид,

Φ(𝑧, 𝑡) =
1√︀
𝜎(𝑧)

exp

[︂
− 𝑡2

2𝜎(𝑧)

]︂
(12.8j)

Используя (12.8i) получаем уравнение на величину 𝜎,

d𝜎

d𝑧
= 𝑖𝛽2. (12.8k)

Ширина волнового пакета равна |𝜎|/
√
Re𝜎, и согласно

уравнению на больших временах начинает расти линей-
но со временем.

12-1.3.2 Канонический вид НУШ

Подходящей линейной заменой переменных полученное
уравнение (12.8f) может быть приведено к каноническо-
му виду

𝑖𝜕𝑧Φ = −1

2
𝜕2𝑡Φ− |Φ|2Φ (12.8l)

при условии аномальности дисперсии, 𝛽2 < 0 (фокуси-
рующее НУШ). Если же дисперсия нормальна, 𝛽2 > 0
(дефокусирующее НУШ), то знак перед дисперсионным
слагаемым в (12.8l) следует заменить на обратный:

𝑖𝜕𝑧Φ = −1

2
𝜕2𝑡Φ+ |Φ|2Φ (12.8m)

12-1.3.3 Дисперсия плоских волн с учётом
нелинейности

Рассмотрим простейшие эффекты, возникающие в при-
сутствии второй дисперсии и керровской нелинейности.
В этом случае уравнение на огибающую Φ записывается
в виде (︂

𝑖𝜕𝑧 −
𝛽2
2
𝜕2𝑡

)︂
Φ = −𝛾|Φ|2Φ (12.8n)

Рассмотрим непрерывную волну (cw – continuous wave),
в которой огибающая

Φcw(𝑧, 𝑡) =
√
𝑃 exp [𝑖𝑘𝑧 − 𝑖𝜔𝑡] . (12.8o)

где мощность 𝑃 является константой. Подставляя
непрерывную волну (12.8o) в уравнение (12.8n), полу-
чаем связь между параметрами волны

𝑘 =
𝛽2
2
𝜔2 + 𝛾𝑃. (12.8p)

12-1.3.4 Взаимное ослабление нелинейности и
второй дисперсией.

Проанализируем качественно нелинейное уравнение
Шредингера (12.8f) на предмет влияния второй диспер-
сии и нелинейности на расплывание волнового пакета.
Как было показано ранее, расплывание импульса проис-
ходит из-за того, что разные частотные компоненты им-
пульса приобретают разную фазу при движении вдоль
оптоволокна. Здесь мы показываем, что нелинейность
может привести к подавлению набега разности фаз.

Предположим простую форму импульса во времен-
ном Φ(𝑡) и в частотном Φ(𝜔) пространстве – мы счита-
ем, что это функцию, имеющие один максимум в нуле
и просто убывающие при удалении от этого максиму-
ма. Тогда схематически (12.8f) в Фурье-представлении
можно переписать в виде

𝑖𝑘0𝜕𝑧Φ ∼
[︀
𝛽2𝜔

2/2 + (*+ *𝜔2)
]︀
Φ.

Звёздочками обозначены первые коэффициенты разло-
жения оператора 𝛾|Φ|2 по частоте в частотном пред-
ставлении, которые являются положительными если
𝛾 > 0. Таким образом, при правильном подборе формы
и амплитуды импульса можно добиться того, чтобы об-
щий коэффициент при 𝜔2 был равен нулю. Это и озна-
чает компенсацию второй дисперсии нелинейностью.

12-1.3.5 Односолитонные решения

Решением уравнения (12.8l) является, в частности, од-
носолитонное решение

Φ =
𝜂 exp

{︀
𝑖(𝜂2 − 𝑣2)𝑧/2 + 𝑖𝑣𝑡 + 𝑖𝜙0

}︀
cosh(𝜂(𝑡− 𝑣𝑧 − 𝑡0))

. (12.8q)

Параметр 𝑣 можно назвать скоростью солитона, а па-
раметр 𝜂 определяет ширину и высоту солитона.
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12-1.4 Задачи
12-1.4.1 Расплывание волнового пакета

12-1.4.2 Модуляционная неустойчивость

• Задача 1: Рассмотрите нелинейное уравнение Шре-
дингера (НУШ) (12.8h), в котором коэффициент нели-
нейности положителен, 𝛾 > 0, а коэффициент второй
дисперсии 𝛽2 может быть как положительным, так и
отрицательным.

• Плоские волны exp(𝑖𝑘𝑧− 𝑖𝜔𝑡) по прежнему являются
решением уравнения, как и в линейном пределе. Ис-
следуйте, как зависит дисперсия плоских волн 𝑘(𝜔, 𝑃 )
в зависимости от волнового числа и интенсивности
𝑃 = |Φ|2.

• Рассмотрите устойчивость плоских волн на плоско-
сти двух параметров — второй дисперсии 𝛽2 и интен-
сивности волны 𝑃 . Для этого надо рассмотреть на-
чальные условия Φ𝜔,𝑃 (1+𝜖), где Φ𝜔,𝑃 (𝑧, 𝑡) — решение
для плоской волны, а 𝜖(𝑧, 𝑡) — произвольная малая
добавка; после этого надо установить линеаризован-
ное уравнение на добавку 𝜖 и рассмотреть её эволю-
цию по координате 𝑧. При каком соотношении коэф-
фициентов хроматической дисперсии 𝛽2 и нелинейно-
сти 𝛾 плоская волна оказывается устойчивой? Если
это условие не выполняется, то в каких областях вол-
на оказывается устойчивой (т.е. при любом началь-
ном 𝜖0(𝑡) поправка 𝜖(𝑧, 𝑡) не растёт по амплитуде со
временем), а в каких нет? Нарисуйте эти области на
графике.
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потенциальное, 20
стационарное, 19

уравнение
непрерывности, 10

флуктуация
оптимальная, 98

функция
автокорреляционная, 98
стационарная случайная, 98
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de Kármán, T., & Howarth, L. (1938). On the statistical theory of isotropic turbulence. Proceedings of the Royal Society of

London. Series A-Mathematical and Physical Sciences, 164 (917), 192—215.

https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0003491680901190
https://journals.aps.org/rmp/abstract/10.1103/RevModPhys.96.035001
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k5529353q/f55.item.texteImage
https://www.researchgate.net/publication/268001653_The_set-down_in_the_second-order_Stokes


СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 120

Dukhin, A. S., & Goetz, P. J. (2009). Bulk viscosity and compressibility measurement using acoustic spectroscopy. The
Journal of chemical physics, 130 (12).

Dysthe, K. B. (1979). Note on a modification to the nonlinear Schrödinger equation for application to deep water waves.
Proceedings of the Royal Society of London. A. Mathematical and Physical Sciences, 369 (1736), 105—114.

Greenspan, H., & Howard, L. (1963). On a time-dependent motion of a rotating fluid. Journal of fluid mechanics, 17 (3),
385—404.

Hill, R. J., & Wilczak, J. M. (1995). Pressure structure functions and spectra for locally isotropic turbulence. Journal of
Fluid Mechanics, 296, 247—269.

Ishihara, T., Gotoh, T., & Kaneda, Y. (2009). Study of high–Reynolds number isotropic turbulence by direct numerical
simulation. Annual review of fluid mechanics, 41 (1), 165—180.

Iyer, K. P., Sreenivasan, K. R., & Yeung, P. (2020). Scaling exponents saturate in three-dimensional isotropic turbulence.
Physical Review Fluids, 5 (5), 054605.
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