
Çàäà÷è çàíÿòèÿ 11 ôåâðàëÿ 2015 ãîäà.

Çàäà÷à 1 Ïóñòü áóòûëêà Êëåéíà ðåàëèçîâàíà êàê ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü
â 5-ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàæèòå, ÷òî åå íåëüçÿ
ãëîáàëüíî çàäàòü ðåãóëÿðíîé ñèñòåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

f1(x
1, x2, x3, x4, x5) = 0

f2(x
1, x2, x3, x4, x5) = 0

f3(x
1, x2, x3, x4, x5) = 0.

Ðåãóëÿðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî f1, f2, f3 � ãëàäêèå ôóíêöèè, ÿêîáèàí êîòîðûõ
èìååò ðàíã 3 âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 2 Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Γ â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3.
Ïóñòü íà Γ çàäàíû ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (u1, u2). Äîêàæèòå, ÷òî
ðèìàíîâà ìåòðèêà gij(u

1, u2), âû÷èñëåííàÿ â êîîðäèíàòàõ (u1, u2), âî
âñåõ òî÷êàõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé.

Çàäà÷à 3 Ïðîâåðòå, ÷òî ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò gij(u
1, u2) ïðåîáðàçóåòñÿ

êàê òåíçîð ñ äâóìÿ íèæíèìè èíäåêñàìè.

Çàäà÷à 4 Îáîçíà÷èì gij(u1, u2) ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê gij(u
1, u2). Ïðîâåðòå,

÷òî ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò gij(u1, u2) ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð ñ äâóìÿ
âåðõíèìè èíäåêñàìè.

Çàäà÷à 5 Âû÷èñëèòå ðèìàíîâó ìåòðèêó 2-ìåðíîé ñôåðû x2+y2+z2 = 1
â êîððäèíàòàõ, çàäàâàåìûõ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé èç ñåâåðíîãî
ïîëþñà íà ïëîñêîñòü z = −1.

Çàäà÷à 6 Âû÷èñëèòå ìåòðèêó ïëîñêîñòè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ{
x = r cos(φ)
y = r sin(φ).

Âû÷èñëèòå ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
x = r cos(φ) cos(θ)
y = r sin(φ) cos(θ)
z = r sin(θ).
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Çàäà÷à 7 Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Γk,ij =

(
ek,

∂ei
∂xj

)
(Âíèìàíèå! Íà ëåêöèè áûëû èñïîëüçîâàíû ÷óòü äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ.)

Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Γk,ij ïîäúåìîì
èíäåêñà

Γl
ij = glkΓk,ij.
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